Grup Cubic

112 - Transformacion de un circulo en dos 6valos

112. Transformacion de un circulo en dos dvalos.

Dividido el circulo en ocho partes, mediante dos diametros perpendiculares entre
si y un circulo concéntrico de radio mitad (figura 73), se dispondran aquéllas
cuatro a cuatro en la forma indicada en la parte inferior de la misma figura.
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Breu descripcié del material

!

Peces realitzades amb impressio 3D (amb la col-laboracié del CESIRE de I'ambit matematic), tot i
gue es pot reproduir amb altres tipus de materials com cartolina, fusta... a partir del disseny fet amb
GeoGebra.

Continguts gue es poden tractar

- Descomposicié i recomposici6 de figures de 2 dimensions

- Cercles i ovals. Calcul de perimetres i arees

- Corbes técniques: Volutes o “falses espirals” de 2 i 4 centres.
- Moviments en el pla



Grup Cubic

Proposta d’aplicacié didactica

L'activitat 112 ens proposa dur a terme una descomposicidé d'un cercle en vuit parts per
recompondre-les en dos ovals amb una porcié central buida. Aquesta activitat esta ubicada dintre
del llibre Ciéncia recreativa de Josep Estalella dintre d’'una série titulada Divisiones condicionales
(activitats de la 109 a la 112) dedicades a la divisié de figures geometriques.

Fem una mica d historia primer? Al llibre Dissections: Plane & Fancy (2003) Greg Frederickson
dedica el capitol 15 titulat Curves Ahead a les disseccions de figures amb cares corbes, i explica
que la primera referéncia que es té d’aquesta mateixa disseccié que proposa Estalella és del
professor anglés John Jackson, en el seu llibre Rational Amusement for Winter Evenings (1821).

Sam Loyd proposa el 1901 a la Puzzle column de I'edicié del diumenge del Philadelphia Inquirer
una proposta de descomposicié equivalent pero en 6 peces.

@ OE

Més endavant, al 1914, en el seu llibre Cyclopedia of 5000 Puzzles, Tricks & Conundrums proposa
com a repte descompondre dos ovals foradats en el minim nombre de parts per tal d’aconseguir
un cercle.

Imatge extreta de: http://www.ageofpuzzles.com/History/TwoOvalsToTable/TwoOvalsToTable.htm
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Henry Dudeney al 1927 publica a la Monthly puzzle column del The Strand Magazine una solucié

de 4 peces que atribueix al mateix Sam Loyd.

Aixi que una primera proposta de treball podria ser la construccié d’aquestes disseccions amb
GeoGebra per després construir-les fisicament.

Arxiu 3D de la descomposicié de Dudeney/Loyd: https://www.tinkercad.com/things/6o0K4knPvhJI

Un dels avantatges que té treballar amb material manipulatiu és el poder experimentar i descobrir
si existeixen altres configuracions, com per exemple en aquest cas on veiem que també podem
crear una altra figura utilitzant tres de les peces proposades:
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Normalment l'oval és una figura que no es treballa excessivament des de l'ambit de les
matematiques i en canvi si des del dibuix técnic. Per altra banda, el ovals s'utilitzen molt en el
disseny industrial, arquitectonic i comercial.

L’oval es situa dintre de les corbes técniques, que es configuren mitjancant arcs de circumferéncia,
gue son tangents entre si, i poden donar corbes tancades com ovals i ovoides, o obertes com les
espirals i les volutes (espirals que tenen per centres els vertexs d"un poligon regular) .

Aixi, un oval es defineix com una corba plana i tancada, simétrica respecte a dos eixos
perpendiculars i formada per quatre arcs de circumferéncia (tangents entre si) iguals dos a dos.


https://www.tinkercad.com/things/6oK4knPvhJl
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Entre els tipus d’ovals més coneguts podem destacar:

- Ovals de Cassini: Donats dos punts Fi i F2 els ovals de Cassini es defineixen com els llocs
geometrics de tots els punts P del pla per als quals el producte de les distancies |PF;| i
|PF,| té un valor constant.

- Ovals de Descartes: Donats dos punts F1 i F2, els ovals de Descartes es defineixen com els
llocs geomeétrics de tots els punts P del pla per als quals |PF;|+m|PF,| té un valor constant
a, sent m i a valors reals arbitraris.

Pero tornem a la proposta del Josep Estalella. La idea inicial és dividir el cercle en 8 parts mitjancant
dos diametres perpendiculars i un cercle concéntric de radi la meitat del cercle inicial i recompondre-
les com a dos ovals amb un forat al mig.

A partir d’aquesta construccié ens venen diferents preguntes al cap que ens permetran explorar
altres opcions. Per exemple, que passara si ampliem el nombre de cercles concentrics equidistants
gue proposa Josep Estalella? Per comencar a experimentar hem dividit el cercle inicial amb dos
diametres perpendiculars i 3 cercles concentrics equidistants de manera que hem obtingut 16 peces:

Arxiu 3D: https://www.tinkercad.com/things/8nR6nlbvhgP
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https://www.tinkercad.com/things/jonG4cwQqQp
https://www.tinkercad.com/things/8nR6n1bvhqP
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Agafant com a punt de sortida la proposta d’ovals d’Estalella intentarem construir tots els ovals
possibles:

Tot experimentant amb les diferents peces es comprova que podem generar altres ovals utilitzant 4
peces, agafant sempre dues parelles de 2 peces iguals. Per tant, tindrem tants ovals diferents com
combinacions sense repeticié de quatre elements agafats en grups de 2. | aixo ens dona els 6 ovals
gue apareixen en les imatges anteriors.

Podem confirmar que es tracta d’ovals utilitzant les construccions i el GeoGebra i obtenint les 4
circumferéncies tangents que generen els diferents arcs. Es faria de manera analoga amb la resta
d’ovals.

En aquest cas, és facil trobar quin és el nombre d’ovals diferents que podem obtenir a partir de les
divisions que fem del cercle amb els dos diametres perpendiculars i diferents cercles concentrics:

Cercles concentrics

Nombre de peces
diferents generades

Nombre de peces
totals generades

Tipus d’ovals diferents
gue podem generar

1 2 8 1
2 3 12 3
3 4 16 6
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n n+1 4(n+1) cn+t = DL
2 21(n-1)!
(n+1)n
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Ho podem visualitzar a través del Triangle de Tartaglia, on si ens fixem el nombre de tipus d’ovals
diferents que podem generar coincideix amb els nombres triangulars:

1510 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

També podriem ampliar I'activitat dintre del bloc de mesura calculant el perimetre i I'area de
cadascuna de les peces generades.

Pero seguim fent-nos preguntes. Podem construir altres corbes amb aquestes peces? Si provem
amb construccions utilitzant les 4 peces diferents ens apareixen espirals. Primer construim I'espiral
utilitzant una peca de cada tipus i després amb dues peces de cada tipus. A continuacié us mostrem
les espirals obtingudes:

La pregunta que ens sorgeix ara és: De quins tipus d’espirals es tracta? Com estem treballant amb
les mateixes peces que hem construit els ovals no seria estrany que ens sortissin volutes.

Efectivament, la primera espiral és una espiral de quatre centres o evolvent del quadrat, on els
centres de rotacio per construir els diferents arcs que composen I'espiral s’organitzen en forma de
guadrat de costat igual al de la peca inicial. Els centres es van utilitzant de forma correlativa per
generar els diferents arcs de I'espiral.



Iniciem la construccié fent un arc de 90° de centre B i origen en el punt A. A continuacié generem
'arc de 90° de centre C i origen en el punt E. A continuacié I'arc de 90° de centre D i origen en el
punt F... i aixi successivament.

En la segona espiral, on utilitzem 2 peces de cada tipus, es configura una espiral de 2 centres o
evolvent d’'un segment, on els centres sén els vértexs d’'un segment igual al costat de la peca inicial
i es van alternant com a centres dels diferents arcs que configuren I'espiral.
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Aixi iniciem la construccio fent un arc de 180° de centre A i origen en el punt B. A continuacio
generem l'arc de 180° de centre B i origen en el punt C. A continuacié generem I'arc de 180° de
centre Aiorigen en el punt D,.. i aixi successivament.

Podem trobar un lligam clar amb aquestes evolvents i la que ens apareix a I'activitat 116 — Trazado
de una espiral, on tenim I'evolvent d’un cercle.

Per acabar, i com a curiositat, hem trobat un Tangram circular molt semblant a la construccié inicial
que ens proposa I'Estalella, amb I'tnica diferéncia que una de les peces meés grans esta dividida en
dues parts iguals.



http://www.ub.edu/cubic/wp-content/uploads/2018/11/116.-Trazado-de-una-espiral.pdf
http://www.ub.edu/cubic/wp-content/uploads/2018/11/116.-Trazado-de-una-espiral.pdf
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Pero tornem a la proposta del Josep Estalella. Recordem que la proposta inicial és dividir el cercle
inicial en 8 parts mitjancant dos diametres perpendiculars i un cercle concentric de radi la meitat del
cercle inicial i recompondre-les com a dos ovals amb un forat al mig. Qué passara si enlloc de dividir
el cercle amb dos diametres n’utilitizem més? Fem una primera prova dividint el cercle amb 3
diametres formant angles de 120° entre ells i una corona circular.

En aquest cas també ens donen dos ovals, perd podriem dir que sén complementaris. El primer es
genera amb 4 peces negres i 2 blanques i el segon amb 2 peces negres i 4 blanques.

Per tant, igual que hem fet en la primera proposta, augmentem el nombre de cercles concéntrics
equidistants a 3 i ens posem a experimentar:

Arxiu 3D: https://www.tinkercad.com/things/15GPMmMTZTSE

Agafant com a punt de sortida la proposta d’ovals d’Estalella emprada en la primera part de 'activitat,
pero ara utilitzant 6 peces cada vegada, intentarem construir tots els ovals possibles:


https://www.tinkercad.com/things/15GPMmTZTSE
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TIPS

Com hem vist en la primera construccio també podem fer els ovals complementaris:

£ § { T FPEress

S’observa que tots els ovals tenen dos eixos de simetria.

Pero, podem fer altres combinacions només agafant 2 tipus de peces cada vegada? Provem amb 3
peces de cada tipus:

Si ens hi fixem bé, no ens recorda algun tipus de corba coneguda? | tant! El forat que queda al mig
de cada peca és un triangle de Reuleaux, i les peces formen triangles de Reuleaux ampliats.
Recordem que un triangle de Reuleaux es un corba d’amplada constant. | els triangles de Reuleaux
ampliats també tenen amplada constant. Per altra banda, els triangles de Reuleaux presenten un
centre de gir d’'ordre 3, és a dir, coincideix cada gir de 120°.

Ho podem observar a continuacié mitjancant la construccié feta amb GeoGebra:
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En aquest cas també podem trobar quin és el nombre d’ovals diferents que podem obtenir a partir
de les divisions que fem del cercle amb tres diametres que formen un angle de 120 ° entre ells i
diferents cercles concéntrics. Perd a més podem calcular el nombre de triangles de Reuleaux

diferents:

Cercles Nombre de Nombre de | Ovals diferents que Triangles de Reuleaux

conceéntrics | peces peces podem generar diferents que podem
diferents totals generar
generades generades

1 2 12 2:1=2 1

2 3 18 2.3=6 3

3 4 24 2:6=12 6

n n+1 4(n+1) VMl =(n+ Dn cntl = (DL (e n

2 2!(n—1)! 2

Continuem fent-nos preguntes: podem construir altres corbes amb aquestes peces? De moment
hem utilitzat sempre dues peces diferents a totes les construccions. Podem provar utilitzant 3 peces

diferents. Quin tipus de corbes ens sortiran?

Iniciem les proves agafant 2 peces de tres tipus diferents. En principi seria equivalent a treure 1
tipus peca de cada vegada, per tant ens haurien de sortir 4 composicions diferents:
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A continuacié el que farem es agafar 3 peces d’'un tipus, 2 d’'un segon tipus i la darrera d’un tercer
tipus, sempre que puguem fer una corba tancada:
s T < : 5
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En aquest cas les diferents combinacions ens donen ovoides, que presenten un Unic eix de simetria.
Un ovoide es defineix com una corba plana i tancada, simetrica respecte a un eix, formada per
guatre arcs de circumferencia (tangents entre si) on dos sén iguals i altres dos no.

| qué passara si agafem peces dels 4 tipus? En aquestes primeres construccions tenim 2 peces de
dos tipus diferents i 1 peca dels altres dos, sempre que formin una corba tancada:

També tenim una mena d’ovoides, amb unic eix de simetria perd amb 6 arcs enlloc de 4, tenint dues
parelles d’arcs iguals i 2 de diferents.

¥
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13



Grup Cubic

Per finalitzar, mirarem si també ens apareixen espirals, agafant el mateix nombre de peces de cada
tipus, tal com hem fet en la primera part de I'activitat, ja siguin una, dues o tres peces de cada:

Evolvent d’'un hexagon regular Evolvent d’un triangle equilater Evolvent d’'un segment

La primera €s una espiral de sis centres o evolvent d’un hexagon regular, on els centres de rotacié
per construir els diferents arcs que composen I'espiral s’organitzen en forma d’hexagon regular de
costat igual al de la peca inicial. Els vértexs del poligon es van utilitzant de forma correlativa per
generar els diferents arcs de I'espiral.

Aixi iniciem la construccié fent un arc de 60° de centre D i origen en el punt C. A continuacié generem
I'arc de 60° de centre E i origen en el punt I. A continuacié generem l'arc de 60° de centre F i origen
en el punt J... i aixi successivament.
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En el segon cas, creada amb dues peces de cada tipus, es tracta d’'una espiral de tres centres o
evolvent d’un triangle equilater:

La construccio es fa de la mateixa manera que en el cas anterior, iniciant la construccio fent un arc
de 120° de centre B i origen en el punt A.

En el tercer cas, que hem construit amb 3 peces de cada tipus, es tracta d’'una espiral de dos centres
0 evolvent d’'un segment, que ja hem construit en la primera part de I'activitat.

De moment hem arribat fins aqui perd seguirem fent-nos preguntes: Quée passaria si...?
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