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Laboraton de VMiatematiques

Combinatona 1 probabilitat

Suggeriments per a I'Us del
laboratori de matematiques

Ernst Klett Stuttgart



Per a que serveix el laboratori?
Es pot jugar sol, en parelles, de tres en tres. . .
Fer proves, experimentar.

Per trobar, comprendre i resoldre problemes.

Les tasques del calcul de probabilitats s'aprenen mentre es
juga, aixi com les tasques d'altres arees.

Cadascti ha de provar per si mateix el que pot fer
amb aquest laboratori sense ajuda externa.

No només shan d'entendre els jocs proposats, sind
que segur que el descobriment independent de jocs
interessants aportara molta alegria.

Els elements del laboratori
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Quin nimero apareixera quan tireu el dau? Sortira un punt
o no?

Amb alguns daus, el resultat es pot predir amb una certesa
raonable, amb d'altres el resultat gairebé mai no coincideix
amb l'estimacio.

Quant de temps has de llangar fins que I'estimacid i el
resultat coincideixin?

Quina és la suma dels niimeros quan tires diversos daus?
Quines sumes es produeixen amb freqiiéncia i quines
rarament? Es poden pintar un conjunt de cubs de colors
naturals (sense relleu) segons els requisits dels vostres propis
experiments.
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A quin color s'aturara el punter de la ruleta o a quin
ntimero?

Algunes ruletes es comporten de la mateixa manera que
alguns daus. Quina ruleta correspon a quin dau?

- _ -

Podeu construir diferents torres a partir dels cubs
connectats. Quantes torres diferents hi ha que contenen
exactament els tres colors: vermell, blau i groc?

Tot aix0 son torres?

Quantes possibilitats hi ha si construim torres a partir de
només dos cubs i tornem a utilitzar tres colors? Qué passa
si un color pot aparéixer dues vegades en una torre?

Per contra, també podeu construir torres a partir de tres
cubs que només contenen dos colors. Quantes opcions hi
ha ara?

Podem dur a terme experiments similars enfilant perles a
cadenes.
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Aquestes cadenes son iguals o diferents? Considerarem
dues cadenes iguals si les pots posar una sobre l'altra perqué
coincideixin tots els colors.

Sacsegem la caixa amb 6 boles (seliminen els envans) i la
subjectem perque les boles en moviment (al camp gran)
salinein al costat de les fixes.

A la imatge, cap bola coincideix de color. Quines son les
opcions: 1, 2, 3, 4, 5, 6 boles poden coincidir de color?
Quines possibilitats es donen amb més freqiincia, quines
amb menys freqiiéncia?

També podem fer el mateix experiment amb menys colors
inserint particions a la caixa.



A les caixes de mostres podem posar diferents nombres
de perles de diferents colors (poblacid total). Cada
subconjunt d'aquesta poblacié s'anomena mostra.

Si manteniu la caixa de la dreta tal com es mostra a la
imatge, les perles s'alineen molt bé: hi ha una perla a la
cantonada inferior, dues a la part superior, etc.
Comptem des de la part inferior una fila alhora i cada
fila contem d'esquerra a dreta. D'aquesta manera, es
poden prendre mostres de qualsevol mida. A la caixa de
mostres que es mostra a la figura de l'esquerra, sempre
tenim mostres fixes de mida 50.

Cada vegada que sacsegem aquesta caixa, fem 6 intents.
Quina és la suma dels nombres de cada quadre? En
quantes caselles apareixen les mateixes sumes? En quantes
caixes el dau blau mostra el mateix nombre?

Estableix tu mateix més problemes i intenta resoldre'ls!

Les xarxes dels cubs d'aquest quadre tenen aquest aspecte:
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Si l'area buida apareix a la part superior del cub vermell,
l'experiment s'ha de repetir. Si sacseja la caixa una vegada,
és el mateix experiment que llangar l'icosaedre tres vegades

o fer girar la ruleta amb els ndmeros O - 9 tres vegades. -
Em pregunto per que?

L'ts de digits aleatoris

Fa uns 20 anys es va llangar un ’bon” dau decimal un
milio de vegades, el resultat es va resumir en un llibre.
Quatre pagines d'aquests ntimeros aleatoris s'inclouen al
laboratori, en 12 copies de cadascuna.

Quines son les propietats d'aquests nombres aleatoris?

a) La probabilitat que qualsevol digit aparegui en una posicid
donada és 1/10. -

b) Si es llegeixen els digits aleatoris en blocs de dos digits
cadascun (per exemple, 43, 35, ... ), aleshores la probabilitat
d'un determinat bloc en un punt determinat és

1.1 1

o Im 100

c) La probabilitat d'una xifra parell (senar).

ascendeix a %

La taula de digits aleatoris es pot utilitzar per simular
experiments aleatoris.

Per simular una bona moneda, es pot utilitzar el mapa
segiient:

digit parell  cara, digit senar  creu.

Per simular un bon dau, podeu ignorar els digits 0, 7, 8, 9.

Anecs

62099 81392 Cagador

Deu cagadors, tots perfectes tiradors, van a cacar anecs.
S'amaguen a la vora d'un petit estany. Aviat 10 anecs
aterraran a l'estany. Els cacadors disparen simultaniament,
pero cadascun tria la seva victima a l'atzar. Quants anecs
sobreviuen si aix0 es repeteix moltes vegades?

Es pot simular aquest experiment amb digits aleatoris? A
cada alumne se li lliura un full de nombres aleatoris. El primer
alumne agafa el bloc dels 10 primers digits de la primera linia,
el segon alumne utilitza la segona linia, etc.

Al bloc de deu observem els digits que falten, p. per exemple,
el bloc de ntimeros considerat de la 1a linia del full I és:
62099 81392 és a dir els anecs 4, 5, 7 sobreviuen.

Si tenim uns 10 alumnes i fem servir el full I dels nombres
aleatoris, el nombre d'anecs supervivents és: 3,4, 5,4,3,2, 5,
3,3,3.

La mitjana és de 3,5.

Volem comprovar que aquesta també és la mitjana esperada.
Per fer-ho, escollim qualsevol anec, diguem l'anec 5. Quina és
la probabilitat que aquest anec sobrevisqui? Sobreviu
exactament quan cap cagador apunta a aquest anec. La
probabilitat que aix0 passi és (0,9)'° = 0,349. Cadascun dels
10 anecs sobreviu amb una probabilitat de 0,349. Per tant, hi
ha de mitjana 3,49 anecs supervivents.




Instruccions del joc
Observacions preliminars:

1. Les regles dels 13 jocs d'estratégia segiients estan
formulades de manera que tots els jocs es puguin jugar amb
els elements del laboratori. Tanmateix, el professor no sha de
sentir limitat per aquests materials, ha de deixar volar la seva
imaginacio; per exemple, a I'hipodrom, sovint és millor jugar
amb cotxes petits que amb peces de joc, o per al guanyador
una copa de premi és més interessant que només un nombre
maxim de punts guanyadors.

2. A les descripcions del joc, primer s'esmenta el material
necessari; se segueix amb les regles del joc, després es
mostren les possibles variacions del joc en qiestid. Es
conclou amb les notes per al professor.

2.1. De vegades, les regles del joc es referiran al Jugador 1 i
Jugador 2. Aleshores, el Jugador 2 és el jugador que se suposa
que ha d'obtenir un avantatge sobre l'altre. Totes les regles del
joc estan formulades de manera que les possibilitats de
guanyar siguin iguals per a tots els jugadors o una mica més
altes per al segon.

2.2. A les notes, es van adoptar deliberadament diferents
enfocaments per tal de proporcionar el maxim de
suggeriments possibles mantenint 1'abast reduit.

De vegades hi ha suggeriments per a la discussié amb els
alumnes.

De vegades es donen algorismes economics per a l'analisi del
joc. En altres casos, es discuteix el fons teoric.

1. Qui construeix més torres?
(La classe es dividira en grups de quatre o cinc)
Material:

Per a cada grup 30 cubs vermells i 30 grocs:

El segiient arbre esta dibuixat a la pissarra:

A N

Regles del joc:

S'han de construir totes les torres diferents possibles a
partir de quatre cubs encaixables (en dos colors) i
assignar—les a les branques de 1'arbre.

A la senyal d'inici, cada grup comenca a construir torres de
quatre nivells.

Quan un grup acaba una torre, un nen del grup l'aixeca i
tots els grups deixen de treballar.

L'alumne amb la torre completada va a la pissarra, s'enfila
a la torre de dalt a baix a través de ['arbre i la disposa al
lloc correcte de la prestatgeria de la pissarra. Sino hi ha
cap torre en aquest lloc, el grup obté un punt.

El guanyador és el grup amb més punts guanyadors quan
tots els extrems de l'arbre estan ocupats.

Variant:

Cada grup té 30 cubs encaixables vermells, 30 blaus, 30
verds i 30 grocs, que ara s'utilitzaran per construir torres de
quatre nivells. Tanmateix, cada color s'ha d'utilitzar
exactament una vegada a cada torre. Aquesta vegada es
dibuixa el segiient arbre a la pissarra:

4.Cubs




Observacions:

1. Amb les torres sha de distingir
clarament entre “a dalt” i ”a sota”. La
manera més senzilla de fer-ho és alinear la
superficie del cub encaixable amb el
mugro per connectar-lo “amunt”.
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Si no es diferencia entre ”a dalt™ i ”’a sota”, dues torres
diferents es poden convertir en el mateix cub girant-les, i el
nombre de cubs diferents queda limitat:

La figura mostra totes les torres possibles de 4 nivells en dos
colors. Les torres connectades son les mateixes si no es
distingeixen entre la part superior i la inferior. Aleshores
només tindreu 10 torres en lloc de les 16 diferents habituals.

2. Per descomptat, també podeu utilitzar més colors
o fer que les torres siguin més altes o més baixes.
En el primer cas (un color pot aparéixer més d'una
vegada en una torre), el segient s'aplica al nombre
a de diferents torres:
a = f amb f = nombre de colors diferents

s = nombre de nivells de torres
Per exemple, obteniu 27 torres diferents amb 3
colors i 3 nivells. Aquest és l'arbre obtingut:

3 Cubs

i

La férmula per determinar les diferents torres és facil
d'entendre: 'arbre té f punts de ramificacid, i cada punt de
ramificacid té s branques.

En el segon cas (cada color apareix exactament una vegada
a cada torre) s'aplica al nombre b de torres:

b=f(f-D(f-2)--...-(f—s+1)
amb f= Nombre de colors diferents

s= Nombre de nivells de les torres, on f =5,
ja que cada color només es pot utilitzar una vegada.

Per exemple, per a torres de 3 nivells amb daus de 6 colors:
b=6-54

Aquesta férmula també es pot entendre facilment utilitzant
l'arbre: f branques surten del grad superior. En la segiient
etapa, (f - 1) les ramificacions es ramifiquen de cada punt de
ramificacio. Finalment, al nivell més baix, (f-s +1) es
ramifica de cada punt de ramificacio.

5 peons de diferents colors

- 80 fitxes d'un color.

2. La ciutat fantasma (de 4 a 5 jugadors)

Material:
Tauler de joc 1:

1 dau amb un punt verd a tres ®
cares i les 3 restants blanques. [ ]

Regles del joc:

Cada jugador comenga el seu viatge per la ciutat al parc.
Ha de travessar la ciutat encantada i mai pot fer marxa
enrere. A cada interseccio ha de tirar el dau i triar la seva
direccio de viatge tal com indica el dau. (Si hi ha un punt
verd a la superficie del dau, va cap a l'esquerra, en cas
contrari cap a la dreta).

Els daus es llancen alternativament; no importa qui
comenci.

La ciutat fantasma esta governada per 6 éssers:

1. A la placa un cocodril devora tota la gent que hi arriba.
2. En una altra placa, la bruixa fa malifetes i posa a la
preso tots els nouvinguts.

3. Un gegant obliga a tots els que arriben a fer treballs
d'esclaus en una mina de carbo.

4. Un drac vigila en un lloc amagat per rostir al seu forn
qualsevol que passi.

5. Una mica fora d'aquests éssers malvats, una fada habita i
convida a tots els vinguts a descansar, menjar bé i passar
unes vacances al seu bonic jardi.

6. En un darrer lloc habita un rei de bon cor que fa
magnifics regals a tots els que hi passen.

Després de fer el seu cami per la ciutat, cada jugador
colloca una fitxa al lloc on ha aterrat.
Comenga una nova ronda.



Observacions:

1. El joc d'aquest tauler, que s'estructura segons el tauler de
galton, fa visible l'estructura del triangle de Pascal

2. Si jugues a aquest joc a la classe en diversos grups el millor
és marcar els 6 llocs de destinaci6 a la pissarra i cada
alumne dibuixa una linia horitzontal al lloc on arriba.

A continuacio, els resultats de I'histograma segiient:

Ul
i

. Coco
R Fad Gegant i
€1 ada gan Bruixa dril

Els histogrames també es poden construir a partir de cubs
connectats

L'histograma és una ocasid per discutir les diferents
freqiiéncies

Aix0 porta immediatament a la qiiesti6 del nombre de rutes
a les places individuals

3 El nombre de camins als llocs individuals ens dona el
triangle de Pascal:

11
121
1331
| 4 6 41
1 510 10 5 1

3. Igual o desigual? (per a2 jugadors)
Material:
1 Perla Blanca i diferents O
perles vermelles (maxim 10): $HSS GGG S S S

7

El jugador 1 colloca la perla blanca i tantes perles
vermelles com vulgui (minim 1) en un gobelet de

daus. Aleshores, el jugador 2 tria 2 perlesamb els
ulls tancats. Abans de triar, ha d'endevinar si lesdues

1 gobelet de daus

Regles del joc:

pertles seran del mateix color o diferents.

6O 66

Si ho endevina, el jugador 2 guanya un punt, en cas contrari
el jugador 1 guanya un punt. El guanyador decideix quantes
perles vermelles van a la copa de daus per a la segiient ronda,
és a dir, si el jugador 2 perd, també ha d'endevinar a la
partida segiient; si guanya, tria les perles i el jugador 1 és ara
araqui ha d'endevinar.

}/agfalnﬁ%c de comptar els punts guanyadors, pots moure
la pilota espai a espai cap a la porteria de I'oponent al
tauler de joc 3 (vegeu la variant 4 a 9. Atrapa). Si hi ha
un nombre imparell de camps de joc (el millor és triar
només S camps de joc), la pilota es troba inicialment al
mig del terreny de joc. Si el jugador 2 guanya, la pilota
es mou un espai cap a la porteria del jugador 1; Si el
jugador 2 perd, la pilota es mou cap a la seva propia
porteria. Continua en conseqiiéncia.

2. També pots variar el joc donant
dos perles blanques o qualsevol altre
ntimero de perles de diversos colors.
Anotacio: Si poseu una perla blanca i n
vermelles a la tassa de daus, hi han
possibilitats de dibuixar dues perles de
colors diferents, com a exemple,

©
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considerem el cas que hiha 1 perla blancai 5 de vermelles
D'altra banda, si voleu dibuixar dues perles del mateix color

aix0 comporta 10 possibilitats (en general amb 1 perla blanca i

n de vermelles hi ha a n(n—1)/2 possibilitats, degut a que

cada perla vermella es pot dibuixar amb-cada una de les (n —

1) perles vermelles restants, o (&)

de manera que per raons de simetria G / \

només es poden dibuixar la meitat ® ®
s

dels casos que produeixen)

s

Els resultats de la taula segiient per als primers casos
(d'1 a 10 perles vermelles):

Perlesvermelless 1 2 34 5 6 7 8 9 10
® 6

013610 15 21 28 36 45

o® 1123456 7 8 910
Per tant, amb només 1 o 2 perles vermelles, és més
probable que trieu 2 perles de diferents colors.
Amb 3 perles vermelles, les possibilitats ja son iguals;
i a mesura que augmenta el nombre de perles

vermelles, cada cop és més probable triar dues perles del
mateix color.




4. El cub deformat (per a2 o més jugadors)

Material: ”3

1 cub deformat l

Regles del joc:

L'objectiu és endevinar quin niimero es produeix amb
més freqiiéncia quan el dau es llanca diverses vegades,
quin és el segon més freqiient, etc.

Els jugadors acorden un nombre total de llangaments
al principi, per exemple 20.

Cada jugador escriu la seva conjectura com:

més freqientment: —0 4 1 2 5 3« el més rar

El nombre de punts que es produeix en cada cas es registra
en un recompte. Per exemple, en un joc amb 20 daus:

0 4Ht

LIl

21N

3]

4 HT I

51

L'ordre esta aqui: 4 0 2 1

El quadre al voltant dels niimeros 3 i 5 significa que tots
dos ntimeros es van produir amb la mateixa freqiiencia, és a
dir els ordres

—>402135<i—>402153«

son equivalents.

Maneres de determinar el guanyador:

1a possibilitat:

El guanyador és el jugador que coincideixi amb més
nimeros correctament.

2a possibilitat:

El guanyador és el jugador amb la suma més baixa de les
desviacions dels Hocs individuals de 1'ordre lancat.
Tormem a I'exemple anterior. Es diu que els jugadors A i B
han assumit les seqiiéncies segiients per a les freqiiéncies:

A: =04 1253«
B: —-012345«
A continuacio, els resultats de F'avaluacié segiients:

1. Possibilitat:

Ordre 402 1 Coincidéncies
seqiiencia

Ordre %A 0412353 2(5i3)
assumit B 012345 2(2i%)

és a dir el partit acaba en empat.

2. Possibilitat:

QOrdre
seqiiencia 4}2 z [;;3 5] Suma

Ordre 4 0/aN{ 2 /5 :
distancies 1/1/1NJo ¢ 4
Ordre B 012345
distancies 120140 8

En la segona possibilitat de recompte, el jugador A té
molt més éxit que el jugador B.

Variants:

1. Cada jugador pot desafiar els seus oponents afirmant que
no va tenir sort perqueé el temps de joc era massa curt.
D'aquesta manera, es pot experimentar en quin nombre de
Hancaments les fluctuacions aleatories amb prou feines
tenen un paper.

2. El professor pot especificar diferents rodes de ruleta, com

R RRREB

Cal decidir quina ruleta s'adapta millor; els niimeros dels
daus s'han d'introduir als camps corresponents.

3. En Hoc de jugar amb un dau esbiaixat, també pots jugar
amb un dau normal. A la Harga, cap comanda aqui sera
excel-lent. Pero també pots Hancar2 daus i demanar la suma
dels niimeros: Quina suma és més habitual? Hi ha sumes
igualment comunes?



S.La cursa (de 2 a 4 jugadors)

Material:
Tauler de joc 3

(Els retols d'Inici i Final es col-loquen a l'inici i al final de
I'hipodrom de manera que es juguin els 30 camps).

1 Cub amb un punt negre

en una cara, les altres cares

estan buides. ®

4 Peons de diferents colors

Regles del joc:

Les curses es realitzen al circuit. Un jugador rere l'altre
llanca el dau, pero abans ha de predir si el punt negre
apareixera a la superficie superior del dau o no. Si endevina
correctament, pot avancar 1 espai, en cas contrari s'ha de
quedar quiet. El guanyador és qui arriba primer a la porta.

Variants

1. Per evitar apostar sempre per l'esdeveniment més probable
(espai en blanc a dalt), pots deixar que el jugador avanci 2 o
més caselles si tria correctament el punt negre, perd només 1
casella si tria correctament la superficie en blanc.

2. Per descomptat, també pots triar altres daus (per
exemple els daus del laboratori que encara no s'han pintat),
amb 4 zones vermelles, 1 verda i 1 blava o amb 3 zones
vermelles, 2 verdes i 1 blava, per la qual cosa s'ha de predir el
color correcte en cada cas. O prens 2 o 3 daus amb cares de
colors diferents, per la qual cosa s'ha de predir el nombre de
cares que apareixen en cada color.

Aqui podeu tornar a variar, ja que el jugador pot avangar
tantes caselles com colors correctes ha predit, pero al mateix
temps ha de tornar enrere tants caselles com colors
equivocats ha predit.

Anotacio:

En aquest joc, els nens s'enfronten al problema de fer que el
”valor esperat” per a una victoria sigui el més alt possible. Es
proposen diferents estratégies:

1. Elscolors es prediuen purament a l'atzar.

2. Els colors es prediuen alternativament en aproximadament
la mateixa proporcio que es comporten els nombres de cares
de cub de colors corresponents.

3. Sempre es prediu el color que hi ha a més cares de daus.

6. El viatge casual del taxista (de 2 a 6 jugadors)

Material:
Tauler de joc 2:

1Dau amb un punt verd a tres
cares, les altres cares son blanques

6 Peons de diferents colors

Regles del joc:

El taxista només pot portar un passatger d'un lloc (per
exemple, l'estacio de tren) a l'altre. No escolta els desitjos
dels passatgers, pero quan un passatger puja, llanca el dau. Si
apareix un punt verd a sobre, condueix en la direccio de les
fletxes verdes, en cas contrari en la direccio de les fletxes
grogues. Cada jugador és el seu propi taxista. Els daus es
llancen al seu torn. L'inici ésta a I'hotel.

El guanyador és qui arriba primer a un avet.

Observacions:
1. Des de I'hotel, les probabilitats son:

Esglesia } 1 Estacio de tren} 1 Torre d'observacio ] 3t
Font 2 Fleca 4 Aeroport 8

La probabilitat d'arribar a 'avet gran o petit és només
marginal Ay27 1 e &
margt Q)4 000 000> el dueés

extraordinariment petit.

2. Si els estudiants volen abandonar el joc decepcionats,

hi ha un motiu per discutir les preguntes segiients:

a) Fins i tot és possible arribar a un avet?

b) On és el taxista més sovint, davant de la fleca o davant de
I'hotel?

c) On és més probable que arribi: a I'avet gran o al petit?

d) On és més probable que vingui: a l'aeroport o a l'estacio
de tren?

Per respondre a aquestes preguntes de manera experimental,
cada jugador pot col-locar una fitxa al lloc on acaba d'arribar
després del seu llancament. (O cada grup de joc manté un
recompte de freqiiéncies.) La distribucio de fitxes ¢€s llavors
una mesura de la probabilitat d'arribar a cada lloc.



7. El joc de l'escala (de 4 a 5 jugadors)

Material:
Taulell de joc S:

1 Cub amb 3 cares amb un
punt verd i 3 cares buides o

It 1

Al comencament del joc, cada jugador rep 10 fitxes. Les
titxes restants van al banc. Cada jugador col-loca la seva
titxa al camp d'Inici i es tira el dau per torns.

Si el punt verd apareix a la part superior d'un dau, el
jugador pot avancar 2 espais, en cas contrari (espai blanc a
la part superior) només 1 espai.

Qui arriba a la destinaci6 (Z) rep 3 titxes del banc. Al final
d'una ronda de joc (quan tots els jugadors son a lameta o a
la preso), cada jugador a la pres6 (G) ha de comprar la seva
sortida per 1 fitxa.

5 peons de diferents colors
80 fitxes d'un color

Regles del joc:

Comenca una nova ronda de joc. Guanya qui té més fitxes al
final. Al principi, els jugadors es posen d'acord quantes
rondes shan de jugar en total. Qualsevol jugador pot saltar—
se una ronda si ho desitja.

Observacions:

1. Per obtenir una visid general del possible curs del joc i per
tal de valorar les possibilitats de guanyar, el millor és que el
professor munti un arbre de joc juntament amb els nens.

Es tira un 1 (area en blanc) o un 2 (area amb un punt verd) i
la probabilitat de qualsevol esdeveniment és /.

Només 5 de les 15 possibilitats porten a 'objectiu. En
multiplicar les probabilitats al llarg d'aquests camins i

sumant—les, determinem la probabilitat d'arribar a l'objectiu:

é*%*ﬁ*ﬁ*ﬁ=ﬁ=%

Després d'aixo, la probabilitat d'acabarala presd és de %, que
també podeu calcular facilment multiplicant els camins
tins a la presd i després sumant.

Si arribes a 1'objectiu, aconsegueixes 3 fitxes, a la preso
has de pagar 1 fitxa. Aixi que el valor esperat per al joc

a llarg termini és: 3-%-—1~%=0
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2. Es podrien debatre amb els alumnes qiestions com les
seglients:

a) Quines seqiiencies de colors del cub porten a la presd?
(Aix0 es pot llegir facilment des de 1'arbre, per exemple,
blanc — blanc — verd — blanc o blanc — blanc — verd —
verd — verd — verd).

b) Es més probable que acabi a la pres6 o que arribi a la
destinacig?

c) De quantes maneres s'arriba d'un lloc (p. ex. 3) a un altre
(p. ex. 8)?

En aquesta darrera pregunta, podrieu demanar als
estudiants que crein alguna cosa com la taula segiient:

Lloc d'arribada
G|S|1]2|3|4|5|6]7|8|9]|10)]7F
Glo|o|o o|lo|o|o olo|olo
S|lmjo|1|1|3|2|2|2|0]|3 |2 5
1
'32
-;3
| =]
O 4
(7] L i — |
38 |
0 6 |
9
- 7
8 |
|
9
10
B | |

En el cas dalumnes més grans que ja han dominat les
fraccions, també podeu preguntar sobre les probabilitats de
transicio entre dos llocs i fer—ne la taula corresponent.



8. El Joc de I'Estany
(tota la classe juga una contra l'altra en dos grups de la
mateixa mida)

Material:

Tots els cubs de connectors disponibles
en 2 colors, per exemple.

(8i no hi ha prou cubs disponibles,
tamb é podeu combinar tots els cubs
clars i tots els cubs foscos en un sol
color.)

1 caixa (caixa de sabates o similar) que
forma I estany de peixos.

® I

Regles del joc:

El 11 grup construeix un peix a partir de 2 cubs de color
clar i posa una serie d'aquests peixos de color clar a
I'estany; el niimero no es revelara. El segon grup treu un
grapat de peixos de l'estany (mostra 1) i canvia el cub de
connector frontal d'aquests peixos per un cub fosc,
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El It grup torna a posar la mostra 1 a l'estany i barreja bé
els peixos.

A continuacio, el 2n grup treu una nova mostra (mostra 2).
La mostra 2 pot ser més gran o més petita que la mostra 1,
o pot ser de la mateixa mida.

Per exemple.:

1 [ ] ]

El 2n grup pot mirar la mostra 2, i cada nen d'aquest grup
ha de respondre ara la pregunta segiient: 'Quants peixos
creus que hi havia a l'estany? ”

Després de respondre la pregunta, els nens del grup

1. compten el nombre real de peixos i per a cada nen del
2n grup es troba la diferéncia entre el seu valor estimat i el
nombre real de peixos.

La suma d'aquestes desviacions s'escriu al segon grup com a
un punts menys.

2. En un nou joc, els papers del 11 i 2n grup
s'intercanvien,

10

Notes:
1. El grafic segiient ajuda a trobar la millor estimacié (vegeu
l'exemple anterior):

De seguida es veu que hi ha d'haver almenys 13 peixos a
l'estany. Perd quina és la millor suposici6?

Argumentem de la segiient manera:

Es va etiquetar una quarta part dels peixos continguts a la
mostra 2. Es raonable suposar que llavors es marcara una
quarta part de tots els peixos. Aixi, 4 - 7 = 28 (a la mostra 1
hi havia 7 peixos) és la millor estimacio.

2. Es facil proposar als nens un algorisme semblant a
l'esquema anterior, perqué puguin resoldre problemes
d'aquest tipus molt rapidament.

Per0 aix0 no augmenta la seva capacitat per resoldre nous
problemes d'un altre tipus, i els treu l'alegria de descobrir
alguna cosa per ells mateixos.

Per tant, el diagrama s'ha de presentar als nens perqueé el
debatin en el moment adequat (ni s’ha d'esperar fins que
hagin perdut l'interes pel joc) perqué ells mateixos
esbringuin un algorisme.

3. Els nens poden esbrinar el nombre de peixos tocant-los.
Per evitar aquests efectes indesitjables, es poden canviar les
regles del joc: per exemple, els nens que han d'estimar el
nombre de peixos no poden apropar-se a l'estany de peixos i
les mostres son preses per un observador imparcial.



9. Atrapa (per a 2 jugadors)

Material:
1 Cub deformat
2 Peons de diferents colors

Tauler de joc 6:

Regles del joc:

El jugador 1 col-loca el dos peons al cercle exterior del tauler
de joc, un al 16 i l'altre a qualsevol casella.

El jugador 2 pot triar una de les dues peces per ell mateix.
El jugador la fitxa del qual esta al 16 comenga a tirar el dau.
Els daus es llancen alternativament, i un jugador pot avancar
amb la seva peca tants espais en el sentit de les agulles del
rellotge (vegeu les fletxes al tauler de joc) com va sortint al
dau.

Guanya el jugador la peca del qual arriba a la posici6 de
l'altre jugador.

Qui guanyi la primera partida pot col-locar les peces al tauler
de joc en la segiient partida (una torna a 16, 1'altra on
vulgui). Aleshores, el perdedor decideix si comenga a tirar els
daus o deixa que ho faci el guanyador.

Variants:

1. Pots jugar al mateix joc amb un dau normal o amb
l'icosaedre.

2. Els jugadors poden acordar que si el nombre de punts és 0,
es pot tornar a tirar el dau.

3. El mateix joc es pot jugar al tauler 6 del cercle interior (és
a dir, amb només 6 camps). Per descomptat, el professor
també pot dibuixar ell mateix plans de joc, amb més o menys
camps.

En un tauler de joc amb més caselles, pots llancar dos daus
alhora i avanqar tantes caselles com indiqui la suma dels daus.
Si jugueu en un tauler de joc amb menys camps, en lloc

del dau, trieu el disc amb un punt a un costat. Es

llenca el disc; si surt el punt, pots avangar un espai, en cas
contrari el teu oponent pot avancar un espai.

4. Al tauler de joc 3 es pot jugar una partida semblant, on es
pot triar el nombre de caselles entre les dues portes a
voluntat.

En lloc de dues fitxes, aqui només s'utilitza una fitxa com a
bola per als dos jugadors.

Inicialment, la pilota esta al mig del camp, o el jugador 1
pot triar on col-locar—la. En aquest segon cas, el jugador 2
pot decidir si vol disparar primer, encara que en direccid al
centre del camp, és a dir llavors pot avancar tants espais com
indiqui el dau. Tanmateix, el jugador 2 també pot

deixar que el jugador 1 faci el primer llancament.

Els daus es llancen alternativament fins que un jugador
llanga la pilota a la porteria de l'altre. Per exemple, es marca
un gol quan la pilota esta a dues caselles de la porteria i el
jugador que juga contra aquesta porteria tira un nombre
superior o igual a 2.

En el cas d'un nombre reduit de camps, s'aplica el que sha
dit a l'apartat 3, és a dir, és millor jugar amb un disc amb un
punt a un costat que amb el dau.

5. Un joc similar es pot jugar amb cubs encaixables.

S'especifica una série de cubs encaixables. El jugador 1 crea
dues piles de cubs. El jugador amb la pila més petita comenca
a tirar els daus. El jugador 2 decideix quina pila vol i, per tant,

si vol comengar a tirar o si prefereix deixar—ho al jugador 1.
Els dos jugadors llancen els daus alternativament. Cada jugador

rep tants cubs del seu oponent com mostri el nombre del seu
dau. Guanya qui té tots els cubs.

Observacions:

1. El joc ”Atrapa” i les seves variants s6n jocs que inicialment
semblen independents els uns dels altres, pero darrere dels tres
jocs hi ha el mateix model matematic. Variacions en el
generador de numeros aleatoris utilitzat o el nombre de camps
de joc (o el nombre de cubs encaixables de la variant S) volen
ajudar els nens a entendre la idea comuna i alhora volen
potenciar la seva capacitat per fer prediccions en I'ambit del
calcul de probabilitats.

11



2. Per a un cas senzill, els jocs shan d'analitzar aqui:

S
Comenca davant del jugador B ecti ecti =y ecti ™ n E ectiy (5 \
- Gol del jugador A Gol del jugador B Obiecty 51 Objectiu Objectiu | 2 Objectiu &)
@ |
o ©) =} o 0 ®
) 3 o g %
O ) 3 = n [024] 3n )
(7] (@] c =§ = g @
Comenca davant del jugador A d @ c..%' ®
A ® S ®
2 8
o—— Jugador A Jugador B .n o]
= 4
Objectiu Objectiu Objectiu N YObjectiu !
Wl I b Y g ®)
Temps X X1 X-2 X3y

de joc esperat

Ara compareu la situacié després d'un pas de joc i

El joc es juga amb un disc amb un punt a un costat. Si el ; -
! Ju P després de tres passos, és a dir, S; i S3: a S; podem
1

jugador A llanca el disc i surt el punt, A avanga una casella
< tots els jocs han acabat. Aixi que a partir

(tira la pilota una casella cap a la porteria de B i aconsegueix esperar que 4
' . 3
un cub encaixable de B); si el disc té la cara en blanc (.lara la (.1urad_a, gsperada € 0. Per a l'a restag de tots els
cap amunt, B avanca un pas (la pilota avanca una casella cap jocs, (lia 51Stuac110 es exagtarr:fnt la ma;elx,a que per ; tots els
D, . jocs de S 1, la seva durada esperada es x — 1. Per tant,
ala porteria d'A i 4 ha de passar un cub encaixable a B). podem establir:

Graficament, el transcurs de cadascun d'aquests jocs es pot n(x—3) 2%'1 =D
analitzar de la segiient manera: 4x—-12=3x-3
x =9
Per tant, el temps de joc previst és de 9 passos.
L'equivaléncia dels tres jocs pot ser il lustrada facilment pel

lector mitjancant un diagrama d'arbre.

B guanya g

5+

41 /\

3

) \ /\‘ /-\

1
A guanya T 2 8 4 56 7 8 6 b0 12 3

Passos del joc

La corba mostra un possible curs del joc on el jugador A
guanya després d'11 passos.

Cadascun d'aquests jocs es pot completar després de 3
passos per a qualsevol jugador afortunat, perd amb quina
freqiiéncia realment s'acaba després de 3 passos?
Comencem amb 1'analisi del joc de gol: mirem n jocs enlla.
La pilota es troba en cadascun dels n jocs

al'inici del partit al mig camp. Al Ir pas del joc

la pilota es llanca un espai cap a la porteria de B
aproximadament la meitat del temps i un espai cap ala
porteria d'A l'altra meitat del temps.

El mateix passa amb el 2n pas de joc, etc. Designacio
Anomenem els passos del joc Sq (inici del joc), Si, S,, ..., la
situacid es pot representar graficament de la segiient manera:

12



10. Qui és més rapid? (de 2 a 4 jugadors)

Material:
Tauler de joc 4:

4 Peons de diferents colors

Cartes de joc:

1 I 2

SO0 ¢
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Regles del joc:
Al principi, les cartes es col loquen als espais del tauler de
joc. Aix0 es pot fer de diferents maneres:

1. Aleatori: es barregen les cartes (no necessariament cal
agafar cartes de totes les séries) i després els espais del tauler
de joc s'omplen per ordre; per exemple, primer la fila
superior de principi a fi, després la segona fila.

2. Un jugador prepara el tauler de joc. Intenta que sigui el
més divertit possible, per exemple, incloent casos
especialment complicats.

3. El primer jugador tria les dues primeres cartes i les col ‘loca
al tauler, el segon jugador tria les dues segiients, i aixi
successivament.

Les cartes de les caselles individuals indiquen queé s'ha de fer
per poder avancar una casella al tauler de joc.

Cada carta es divideix en dos camps: la meitat superior
mostra quin element aleatori s'ha d'utilitzar i la meitat
inferior mostra el resultat desitjat.

6 perles, 3 vermelles i 3 blaves, s'agiten en un gobelet. Es
tria una perla amb els ulls tancats. Aix0 hauria de ser
vermell. Els jugadors primer acorden un ordre. El
primer jugador col loca el seu ped des del principi en un
dels camps segiients en la direcci6 de la fletxa. Pot
escollir si ocupa el quadrat superior o inferior.
A continuacid, realitza l'intent prescrit per a ell a la carta
que es troba a lespai ocupat. Si lintent té el resultat
requerit a la meitat inferior de la targeta, el jugador pot
avancar un espai en la direcci6 de la fletxa. En cas contrari,
es queda on és i és el torn del segiient jugador.

El segon jugador tria un terreny de joc de la mateixa
manera que el primer jugador (no necessariament el
mateix), i el joc continua com el primer jugador.
Quan torna a ser el torn del primer jugador, fa un nou
intent si ha tingut éxit en l'anterior, en cas contrari torna a
repetir 1'iltim intent.

El guanyador és el jugador que arriba primer a la meta.

Observacions:

1. En aquest joc és molt important sospesar les probabilitats
de guanyar abans de cada pas.

Les cartes del laboratori son només exemples. Pretenen
animar a tothom a inventar les seves propies cartes (vegeu la
serie grisa sense imprimir).

2. Els color de 1a meitat superior de les cartes distingeixen
diferents séries. Les series es poden barrejar entre si. Algunes
séries ja contenen intents de tipus completament diferents.
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11. Les tres vespes. L'escarabat al cub. (per a totala
classe)

Observacio preliminar:

Aquests no sén jocs competitius com els anteriors.
L'objectiu és més aviat la discussi6 amb tota la classe sobre
la simulaci6 d'experiments, 'is de nombres aleatoris i
l'equivalencia d'experiments aleatoris que inicialment
semblen diferents.

El material i les situacions de joc es descriuen per separat
per a ambdos jocs; les notes dels jocs es combinen a causa
de l'equivaléncia d'ambdds jocs.

Les tres vespes

Material (per a cada alumne): o [®

1 cub 5

3 discs de cartro que serveixen de (% % %
vespes

Dibuix de dues sales en qué es 3

troben les vespes £

Situacio de joc:

S'explica la segiient historia:

A T'habitacié de l'esquerra hi ha tres vespes. La porta de
l'habitaci6 del costat esta oberta. Una vespa vola per la
porta oberta cada minut. L'atzar decideix quina vespa
canvia I'habitaci6. Volem esbrinar quant de temps triguen
de mitjana fins que totes les vespes estiguin a l'habitaci
adequada. Després ja podem tancar la porta i ens hem
desfet de totes les vespes.

Per fer“ho, col loquem les tres vespes a I'habitacié de
l'esquerra, i a cadascuna de les seves esquenes escrivim dos

dels 6 niimeros en un dau:

A® -
50 G0

Ara tirem el dau i posem a 1'altra habitaci6 la vespa que téel
numero que ha sortit a l'esquena. Aix0 continua fins que totes
les vespes estan a 1'habitacio correcta. Anotem els numeros al
dau. Una série és, per exemple, 5, 6, 3,1, 5.

La comparacid de la serie de daus de tots els nens ens d 6na el
temps mitja fins que totes les vespes estan a l'habitacio
adequada.

L'escarabat al cub
Materials (per a cada alumne):

L ]
1 cub ..' R g

1 peo

=u o

Dibuix d'un cub plegat en el pla \

ol ofw
b2



Situacio de joc.

S'explica la segiient historia:

Un escarabat s'arrossega per les arestes d'un cub de filferro.
Comenca al vertex S. Necessita 1 minut per fer recorrer una
aresta. A cada vertex tria aleatoriament una de les tres
arestes o vores que s'estenen des del vertex. Quan arribi al
vertex V, se'l menjara un ocell que esta alla. Volem
determinar la vida util de diversos escarabats.

Cada jugador col-loca una fitxa a la cantonada S. Una
seqiiencia de llangaments decideix per quines arestes es mou
l'escarabat.

Per exemple, la seqiiéncia de digits

413 21622142

correspon al cicle de vida d'un escarabat que viu 11 minuts.
Per determinar la vida mitjana d'un escarabat, es comparen els
resultats de tots els estudiants.

Observacions:

1. El joc de las vespes i el joc de l'escarabat plantegen el
mateix problema.

Ho pots dir introduint les designacions adequades:
designem les dues habitacions amb 0 i 1 i les tres vespes
amb 1, 2, 3. Després pots utilitzar un bloc de tres de zeros
i uns per indicar en quina habitacio es troba cada vespa.
Per exemple, 010 significa que la primera vespa esta en O,
la segona en 1 i la tercera de nou en 0.

Comenceu amb el bloc 000 i feu
una serie de girs amb la ruleta
tripartida: la caiguda de la ruleta
indica quin digit del bloc triple de
zeros i uns s'ha de canviar. La ruleta
es gira fins que als digits s'arriba al
bloc 111.

Per exemple, la série 111 12 3 313 a la ruleta es tradueix en:
000 -~ 100 ~ 000 ->100 -~ 000 ~010 »011 ~010 ~> 110

- 111.

Es a dir al cap de nou minuts totes les
vespes sOn a I'habitacio 1. Al costat 10 111
d'aix0, mirem la migracio de l'escarabat
cub.

010 on

Aqui teniu els vertexs del cub
amb blocs numérics de zeros i uns
designats.

Cadascun connectat per una 000 oot
aresta on els vertexs del cub es 100 101
diferencien exactament en un digit.

L'escarabat comenga a les 000, la ruleta es gira com a dalt i
l'escarabat va a la cantonada amb un 1 al primer, segon o
tercer lloc en conseqiiencia. Després va a la cantonada on el
digit del lloc indicat per la ruleta difereix de la seva posicio
actual. Quan l'escarabat arriba al 111, el joc s'acaba.

Aix0 mostra una correspondéncia total entre els dos jocs.
2. Tingueu en compte que la seqiiencia ha de tenir sempre

un nombre senar de digits. (Si 3 vespes han de canviar
d'habitacio, anada i tornada sense resultat

afegeix sempre un nombre parell de digits al teclat
numeric.)

3. La mitjana teorica és de 10 minuts.
Per il-lustrar el seu calcul, dibuixem un arbre indicant les
possibles estacions intermedies:

oo
o 010
100
oo 111 100
(o]0}
111
100
111
101 001
o1 010
om
111
000 i 310{;
010 100
111
100
110 010
o 100
111
001
110 111
100

A
28

Alcapdetres minutscom a molt aviat, toteslesvespespoden
estaral'habitacio adequada (I'escarabat sera menjat perl'ocell).
Sifeml'experiment nvegades,lamitjanaestaradins %n casos.

Calculem amb un temps d'espera mitja (lifetime)

de x minuts. Aleshores podeu veure-ho a través del diagrama
d'arbre que per als inacabats 7n/9 caigudes al cap de 3
minuts (vida prevista x - 3 minuts) que

el mateix s'aplica que després d'l minut per als n
casos. Aixi que podem equiparar:

m/9x —1)=(x-3)

x=10
Vegeu també la nota 2 del joc 9.

4 . En lloc d'una serie llarga de llangaments amb els daus o
girs de la ruleta (per obtenir un bon valor mitja), també es
poden utilitzar aqui numeros aleatoris: per exemple, per
determinar la vida util, comenceu en una nova fila de la
taula amb els nombres aleatoris i continua la linia fins que
l'escarabat €s menjat per l'ocell. Els digits 0, 7, 8, 9 s'ignoren
o, per exemple, agafeu aquests blocs: 1,2,3; 4,5, 6;7,8,9
junts en una tirada i només s'ignora el 0.
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12. El Casino I (per 3 jugadors)

bt b k4
RS ELEOEHE

Material:

2 Gobelets (de
diferents colors)

8 Perles blaves

10 Perles vermelles

50 Fitxes

Regles del joc:

Un jugador és banquer. T¢ el banc de 50 fitxes i anota els
moviments dels altres dos jugadors. Els altres dos jugadors reben
cadascun 10 fitxes com a capital inicial. Hi ha 4 perles blaves i 5
vermelles a cada copa de daus.

Els alumnes, per torns, treuen una perla d'una de les tasses de
daus amb els ulls tancats i han d'intentar endevinar el color
correctament.

Cada jugador ¢és lliure de decidir de quina tassa de daus vol
treure la perla, pero després l'ha de tornar a posar a l'altra tassa
de daus (és a dir, de la qual no I'ha tret).

Qui prediu correctament el color de la perla rep 1 fitxa del
banc; si no ho endevineu, pagueu al banc 1 fitxa. El guanyador és
qui arribi primer a 25 fitxes.

Observacions:

1. El joc consisteix a familiaritzar els alumnes amb les
distribucions de probabilitat en constant canvi. Per poder parlar-
ne, el banquer també hauria de mantenir un registre dels
moviments individuals.

Si els dos gobelets estan etiquetats amb A i B, el registre pot ser
aixi:

Joc Jugador 1 Jugador 2
Tria | Prediu Treu Tria Prediu | Treu
Urna Urna

1 A Vv \Y%

2 B B \Y%

3 B \Y% B

2. La manera més facil d'esbrinar la millor

estrategia de  joc és  mirar un arbre.

(Comencem amb Il'urna A; si el primer jugador tria
l'urna B, simplement intercanvieu A i B a tot arreu de
l'arbre.)

13. El Casino II (per 5 jugadors)

Material:

4 Gobelets de daus (Umes ' ' ﬁ { *-7
16 Perles blaves
666666
YT 1T 71
24 Perles vermelles
6666666
6666666
80 Fitxes 11 "X YL SR
Regles del joc:

Un jugador és banquer. El banc gestiona els diners, les 80
fitxes.

Els altres jugadors reben cadascun una copa de daus amb 4
perles blaves i 6 vermelles. Cada jugador també rep 10 fitxes
de capital inicial. Cada jugador al seu torn treu una perla de la
seva copa de daus amb els ulls tancats (també pot passar si
vol); si treu una perla blava, paga 2 fitxes al banc, si en treu
una de vermella, rep 2 fitxes. Quan ja no es volen moure més
jugadors, el joc s'acaba i comenca una nova ronda. Al
comencament del joc, els jugadors es posen d'acord quantes
rondes volen jugar en total.

Anotacid:

Pel que sembla, tothom hauria de comencar a jugar primer i
seguir jugant sempre que la probabilitat del vermell sigui més
gran que el blau.

Si un jugador té al seu gobelet el mateix nombre de perles
blaves que perles vermelles, hauria de parar. Pero si li agrada
arriscar, seguira jugant. Si té sort i treu una altra perla
vermella, hauria de parar després d'aquest joc.

A
A (3B, 5V) A (4B, 4V)
B (5B, 5V) B (5B, 6V)
El jugador 2 hauria El jugador 2 hauria
treure d'A i triar el de treure de B i
vermell triar el vermell
A (2B, 5V) A (3B, 4V) A (5B, 4V) A (4B, 5V)
B (6B, 5V) B (5B, 6V) B (4B, 6V) B (5B, 5V)
El jugador 1 El jugador 1 El jugador 1 El jugador 1
hauria de treure  hauria de treure  hauria de hauria de
d'A i triar el d'A i triar el treure de B treure d'A4 i
vermell., vermell. triar el vermell.  triar el vermell.

En conseqiiéncia, es pot continuar aquest arbre de l'estrategia
respectiva més favorable.
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