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RESUMEN

En este capitulo se ofrece una introduccién a los modelos multidimensionales
de respuesta los items. A continuacién se presenta en detalle el Unico modelo de
este tipo que se ha utilizado en la practica: el modelo de la ojiva normal, tanto para
datos dicotomicos como para policotomicos ordenados. Existen dos procedimien-
tos generales de estimacion de este modelo, bien utilizando toda la informacién de
los patrones de respuesta, o Gnicamente la informacion de las distribuciones margi-
nales de orden inferior de los datos. Dentro del primer blogue encontramos el
algoritmo EM; en el segundo, l0os métodos de estimacion propuestos por Christof-
fersson, McDonald y Muthén. Todos estos métodos de estimaciéon son descritos
con cierto detalle. Finalmente se presentan ejemplos de como estimar estos mode-
los con el software comercial existente: LISCOMP, PRELIS/LISREL, NOHARM y
TESTFACT.




17.1. INTRODUCCION

¢Qué son los modelos de respuesta a los items (MRI)? En un sciitido
amplio, son un conjunto de modelos segun los cuales las respucstas a los
items de tests psicolégicos dependen de una o mas variables no observables
continuas tal que, una vez el efecto de esas variables independientes no
observables es controlado, las respuestas a 10S itenis son independientes
entre si. Las respuestas a los items de tests psicologicos son habitualmente
variables categoricas y como tal son tratadas en estos modelos. En In pricti-
ca, ademas, se ha venido utilizando el término modelos de respuesta a los
items Cinicamente para aquellos modelos que postulaban una relacion no
lineal entre los iteiiis v las variables independicentes no observables. En resu-
men, denoniinarenios MRI a aquel conjunto de modelos para variabks cate-
goi-icas (bservables) dependientes no-linealmente de una o nids variables
no observables que denominaremos latentes.

Vamos a considerar estos aspectos mads formalmente. Considérense dos
vectores de variables aleatorias v y m de dimensiones 1z x 1y x 1, respecti-
vamente. Un resnltado bidsico de Teoria de la Probabilidad nos perniite es-
ctibir

Pr(v =u) = J Jg(v =umn = h)f(h)dh (17.1)

R

donde u vy h son dos realizaciones de las variables v y m, respectivamente,
f(h) es la funcién de ciensidad de las variables alcatorias n v la integracion
se realiza con respecto a m. Se denominan modelos de rasgos latentes (ver
Bartholomew, 1987) aquellos modelos en los que

a) Las Unicas variables que pueden ser observadas son las v, micntras
quec las variables aleatorias m son inobservables v s¢ asume que son
continuas.

b) Las variables v son independientes entre si para un valor fijo de la
variable n, digamos n = h. Es decir, las variables v son condicional-
mente independientes 0, localinente independicnies.

La primei-a parte de la definicion de los modelos latentes implica que el
area de integracion p-dimensional R viene dada poi- el producto de p» inter-
valos R, = (- =, ). La segunda parte de la definicién implica que podemos
escribir

gv=um=h)= ﬁ g(v; = u;m =h) (17.2)

i=7
v, poi- tanto, podemos re-escribir (17.1) como
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Pl‘(vzu):J---Jg(v:um:h)/‘(h)dh:JmJﬁ glvi=um=h)f(h)dh (17.3)

R R i=]

En la ecuacion (17.3) es necesario especificar: (a) la dimensionalidad del
vector de variables latentes, p; (b)la expresion de la funcion g(v, = u,m = h),
y (¢) la expresion de la funcion de densidad f(h).

La finalidad Gltima de los modelos de rasgos latentes es la de ofrecer una
representaciéon parsimoniosa de datos inultivariados. Es decir, estamos
interesados en hallar un modelo del tipo (17.3) que nos proporcione una
adecuada representacion de los datos en tan pocas dimensiones como sea
posible. Es decir, deseamos que p sea menor que 1, a ser posible mucho
menor que 1.,

L.os modelos tic rasgos latentes son un conjunto amplio de modelos entre
los que se encuentran el modelo del factor comun, o los modelos de respues-
ta a los iterns. Asi, el modelo del factor comiin es un modelo de rasgos
latentes caracterizado por asumir que (1) las variables obscrvadas son conti-
nuas, (2) las funciones g(v;, = u;/q = h) son linealesy (3) la funcién de densi-
dad de las variables latentes f(h) es multivariada normal (ver Ecuacion
17.3).

El objetivo de este capitulo es el subconjunto de los modclos de rasgos
latentes en los que variables observadas son categdricas, es decir, los mode
los de respuesta a Los items. En la literatura el término MRI se suele reservar
para aquellos modelos en los que ademés las funciones g(v, = u; v =h) son
no lineales. Aqui seguiremos esta convencién y nos limitaremos a la exposi-
cion de modelos en los que g(v;, =u,:m = h) son funciones no lineales. Aque-
llos lectoi-es interesados en la utilizacidn de funciones lineales pueden con-
sultar McDonald (1982, en prensa b).

Existe una amplia literatura sobre modelos unidimensionales de res-
pucsta a los items, es decir-, con una Unica variable latente, p = 1. Se han
pi-opuesto modelos unidimensionales para datos dicotdmicos, policotémi-
cos ordenados (escalas Liltert), v policotémicos no ordenados. Thissen y
Steinberg (1986) presentan una taxonomia de tales modelos, En la actuali-
dad existen métodos de estimacién apropiados pai-a todos estos modelos
(ver Baker, 1992). En este capitulo abordaremos el caso mas general en el
que p > 1, es decir no asumiremos necesariamente que una Unica variable
latente subyace a las respuestas observadas, sino que puede ser necesario
postular la existencia de varias variables latentes para representar adecua-
damente los datos observables. A menudo MRI multidimensionales son ca-
paces de modelar adecuadamente datos a los que los MRI unidimensionales
se ajustan de forma claramente insatisfactoria.

Se han propuesto modelos multidimensionales para datos dicotémicos y
para datos policotémicos ordenados y se dispone de métodos de estimacion
implementados en programas comerciales para este tipo de datos. Pese a
que se han propuesto iiioclelos multidimensionales para datos policotémi-
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cos no ordenados (ver poi- ejemplo Takane & de Lecuw, 1987) hasta la fecha
no se ha implementado ningln procedimiento de estimacion de dichos no-
delos por lo que el andlisis de este tipo de datos no ¢s cubicrto ¢n este
capitulo. Tampoco consideraremos aqui modelos con asintotas inferiores
distintas de cero, es decir, con pardametros destinados a modelar ¢l gque los
sujetos intenten adivinar la respuesta correcta a los itcnis

Asimismo, discutiremos en este capitulo Gnicaniente modclos paramdétricos.
En la literatura dc MR se denominan [unciones de respuesta a los opciones a
un item (ORFsen inglés) a las funciones g(v, =,y =h)=Pr(v, =, n=11). En
los modelos paramétricos, estas funciones se expresan como una funcién de
una o mas constantes que deben ser estimadas a las que se puede asignar
una interpretacion psicoldgica. A estas constantes se las denomina pardame-
tros. Asi hablamos, poi- ejemplo, de paraiiieti-os de discriminacicn o de difi-
cultad. En los modelos no paramétricos, en cambio, los parametros que
aparecen en las ORFs carecen de interpretacion alguna (Maydeu-Olivares,
1994). Hasta ¢l iiionicnto, no se ha propuesto ningin modelo multidimen-
sional dc respuesta Ios items no paramétrico (ver sin embargo Levine, 1994;
Hoijtink & Molenaar, 1996).

Durante anos, los efectos de los items V los efectos de las variables laten-
tes han sido tratados como efectos fijos en In literatura de teoria de respuces-
ta a los itciiis. Ver, poi- ejemplo, Lord (1980). En este enfoque, se especilica
una funcién paramétrica para cada una de las ORFS (por cjemplo una fun-
cian logistica de tres pardmetros), V se asigna un parametro a cada sujeto
(que corresponde a la posicién del sujeto en el continuo representado por la
variable latentc). El objetivo es entonces el estimar siinultincanientce los
parametros asociados con los items y los parametros asociados con los suje-
tos. Sin embargo tal v como notaron Neyman v Scott (1948), dado que los
pardnietros asociados con los sujetos aumentan en namero conforme se
incrementa el tamarno de la muestra, las deseables propiedades asintéticas
de los estimadores de maxima verosimilitud o minimos cuadrados generali-
zados no se cumplen. Como medio para solventar este problema, Bock v
Licberman (1970) propusicron considerar a los items como un cfecto fijo,
pero a las variables latentes como un efecto aleatorio. En tal caso, se esti-
marian los pardmetros asociados con cada uno de los itciiis, pero unica-
mente Se estimarfa la distribucién (odensidad) de los parametros asociados
con los sujetos. Este es el enfoque que seguiremos en este capitulo. Asf, cn
las ecuacién (17.3) que utilizamos como definicién de modelo de rasgos
latentes (v poi- tanto como definicidn de modelo de respuesta a los items)
aparccen los items como un electo fijo —dcbemos estimar cada una de las
ORFs, es decir, las funciones Pr(v, =u;m = h)—V las variables latentes co-
mo un efecto aleatorio —unicamente debemos estimar la densidad de las
variables latentes f(h).

La conceptualizacién de los modelos de rasgos latentes como modelos
mixtos (itemscomo efectos fijos, rasgos latentes como efectos aleatorios) es
la utilizada poi- ejemplo por Bartholomew (1987), McDonald (en prensa h),
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o Holland (1990). No se cubrirdn en este capitulo los modelos de rasgos
latentes completamente fijos (como en Lord, 1980). El lector- interesado en
la distincion entre el ti-atamiento de las variables latentes como efectos fijos
o efectos aleatorios puede consultar McDonald (1985a). Mislevy y Stocking
(1989), Yen (1991) v Baker (1992), comparan la conceptualizacién de los
modelos de respuesta a los items unidimensionales en los que se trata a los
items y a los rasgos latentes como efectos fijos implementada en el progra-
ma LOGIST (Wingersky, Barton & Lord, 1976) con la conceptualizacién de
los items como efecto Fijo y los rasgos latentes como efecto aleatorio imple-
mentada en el programa BILOG (Mislevy & Bock, 1989). Estos autores con-
cluyen que en general se obtienen mejores resultados si se trata a las varia-
bles latentes como efectos aleatorios.

En este capitulo unicamente discutiremos modelos paramétricos noli-
ncales de respuesta a los items del tipo

»
Pr(v, = u,n=h) = (/J(:(, +y /;://l/) (17.4)

i=1

donde ¢(e) representa una funcién paramétrica cstrictamente no lineal pero
aditiva en los parametros B. Estos modelos se han denominado modclos no
lineales compensatorios, en contraposicion a los modelos multiplicativos (o
no compensatorios), del tipo

Pr(v, = u;y=h) = ],] oz + /;’”./z/.) (17.3)

jel

Sympson (1978)y Whitely (1980) han propuesto modelos unidimensionales
no compensatorios (ver Reckase, en prensa). Sin embargo, no existe ningdn
procedimicnto satisfactorio de estimacion de tales modelos en modelos mul-
tidimensionales. Las dos funciones paraniétricas, ¢(®), mas utilizadas en
(17.4) han sido [a comulativa logistica y la cumulativa normal. En el caso de
modelos unidiniensionales la funcién logistica presenta ciertas ventajas so-
bre la normal, mientras que en el caso de modelos multidimensionales la
funcian normal presenta claras ventajas sobre la logistica (Mislevy, 1986).
Diversos autores han postulado modelos multidimensionales de 1-espuesta a
los items basados cn la funcién cumulativa logistica (McKinlev & Reckase,
1983; McDonald, ¢n prensa a). Carlson (1987) ha desarrollado un programa
denominado MIRTE que permite estimar dichos modelos. Sin embargo di-
cho programa trata a las variables latentes como un efecto fijo v se ha com-
pi-obado (ver Rcckase, en prensa) que también en inodelos multidimensio-
nales la estimacion utilizando un modelo mixto es mas efectiva que la
estimacion utilizando un modelo de efectos Unicaniente fijos como en el pro-
grama MIRTE, por lo que los modelos multidimensionales basados en la fun-
cion logistica no seran discutidos aqui.
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17.2. EL MODELQO DE RESPUESTA A LOS ITEMS
MULTIVARIADO NORMAL PARA VARIABLES DICOTOMICAS

Cuando las variables observadas son dicotomicas, v, = {0, 11, v p(e) cn
(17.4) ¢s una funcion cumulativa normal estandar, denotada por ®(s), las
ORFs vienen dadas por

b3

| 5t Bih v
Pr(v, = 1q =h) =d(z + Bh) =—== [ exp| — = Jdv  (17.6a)
/2m 2

V

Pr(v, =0m=h)=1-Pr(v,=1n= h) (17.615)

donde 7 v B! son el intercepto v vector de pendientes del ftem i v se asume
que los rasgos latentes siguen una distribucion multivariada normal. Es
decir

[(h) = $(h) ~ N(O, @) (17.7)

donde ¢(s) denota una densidad multivariada normal, y @ ¢s la matriz de
correlaciones entre los factores. Dado que podemos escribir

Pr(v =, m =h)=[Pr(y,= Ly =W (1 = Pr(y, =ty =h)]" » v=10, 1} (17.8)

/

Sustituvendo (17.8) y (17.7) en (17.3), obtenemos
Priv=u)= J [H {Pr(v, =1 n=h)]"{1 - Pr(v,;= Uq=h)) “p(h)dh (17.9)
RO i

Las ccuaciones (17.6), (17.7) v (17.9) definen ¢l MRI normal para datos
dicotomicos.

Existe una forma alternativa de derivar el MRI normal. Considérese un
vector de variables y de dimensiones n % 1 gue sigue ol modelo del factor
comun, y astimase una densidad multivariada normal paray. Por tanto, la
densidad marginal de y viene dada por (véase por ejemplo Bartholomew,
1987)

f=(y) ~ N(p,, %) = N(O, AOA" + W) (17.10)

v la densidad de y condicionada a un valor fijo de m ¢s
g*(y = y*m = h) ~ N(Ah, ¥) (/1741 1)
donde A es una matriz de cargas factoriales, W es una matriz diagonal de
varianzas residuales y @ es la matriz de correlaciones entre las variables

latentes o factores. Las variables aleatorias y no son directamente obscrva-

8 8

bles, sino que dnicamente observamos

AWV
il
Il

Ll

(1 s,
vo= L N A2
0 sy, , (17.12)
londe ¢l vector de pardmetros T se denominan umbrales.

Dado que las variables observables son dicotémicas, las varianzas de las

rariables y no son identificables, por lo que es habitual fijar su valor igual a
a unidad, es decir,

diag(ADA” 4+ W) =1 mediante W =1 - diag(ADA) (17.13)

Las ccuaciones (17.11) v (17.12) implican que

Pr(v=u)=f~ff‘""(y)dy (17.14)

R

donde [*(y) es la densidad multivariada dada en (17.10) v R* ¢s un irea
n-dimensional de integracion dada por el producto de intervalos

. (t, =) si v.=1
R = £ i -

! {(—x, ) si 1,=0 (715
El' modelo especificado utilizando (17.14) y (17.15) es equivalente al especi-

ficado por (17.6), (17.7) y (17.9). La demostraciéon es como sigue (Takane &
de Tecuw, 1987). Podemos eseribir

r~

Pr(v =u) =~ |- f [*(y)dy =

ne

- [ JU Jg*(y = yrin = h)f(h)dh}dy =
- (- P(h)U.HJ\gﬁ(y =y = h)dy}dh [17.16]

En (17.16) aplicamos en primer lugar (17.1), para después cambiar el orden
de integracién. Luego, utilizando (17.2), es decir, que las respuestas a los
items son condicionalmente independientes, v (17.8) obtenemos
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j j gy =y =hydy = ]| J g (v =y = hydy, =
* Ry

R* i=1

" - . U
= 1] [J g* v, =v.m = h)dy} [1 - f gy, =vim= h)(ly,‘) (17.17)
i=1 9 i .

Dado que la funcién de densidad de y condicionada a v es normal, hallamos
que las ORFs son

.

Pr(v, = lm =h) =Pr(y;n > 1) = J | gy, =vim=h)dy, =

4
i

L L)
—— j exp[— - <M~—> }dy,. (17.18)
\/'ZTI 6\_[ n=h L7 2 0\'1 nw=h

=Xh

Heq=n i

|

Il

clondc segin (17.11)

= JW, = /1~ N, (17.19)

O m-h

Finalmente podemos convertiv (17.18) ¢n una {uncion cumulativa normal
estandar usando ¢l cambio de variable

-Vi - '”\' ¥ h
g, ol (17.20)
(;v\, - h
7, — Ah
en (17.18) va que entonces dy, = ¢, _, dz, y cuandoy, = 1, 7, = —=m==,
¥ J1 = N,
por lo que ‘
* 7, = Nh =7, +Xh
Pr(\'i =1 n= h) = ¢(Zi) dZ[E 1 - ——=\= P
oAb JT = NOX, J1 = NN,
o 17 NWA, (17.21)

Finalmente, para demostrar que el modelo especificado por las ccuacio-
nes (17.10) a (17.14), es el mismo que el especificado por las ccuaciones
(17.6) a (17.9) es necesario hallar la equivalencia entre las ccuaciones
(17.6a) y (17.21). Esta viene dada poi-

-1 y

V1 = NP, yoh J1T = No),

A
d

lo que concluye la demostracién de que (17.6) y (17.21) son diferentes pa-
rametrizaciones del mismo modelo. Denominaremos la parametrizacién da-
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cia en (17.6) como parametrizacién de teoria de respuesta a los items (TRI),
Vv la parametrizacicin dada en (17.21) como parametrizacién factor analitica
(FA). Existe aun otra parametrizacién alternativa del mismo modelo, quizas
la mas conocida por ser la utilizada en Lord y Novick (1968)y Lord (1980).
Esta es

Pr(v, = 15y =h) = ®la,(h - b))] (17.23)

donde a, es el denominado parhmetro de discriminacién y b, es el denomina-
do pardametro de dificultad. Sin embargo, la parametrizacién de Lord Gnica-
mente puede utilizarse en modelos unidimensionales y no sera utilizada
aqui. La equivalencia entre la parametrizacién de Lord y la TRI viene dada
por

a,=f vV b =-ap (17.24)

mientras que la equivalencia entre la parametrizacién de Lord y la FA viene
dada por (ver Lord & Novick, p. 375)

a = ey b=t (17.25)

17.3. EL MODELO DE RESPUESTA A LOS I'TEALS
MULTIVARIADO NORMAL PARA VARIABLES
POLICOTOANCAS ORDENADAS (ESCALAS LIKERT)

Cuando las variables observadas son policotomicas, v, ={0,1, ..., m — 1),
asumiremos como en el caso dicotdmico que los rasgos latentes siguen una
distribucién multivariada normal dada en (17.7), y que ¢(e) en (17.4) es una
funcién cumulativa normal estandar, denotada por ®(e), aunque en este
caso las ORFS vienen dadas por

Pr(v, =u,m =h) =

Pr(v,zm —1q=h)=0(x

YN

,+Bh) Si v,=m-1

Pr(v,;z1m=h) - Pr(v,22m=h)=®(x ,+ ph) — (g ,+ Bh)  si v=1
1=Pr(v,z1lim=h)=1-®(x1+Bh) si v,=0

(17.26)

Noétese que en cuando los items constan de m categorias, cada item tiene
asociados m1 — 1 interceptos, %, k = 1,..., m — 1. En lo que sigue, es conve-
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niente introducir la siguiente notacién. Sea

0 en caso contrario

= {1 sivo=k (17.27)

Utilizando esta notacion p()dcmos sustituic (17.8) pot

meo 1 ¢ s
Priv, = u;n =h} = H [Pr(y, = 1M = h)y|* (17.28)
0

ko

con lo que en vez de (17.9) escribiremos

=1 k=0

Pr(y = u) = J J 11 T] Prty, = 0 = W@ dh (17.29)

Por otra parte, el enfoque FA para datos policotémicos o.rdenadgs ])L/ICd‘C
obtenerse como sigue. Como en el caso de variables depcndxcn.tcs qlC(ﬂ()lﬂl—
cas, asumiremos la existencia de un vector de variables y multl\'m"lgd.o nor-
mal con distribucién marginal dada por (17.10) y distribucion cqnchcmnal a
los rasgos latentes dada por (17.11). Dichas variables no son dn‘cctumcnuﬁ
observables, sino que tnicamente podemos observar un vector de variables
v tal que

(-1 si %>t

= : (17.30)
i 1 Si Ti,Z = ¥; = Ty

0 si Vo<t
Por tanto, como en el caso de variables dicotdomicas, utilizaremos (17.14),
donde f* () es la densidad multivariada dada en (17.10) y R* es un drea i1-
dimensional de integracién aunque en este caso los intervalos son
(tl TR Cf‘)) Si "l' =nee 1

o . (17.31)
RE=0 @, oy st ov=1

(-, ) s v =0

Por tanto en este modelo las ORFs,

Pr(v, =u;m =h) = J g*(v; = u;n = h)dy,

R
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seran
J’ g-}:(\y‘_ == ufhl = l‘l)dy, =
R*
,+Nh

, ‘ -
{ PN,y )dy, = (D(*J’*"—'j- > stov,=m — 1
S 1z

(17.32)

—1,, +ih —o L+ iRy
[ (2, ;//,')(/y,=<l)<~—"'7t—’—->~(l) T,,z/*i__ siov=1
oo \/ l//1 \/l//f

i""‘ PN, y)dy, =1~ (D(w‘\

si v,=0

donde ¢, es el i-nésimo clemento diagonal de ¥ definida en (17.19).

Utilizando (17.16)Vv (17.17) —aunque sustituyendo (17.8) por (17.28) en
(17.17) —se demuestra que los enfoques FA y el TRl son equivalentes tam-
bién en ¢l caso policétomo ordenado, con equivalencias obtenibles utilizan-
do (17.22), aunque en este caso hay » — 1 umbrales(r)/interceptos(a) €n
cadn item, en vez de uno solo como en caso de variables dicotémicas.

17.3. FUNCION DE VEROSIMILITUD MARGINAL CONDITIONAL
E INCONDICIONAL EN MODELOS DE RESPUESTA
A LOS ITEMS

En la literatura de MRI se ha venido denominando estimacidn marginal
de los parametros a aquellos procedimientos de estimacidn que tratan a las
variables latentes como efectos aleatorios acerca de los cuales tinicamente
estimamos su distribucibn. Esto es en contraposicién a otros procedimien-
tos propuestos de estimacién tales como maxima verosimilitud condicional
o maxima verosimilitud conjunta (ver Baker, 1992) que tratan a las varia-
bles latentes como efectos fijos. En este capitulo unicaniente trataremos
procedimientos de estimacién marginales.

Las respucstas a los items son variables categéricas Y podemos agrupar-
las en una tabla de contingencias #2", donde m es el niimero de opciones de
cada item v 2 es el niimero de items. Silos vectores de respuesta a los items
son independientes € idénticamente distribuidos, entonces las observacio-
nes siguen una distribucién multinomial (ver Agresti, 1990), y por tanto la
distribucion conjunta de los datos, L(vlw), es decir, la probabilidad de la
muestra de acuerdo con el inodelo es

! mn

Lvim)=—— H . c=1, .. m" (17.33)

wm't

ﬂ n, 7
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donde 7. y 11, son la probabilidad de observar el patrén de respuestas ¢, v el
mimero de sujetos con el patron de respuesta ¢, respectivamente. B los
modelos de respuesta a los items se imponen restricciones a las probabilida-
des =, y escribiremos 7 (3) para indicar que los pardmetros de n, de la distri-
bucion multinomial dependen de un vector de pardmetros 9. La forma de la
funcién 7.(9) viene dada por el MRI que se hipotetice para los datos. Como
se ha indicado, ¢n este capitulo tinicamente consideraremos modclos mulii-
variados normales y por tanto, asumiremos que

R=

7,(9) = Pr(v = u) = [ j #(0, AGA’ T ¥)  (enfoque FA) (17.34)

donde R* es un area n-dimensional de integracion dada por el producto de
intervalos del tipo (17.15) si los items son dicotémicos, o (17.30) si son
policotémicos, 0 que

(V) =Pr(v =u) = JmJPr(v =ulq =h)¢th)dh =

R

R =1

Jj[ﬁ Pr(v, = u;m = h)}b(h)dh (enfoque TRI) (17.35)

donde R es un Area p-dimensional de integracién ya que la integracion
se realiza con respecto a m y por tanto R, =(—o, o). Las funciones
Pr(v, = u;/m = h) son las ORFs, es decir las probabilidades de observar una
respuesta determinada a un item condicionadas a un nivel fijo de las varia-
bles latentes. Las ORFs vienen dadas por (17.6) y (17.26) en los casos dicoto-
mico y policotémico, respectivamente.

Sea vec(e) un operador que mapea los elementos de una matriz en un
vector. En el enfoque FA 6 =vec(s, A, ®}, mientras que en ¢! enfoque TRI
6 =vec(a, B, ®). Notese que los enfoques FA y TRI no difieren tnicamente
en la parametrizacidn de los modelos, sino, y esto es mucho mas importan-
te, en céomo formulan la funcién de verosimilitud de los datos. En ¢l enfoque
FA, la estimacion de los paritmetros se realiza a partir de las probabilidades
marginales de observar los items, es decir, Pr(v = u). En contrastc, en el enfo-
que TRY, la estimacion de los parametros se realiza a partir de las probabili-
dades de los items condicionadas en los rasgos latcntcs, Pr(v =uv =h), cs
decir, a partir de las ORFs. Ambos enfoques, como s¢ ha demostrado cn el
apartado anterior, son cquivalcntcs.

Una vez se han observado los datos, la funcién (17.33) depende de los
parametros del modelo y la denominaremos funcidn de verosimilitud,
L(¥v). Toniando logaritmos en (17.33) obtenemos

IL@®W)=C+ )Y nInz®)=C+N ) pInn(d) (17.36)
c=1

c=1
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donde € es una constante que no depende de los parametros del modclo, v
P 1IN es la proporcion observada de sujetos con patrdn dc respuestas
v = u, o lo que es lo mismo, en la celdilla ¢ de la tabla de contingencias. La
expresion (17.36) es la funcién de verosimilitud marginal de los paritmetros
Y cn los modclos de respuesta a los items. Dependiendo de que #.(9) se
exprese como (17.34) o (17.35) la denominaremos funcion de verosimilitud
marginal incondicional o condicional, respectivamente.

Para cvaluar la funcibn de verosimilitud (17.36) es necesario calcular
7.()) utilizando (17.34) o (17.35). Nétese que en estas dos expresiones es
necesario cvaluar una integral multivariada normal. Las integrales multiva-
riadas normales no pueden ser resueltas directaniente aunque si pueden ser
aproximadas numéricamente Si la dimensionalidad del Area de integracién
es pequefia (digamos < 5). Obsérvese que en (17.34) es necesario evaluar
integrales multivariadas de dimensién # (el nilmero de items), mientras que
en (17.35)es nccesario evaluar iz integrales univariadas (las correspondien-
tes a las ORT) y seguidamente cvaluar una integral multivariada de dimen-
sion p (el nimero de varinbles latentes). Pese a que a primera Vvista par-ece
mucho mds conveniente utilizar (17.35) que (17.34) para estimar los para-
metros de los modelos de respuesta a los items, cada uno de los enfoques
tiene sus vcntajas y desventajas, los cuales discutiremos una vez hayamos
presentado procedimientos de estimacion basados en ambos enfoques.

17.5. ESTIMACION RASADA EN LA FUNCION DE VEROSIMILITUD
MARGINAL INCONDICIONAL (PROCEDIMIENTOS
DE INFORMACION LIMITADA)

En este apartado examinaremos los métodos de estimacion propuestos
por Chnstoffersson (1975), McDonald (1983a) y Muthén (1978, 1984). De
éstos, unicamente Muthén (1984) aborda el caso de datos policotémicos
ordenados El 1esto dc métodos de estimacién fueron propuestos para varia-
bles dicotémicas

17.5.1. Método de Christoffersson

Para estimar un MRI normal utilizando la funcién de verosimilitud mar-
ginal incondicional es nccesario cvaluar rcpetidanicnte la integral multiva-
riada normal dada en (17.34) cuya dimensionalidad se incrementa lineal-
mente con el nimero de items. Dado que ilnicamente podemos aproximar
numéricamente una integral multivariada normal de dimension inferior- a 5,
csto implica que utilizando (17.34) tnicamente podemos estimar directa-
mente tests de unos 5 items, lo cual no resulta muy util en aplicaciones
reales. Sin embargo, obviamente podemos evaluar utilizando (17.34) la pro-
babilidad de la respuesta a un item, 0 a una pareja de items. Estas son
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n=Priy,=1)= J di., o’_f)dy,, i=1,..,n (17.37)

i

o

T,
f

no=Pr(v,=1,v=1= J j Plue,, L oL, po ) dvy. (17.38)

donde g, v o son las medias y varianzas incondicionales de las vz.u*iublcs y
dadas en (17.10) y p,, es la correlacién entre cualesquicra dos variables ye
v.. Las corvelaciones p_ . reciben el nombre de tetracdricas cuando las varia-
bles observables v son dicotémicas (m = 2) y policdricas cuando son polico-
tomicas (1 > 2).

Néotese que de acuerdo con (17.10), p = 0, ¥i, v que de acuerdo con
(17.13), ¢ = 1, Vi, por lo que las funciones ¢(s) en (17.37) ¥ (17.38) son
funciones univariadas y bivariadas normales estindar respectivamente. Por
ello, podemos escribir

mo=Priv,=1)= JL Hz)dz, = Priz; > 1) = Prz; < —1) = O-1) (17.39

J H0,0, 1,1, p)dzds,  (17.40)

i

iy

AP Priv, =1,y =1)= J

T

. ’ - ~ 1T e
= >le i} de = AOA’ + ¥ v por tanto es unica-
donde p,. = p,, €S el elemento (1,‘1 Yde I, v por te
mente una funcién de A y @. Definamos

p, =n, te

i 1

P+ i=1 .,n-1 i"=i+1, .., n (17.41)

1y

s decir, asumimos que las proporciones observadas, p, son iguales a las

. .z < . avtire N [§ N \
proporciones en la poblacion, 7, mds un ¢iror, €. A partir de (17.39) 1, puede
ser estimada como

= —00p,) (17.42)

I . integral dada en (17.40) no tiene una solucioén directa, pero puede apro-
siniuse utilizando una serie infinita tetracdrica

L = Z 'ix(r/'):\(rl')/):l" (1743)

P

donnde (o) es la funcién tetracérica (ver Christoffersson, 1975, o McDonald,
o) definida como

(b("-',‘> ) si §=0
1
T Ve (Ti)‘f’(fi) si s> 1
s
dondc, como anteriormente, ¢(+) y ®(s) son la funcién dc densidad y fun-

cién cumulativa normal estdndar, respectivamente, Y +(x) €S el polinomio
Hermite-Tchebychetf, dado por

‘:\-(T,') =

(17.44)

P
Sy o) 2 sipespar
" /st 21/(s - 21)) p-1 . (17.45)
Y 3 Sl p €S impar

~

Obtendriamos una estimacién exacta de n. . Si utilizdsemos un nimero infi-
nito de términos en la serie (17.43). En Inrprdctica, Christolfersson (1975)
sugicre utilizar los diez primeros t¢rminos de dicha serie para aproximar
razonablemente 7, ,.

Finalmente, podemos estimar los parametros de! modelo 6 minimizando
la suma de residuos entre las proporciones de primer y segundo orden ob-
servadas, i),y p, . v las predecidas por el modelo, z, (9)y r. (9) cs decir,

1

podriamos minimizar

FQR) =ee =(p - @) (p - 7(d)) (17.46)

donde € puede ser particionado siguiendo (17.41) en E = (¢, €, ). El estima-
dor de minimos cuadrados ordinarios (17.46) €S consistente (su varianza
tender8 a cero conforriie se incremente el tamanio de la muestra) pero no
serd eficiente (es decir, no tendra varianza minima) @ menos que las varian-
zas de las E sean iguales. Dado que las varianzas dep, ,, dependen de 7, vy r ,
(ver Agresti, 1990), es muy improbable que las varianzas de e sean iguales \,/
por tanto ¢l estimador de minimos cuadrados ordinarios (17.46) no serd cn
general eficiente. Podrfamos obtener un estimador eficiente si en vez de
utilizar minimos cuadrados ordinarios utilizisemos un estimador de mini-
mos chiadrados generalizados

FO) =(p — (@)W ' (p — n(I)) (17.47)

en el que ponderamos los errores € por el inverso de SU matyiz de varianzas-
covarianzas, X, utilizando un estimador consistente de esta, que denomina-
inos W (ver Christoffersson, 1975: Apéndice 2). W depende de las proporcio-
nes de tercer y cuarto orden de los datos. Cuando el modelo esta especifica-
do correctamente, F(9) se distribuve asintéticamente como una y* con
n( +1) .

-——5— _ g grados de libel-tad, donde 2 es el niimero de items v ¢ es el
numero de pardmetros independicntes en vec(r, A, ®). ESte estimador €s
eficiente entre todos los estimadores que utilicen la misma informacion, es
decir, las distribuciones marginales de primer v segundo orden de los datos.

827



17.5.2. Mdaodo de McDonald

La base del procedimiento de estimacién de McDonald (19854, en prensa
b) se halla en su clasificacién de los modelos de rasgos latentes en (ver
McDonald, 1982): (1) modelos estrictaimente lineales, en los que las ORFs son
lineales en los coeficientes y en los rasgos latentes, por ejemplo, analisis
factorial; (2) rodelos lineales ez un sentido amplio, en los que las ORFs son
lineales en los coeficientes pero no en los rasgos latentes, por cjemplo, los
modelos de analisis factorial con inter-accioncs entre los factores o con fun-
ciones polinémicas de los factores descritas por McDonald (1967);y (3)mo-
delos estrictamente no lineales, los cuales no pueden ser representados como
un modelo lineal en sentido amplio con un numero finito de términos, por
ejemplo, el modelo de TRI normal o el logistico.

Cualquier modelo de rasgos latentes estrictamente no lineal puede ser
representado exactamente mediante una serie infinita polinémica utilizan-
do analisis Fourier, también denominado analisis armonico (McDonald,
1967). Por tanto, cualquiera de estos modelos puede ser aproximado tan
precisamente coino se desee en un cierto intervalo de los rasgos latentes
reteniendo un numero apropiado de términos en la scric inlinita. Tomemos
el caso del modelo que nos ocupa, el modelo de respuesta a los items multi-
dimensional normal. Segin este inodelo, la probabilidad de la respuesta a
un item condicionada a unos valores fijos de las variables latentes (csdecir
la ORF) viene dada por (6a) —o equivalentemente por (17.21)— y podemos
escribir

. : B/h
Pr(v,=lig=h) = Oy + Bh) = Y {7, ( > (17.48)
o /5,
donde y(e) es el polinomio Hermite-Tchebycheff dado cn (I 7.45) con argu-
%+ Bh
mento ———

J,

5, = BB, (17.49)

McDonald (1985a) muestra como en el intervalo n € (-3,3), la ORF dcl
modelo TRI normal es aprosimada razonablemente por un polinomio Her-
mite- Tchebycheff de tercer orden, es decir, podemos escribir

Priv,=1m= h) = (b(ai + B:h) = C,’(f/'o(-\',') + :;ﬂ](«‘}) + Clz7'2(*xi> + ;}.{,3@.[) (17.50)
donde

% .
(D<i> si s=0
. - \/1+()i (17.51°

1 5. \* 2, P
SEGVEIES S T YA S R
Js\Jr+s) TS+ ST+,
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Jtilizando la aproximacién (17.50), obtenemos que

T = (17.52)

% Ciebin k O (17.53)

Los parametros dcl modelo son estimados coino sigue (Fraser, 1988): En
orimer lugar se obtiene una estimacion inicial de a utilizando (17.52).
Seguidamente los parametros restantes del modelo, B=(B,, .., B,) y ®
son estimados minimizando una funcién de minimos cuadrados ordinarios
riel tipo (17.46), aunque dnicamente se incluyen en dicha funcién las pro-
sorciones de segundo orden. Finalmente se re-estima a. Este procedimien-
0 se ha implementado en el programa NOHARM (Fraser & McDonald,
1988).

Sustituyendo (17.51) en (17.52)y (17.53) y comparando con (17.43) ve-
mos que el método de estimacién propuesto por McDonald (19852) es idén-
tico al propuesto por Christoffersson (1975) excepto por (a) el método de
McDonald utiliza un cstimador de minimos cuadrados ordinarios, mientras
que el método de Christoffersson utiliza un estimador de minimos cuadra-
dos generalizados; (b) Christoffersson utiliza diez términos para aproximar
las probabilidades bivariadas LI mientras que McDonald tnicamente uti-
liza cuatro.

Como consecuencia de estas diferencias, el método propuesto por McDo-
nald presenta dos claras desventajas respecto al de Christoffersson:

a) El estimador utilizado no es eficiente, es decir, las estimaciones pue-
den tener mayor variabilidad que las obtenidas utilizando el método
de Christofferson.

b) No se dispone de errores estandar de los parametros del modelo ni
de una pnieba de bondad de ajuste global del modelo.

El método de Christoffersson, por su parte, presenta tres desventajas
respecto al dc McDonald:

a) El nimero de items que puede analizar simultaneamente No es muy
elevado (20-25 items) debido a la necesidad de invertir la matriz
asintdtica de covarianzas entre las proporciones.

b) Las propiedades o¢ptimas del procedimiento son asintéticas. En
muestras pequenas, los errores estandar Y la prueba de bondad de
ajuste pueden ser incorrectos, e incluso los parametros del modelo
puede que sean estimados de forma menos eficiente que mediante el
procedimiento de McDonald. Esto es debido a que las propiedades
asintdéticamente 6ptimas de este procedimiento de estimacién se ba-
san en la utilizacién de la matriz de pesos W la cual es estimada
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utibizando Tos momentos de ovden (ereero vy cuatto de los datos, b
(o5 omentos, @ menos que o muestra sea prande, suelen ser esh
mados muy pobremente, de ahi la desventaja del procedimiento de
Chrislolfersson en muestras pequenas.

¢)  Elprocedimiento de estimacion de Christolfersson es bastante lento.
Ello se debe a que en cada iteracion del procedimiento de minimiza-
cién es necesario aproximar las pi-obabilidacles bivariadas mediante
bién es necesario aproximar las probabilidades bivariadas mediante
una serie en cada iteraciéon del procedimicnto de minimizacion, pero
tnicamente se utilizan cuatro términos en vez de diez.

MecDonald (19854) reporta estudios de simulacion que indican que la
precision con que se estiman los pardmetros no depende especialmente del
namero de términos retenidos en 1a serie, y que los pardmetros estimados
mediante la aproximacién clbica implementada en NOHARM no son subs-
tancialmentc mas precisos que los obtenidos mediante una aproximacion
lineal a las ORFs (es decir, utilizando dnicamente dos términos en la seric).
Por otro lado, las proporciones residuales, obviamente, tienden a ser mis
pequeiias conforme se incluyen mas términos en la seric. Knol y Berger
(1991) v Balassiano (1994) han realizado diversos estudios de simulacion
que indican que ¢l método de estimacion de McDonald es suficientemente
preciso incluso en muestras pequefias.

Nétese giic el método de estimacion de McDonald no utiliza la funcion
de verosimilitud inarginal incondicional, sino que intenla aproxiniar las
ORFs mediante una serie de Foui-ier. Sin embargo, lo hemos incluido en
este apartado ya que es un método de estimacidn de informacion limitada
que hemos visto que es equivalente al de Christoffersson.

Muthén (1978) propuso una modificacion del procedimiento ideado por
Christoffersson (1975) que hizo que éste fuese abandonado rapidamente.
Bésicamente, Muthén (1978) sugirié realizar una transformacién no lincal
en (17.39)de forma que los parametros del modelo, 3 = (v, A, ®), en vez de
ser estimados a partir de las proporciones de primer y segundo orden, fuc-
sen estimados a partir de los parametros en forma reducida de la distribu-
cion dey, es decir, los umbrales, 7, y los elementos de Z, (las correlaciones
tetracéricas o policdricas, p). Es decir, el estimador de Muthén consta de
dos etapas: En la primera etapa se estiman los pardmetros en forma reduci-
dak =(r, p). En la segunda etapa, los denominados parametros fundamen-
tales ¥ se estiman a partir de los pardametros reducidos utilizando un esti-
mador de minima distancia.

Muthén (1978) presenta su estimador como un estimadoi basado cn el
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metodo de momentos, Siii embargo, su método también puede ser conside-
rado como un estimador secuencial de maxima verosimilitud. Basandose eii
ol principio de maxima verosimilitud, Muthén (1984) ampli6 su estimadoi-
secuencial a fin de poder analizar simultancamente variables dependientes
continuas, censuradas y categoéricas ordenadas. Asi, el estimador de Mutlién
(1984) permite incluir variables eségenas en modelos de respuesta a los
items, por ejemplo, caracteristicas de los items o de los sujetos (ver Muthén,
1987b). Aqui expondremos el estimador de Muthén utilizando el principio
de mdxima verosiinilitud (ver Muthén y Satorra, 1995; Joreskog, 1994). El
procedimiento descrito en Muthén (1984) se dilerencia del expuesto aqui en
gue se basa en ninximizar funciones de verosiniilitud de datos individuales,
en vez de datos agrupados (proporciones), tal v como 10 describimos aqui.
Cuando no se estiman vaviables exdgenas, v en conereto, cuando se utilizan
para estimar MR multidimensionales, ambos procedimientos son equiva-
lentes.

Una gran ventaja del procedimiento de Muthén es que permite estimar
indistintamente modelos para datos dicotémicos 0 policotomicos ordena-
dos. Supdngase sin pérdida de geiiei-alidad que todos los items tienen i
categorias. La estimacion de los partimeti-os en forma reducida se realiza
secuencialmente. En pi-inici- lugar se estiman los umbrales maximizando la
funcion de verosimilitud de cada una de las disti-ibuciones marginales uni-
variadas con respecto al vector de umbrales de cada itein, . La funcién de
verosimilitud de los datos viene dada poi- (17.36), poi- tanto, se maximiza

e

InL(t) =N 3 p, Inm(z) i=1.,n (17.54)

k o

donde p, es la pi-oporcidii observada en la celdillak de la distribucion mar-
eginal iy nl/(ﬂrl) es i~ proporcion de primer orden tedrica la cual depende
unicamente de 7, ver (1 7.39) en el caso de variables dicotoniicas. La solu-
cién a (17.54) es

L,=® 1(]71'0+])“ ot p) i=1,.,n k=0,...,m~-1 (17.55)

En segundo lugai- se obtiene cada una de las correlaciones tetracéricas o
policoi icas por sepai-ado maximizando el logaritmo de la funcién de verosi-
militud de cada uno de las distiibuciones marginales bivariadas con respec-
toap,

N1 -

]n[—fi.['(/)[,,") =N Z Z piL,i'k Inn

k=0 k=0

(p, 1% %) (17.56)

[

dondep,,,, y=, ,, (p,.)sonlas proporciones observadasy tedricas de segun-

0o1s

do orden, respectivamente. Al maximizar (17.56) en las proporciones tedri-
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cas de segundo orden, dadas por (1 7.40) en el caso de variables dicotomicas,
se sustituyen los umbrales te6ricos por sus estimaciones de maxima verosi-
militud, obtenidas en la primera etapa, por lo que cada funcion (17.56} ¢s
maximizada por separado con respecto a un Unico pararmetro p,, .

Los parametros en forma reducida estimados en la primera ctapa son
consistentes y asintéticamente normales. En la segunda etapa del procedi-
miento de estimacién, el vector de pardmetros fundamentales es cstimado a
partir de los estadisticos « estimados en la primera etapa utilizando

FRO) = k — k(@)W (% — k(I)) (17.57)

donde W es la matriz asintdtica de varianzas-covarianzas de k = (1, p)/,
los umbrales y correlaciones estimados en la primera etapa. Cuando cl
niodelo esta especificado correctamente, F(6) se distribuye asintética-
n@ —1)
mente como una y* con n(m - 1) + ——=
nin - 1)
2
parametros independientes en = (7, A, ®)".
Este estimador es tan eficiente como el de Christoffersson, frente al que
presenta diversas ventajas, amén de la ya sefialada de que permite incorpo-
rar facilmente el andlisis de datos policotémicos ordenados:

— g grados de libertad, donde

n(m — 1)+ es el nimero de elementos en « y ¢ es el nimero de

1. Laestimacion de correlaciones (que implica la evaluaciéon de integra-
les normales bivariadas) se realiza una sola vez, micntras que en cl
procedimiento de Christoffersson era necesario evaluar integrales bi-
variadas normales en cada iteracion del procedimiento de minimiza-
cion de (17.47).

2. Sinoseintroducen restricciones en los umbrales, poi- ejemplo reque-
rir que dos umbrales sean iguales entre si, entonces no cs necesario
realizar la minimizacién de (17.57) con respecto a los umbrales, v
por tanto en la tercera etapa podemos minimizar (17.57) con respec-
to a 6 = (A, ®) utilizando « = g. Esto permite reducir sustancia-
mente la dimension de la matriz W a invertir, lo que permite analizar
un mayor nimero de items. El procedimiento de estimacion de Mut-
hén (1984) se halla implementado en el programa LISCOMP (Miit-
hén, 1987), procedimientos similares se halla implementado en (a)
PRELIS/LISREL (Joreskog & Sorbom, 1993a, 1993b), comparese Jo-
rcskog (1994) con Muthén (1984; Muthén & Satorra, 1995); v (b)
MECOSA (Schepers & Arminger, 1992), ver Kisters (1987). Otros
procedimientos de estimacién de informacion limitada, tales conio
los estimadores propuestos por Lee, Poon y Bentler (1990a, 1995) no
es posible comentarlos aqui por falta de espacio. Estos autores tam-
bien han propuesto un estimador de informacién plena (Lee, Poon &
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Bentler, 1990b). El estimador propuesto por Lee, Poon 'y Bentler (1995) ha
sido implementado en el programa EQS (Bentler & Wu, 1993).

Las ventajas del procedimiento de Muthén respecto al del Christoffers
son tienen un precio: en el método de Christoffei-sson la funcion de discre-
pancia (17.47)nos permite evaluar si el modelo se ajusta a las distribuciones
marginales de primer y segundo orden de los datos. En cambio, la funcién
de discrepancia (17.56) utilizada por Muthén en la segunda etapa Unica-
mente nos permite evaluar la verosimilitud de las restricciones impuestas en
los parametros de la distribucién multinormal categorizada estimada en la
primera etapa (los umbrales y correlaciones tetracoricasipolicoricas). Esta
funcion de discrepancia no nos permite evaluar si la hip6tesis de multinor-
malidad catcgorizada es razonable en absoluto (Muthén, 1993).Por supues-
to, es posible determinar la verosimilitud de que parejas de variables polico-
tomicas provengan de una distribucidn bivariada normal (Olsson, 1979), asi
conio la verosimilitud de que trios de variables dicotémicas provengan de
una distribucion ti-ivariada normal (Muthén & Hofacker, 1988), sin embar-
go, no existe una prueba de la verosimilitud de la hipétesis de normalidad
multivariada categorizada. Para una discusion mas detallada de este punto,
véase Muthén (1993).

17.6. ESTIMACION BASADA EN LA FUNCION
DE VEROSIMILITUD MARGINAL CONDICIONAL
(PROCEDIMIENTOS DE INFORMACION PLENA):
EL ALGORITMO EM

En cste enfoque se estiman 10os parametros del modelo, 6, hallando los
valores que maximizan la funcién de verosimilitud de los datos, dada por
(17.36). Dicho maximo se halla diferenciando (17.36) con respecto a los
parametros del modelo, igualando las derivadas a ceroy resolviendo el siste-
ma de ccuaciones resultante. Sin embargo, N0 es posible resolver el sistema
de ccuaciones resultante directamente, por lo cual es necesario utilizar. un
procedimiento itcrativo para hallar los parametros, tal conio el algoritimo de
la tasa de discriminacion (Fisher's scoring method)'. El ciclo k& de este proce-
dimiento iterativo puede representarse como

=9 +V Nt i=1 . n (17.58)

donde t ¢s el vector de primeras derivadas de la funcion de verosimilitud, y
V ¢s el valor esperado del negativo de la matriz de segundas derivadas de la

' Los lectores que no estén familiarizados con los procedimientos de estimacion de maxima
verosimilitud pueden consultar Pefia (1993: Apéndices 4By 15D) y, aplicados a estimacion de
pardmetros de MRI, Baker (1992).
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funcién de verosimilitud. V y t son denominados matriz de informacion
esperada y vector de gradientes, respectivamente. Al [in de simplificar la
estimacién, es comun en la literatura de MRI el asumir que los pardametros
entre items son independientes entre si (aunque es posible que los pardme-
tros dentro del mismo item estén inter-relacionados). Bajo este supuesto, los
parametros de cada item pueden estimarse por scparado y pot- cllo hemos
introducido el subindice coi-respondiente a los items en (17.58).
La derivada de la funcion de verosimilitud con respecto a los pardmetros
del modelo es
clnL@®w) @ e ( (1759)
—— == nInz (D)= ) n ——= — 1.(9)
& 5 Nt LZ‘ n. (D) Af
Notese que necesitamos evaluar las probabilidades = () v que necesitamos
A

{
obtener las derivadas 5 7.(Y). A fin de evaluar las probabilidades m (1))
C

3
3

utilizaremos la funcién de verosimilitud marginal condicional (17.35)cn vez
de la incondicional (17.34)ya que en ese caso Gnicamente necesitamos eva-
luar una integral de p dimensiones (el nimero de factores) en vez de una
intcgral de »z dimensiones (el ndiiiei-o de items). Estas probabilidades se-
rén aproxiinadas numéricamente mediante cuadratura de Ganss-l{ermile
(Stroud & Sechrest, 1966)

fl J Lphydh= Y - Y LRMR,) AR, (17.60)

d=1 d=1

donde L(s) es una funcién de h, y A(X;) son los pesos asociados con las
coordinadas en la dimension j. Este proéedimiento nos permite aproximar
una integral en el espacio real p-dimensional por una suma cn D" puntos,
X, = (id|, i‘,“), Si los rasgos latentes son independientes, los pesos asocia-
dos con cada punto son el producto de los pesos asociados con cada coordi-
nada X, .

Por ‘ello a fin de aplicar (17.60) es conveniente asumir quc los rasgos
latentes son independientes entre si. Bajo este supuesto, no hay parametros
a estimar en @ (® es una matriz identidad) y utilizando la parametrizacion
TRI (como en Bock & Aitkin, 1981), 9 serad por tanto un vector conteniendo
los ¢ pardmetros independientes en a y B.

Siguiendo a Bock, Gibbons y Muraki (1988: p. 264) vamos a mostrar
como procede la estimacion de los parametros del modelo en el caso de
datos dicotémicos. En primer lugar combinamos (17.9) y (17.6) v escribimos

2 (8) = Pr(v = w) = J J [ﬁ D)1 — D, (D)] "'}ﬁ(h)dh -

R

i=1

- J--~JLC(\‘))¢(h)dh (17.61)

R
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A continuacion utilizamos (17.59) para obtener la derivada correspondien-
te o un pardmetro cualquiera del modelo ¥, € 6 = (%, ..., %, B}, ..., B.),
| g

olnL(dw)
2,

2 1 "
"2 o, <Je ‘ “Z G0 [1 ~ D)) "'<-]¢(h)dh> (17.62)

=1

f[ad() que las ORFs en este modelo son funciones suaves (smooth) podemos
intercambiar el orden de integracién y diferenciacién en (17.62)

2nL(®dw)

9,

— . I ("1 !

‘*Z‘Z] ", n:(—{Y) JR JEE‘ [Ul D)1 — D(9)] ""'](/)(h)dh = (17.63)
o ! e . 0

=Lness JR J [H O (9) 1 —(D,.({))]""“}Egl (L= 1 = 0,(9)] 7 (h) dh

il

donde en (17.63) hemos simplificado la expresion utilizando que cuando
tomamos la derivada parcial respecto a 9, las ORFs que no dependen de 6,
son constantes respecto a este parametro. La expresion resultante puede ser
simplificada utilizando las siguientes igualdades

[1 201 - o)1 ™™ (17.64)

_ L) .
0,01 - o) v, OV = RO =

(3

o

e
—— D) si v,=0

_ 09, N

AT = (D)7 oo o) (17.65)
—= ®MB) si v, =1 !
¢,



obteniéndose

CInLdw) ¥ 1 (= 1) v 20)

T L(D) —==" ¢(h)dh =
Y Z, ") JR Jcb,(t))‘w[l “ay s B T b
2 o= D) 2,(D)

| 9) “=E22 ph) I 17.66
Z (D) Jm(mm—m(o)]”) sy, #h)dh (17.66)
Definiendo
B 2 v, L(D)
n, = Z —nv(g)—‘ (1767)
e=1 ¢
_ 2 n L))
N=7Y n({;) (17.68)
ca1 Y

elnLdw) J J(Z ) A SO SR gty -

Y, o)) oM - o)) 8,
_ n, — NOM)  20)
B J N J SO — a0y op, Pd0db (17.69)

Las ecuaciones (17.67), (17.68) y (17.69) coi-responden a las etapas dcl deno-
minado algoritmo EM (Dempster, Laird & Rubin, 1977) adaptado por Bock
y Aitkin (1981) a la estimacidon de MRI. La estimacion procede en ciclos
como Sigue:

a) Dados unos valores de los parametros, se utilizan las ccuaciones
(17.67) y (17.68) para calcular los valores de 2, v N para cada una de
las coordenadas x,. Esta es la etapa E del algoritmo: sc obtienen los
valores esperados del nimero de sujetos que contestan a cada item v
el valor esperado de respuestas correctas a cada item cn cada una de
|as coordenadas,

b) Insertando s,y Nen las derivadas (17.69) evaluadas numéricamente
mediante (17.60) se maximiza la funcién de vci-ociniilitud de cada
uno de los items utilizando (17.59), obteniéndose una estimacion de
los parametros del modelo. Esta es la etapa M del algoritmo; a) v b)
definen un ciclo del algoritmo EM.

El procedimiento de estimacidn se inicia a partir de unos valores inicia-
les de los parametros y procede en ciclos hasta que la verosimilitud dc los
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datos no cambia sustancialniente de un ciclo a otro. Errores estandar de los
parametros se obtienen a partir de la matriz de informacion obtenida en el
ultimo ciclo de la estimacion. Una vez se han obtenido los pardmetros, estos
pueden ser convertidos a la parametrizacion FA y rotados utilizando rota-
ciones ortogonales u oblicuas. Este procedimiento de estimacion ha sido
implementado en el programa TESTFACT (Wilson, Wood & Gibbons, 1993).
El procedimiento de estimacion para variables policotémicas no difiere sus-
tancialmente del aqui expuesto, excepto que el sumatorio en (17.62) es con
respecto a m” y la obtencion de las derivadas es ligeramente méas complica-
da (ver Muraki y Carlson, 1995). El algoritmo EM aplicado a modelos MRI
not-males policotémicos ha sido implementado en el programa POLYFACT
(Muraki, 1993).

La utilizacion de este procedimiento de estimacion proporciona una
prueba de la bondad de ajuste del modelo al conjunto de los datos, ya que
podemos construir un estadistico basado en la razon de verosimilitudes en-
tre ¢l modelo estimado v un modelo multinominal cn el que las probabilida-
des o no se hallen restringidas. Fl estadistico serd por tanto,

, n
G =2 Z H, ln(N (1‘))) (17.70)

En muestras grandes y si el modelo el correcto, este estadistico se distribuve
como una %* con grados de libertad, g/ =#2" — g. En la préctica, sin embar-
go, raramente es posible utilizar este estadistico ya que con frecuencia (es-
pecialmente con datos policotdinicos) el nimero de patrones de respuesta
posibles, #", serda mucho mayor que N ,el nimero de sujetos, y por tanto las
frecuencias observadas, 1, serdn estimadas muy pobremente (la frecuencia
observada en muchos casos sera cero). Por ello, la distribucion del es-
tadistico no se aproximard a la de chi-cuadrado. Con todo, el trabajo de
Habcrman (1977) sugiere que este estadistico puede ser apropiado para
comparar MRI anidados incluso ¢n tablas dispersas ya que cn tal caso se
compararian las frecuencias predichas por- dos inodelos. Este estadistico,
por tanto, pucde utilizarse por cjcmplo para investigar si la adicion de facto-
res al modelo es significativa, distribuyéndose en muchas grandes como una
chi-cuadrado con grados de libertad igual a la diferencia de grados de liber-
tad cntre los modclos.

Estc procedimiento de estimacion es en principio preferible a los proce-
dimientos de informacidn limitada expuestos anteriormente por cuanto uti-
liza toda la informacidn contenida en los datos y ofrece una prueba de bon-
dad de ajuste a los datos en su conjunto. Sin embargo, en la practica,
presenta serias desventajas respecto a los procedimientos de informacidn
limitada:

1. A menos que la muestra sea muy grande, la informacidn contenida
en las frecuencias conjuntas de orden superior, no puede ser estima-
8
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da adccuadamente. Cuando la muestra es pequeiia, las frecuencias
de orden superior pueden ser estimadas tan pobremente que el utili-
zar esa informacion adicional puede empeorar la estimacién de los
parametros en vez de mejorarla (McDonald & Mok, 1995).

Aungue la muestra sea lo suficientemente grande como para estimar
adecuadamente las frecuencias de orden superior, es necesario que
el procedimiento de estimacion utilizado utilice adecuadamente tal
informacion. En el procedimiento de informacion plena descrito
aqui, dichas frecuencias son aproximadas numéricamente mediante
(17.60). Drasgow (1989) investigé el numero de puntos de cuadratu-
ra necesarios para aproximar razonablemente dichas {recucncias,
concluyendo que al menos eran necesarios 20 puntos de cuadratura
en MRI unidimensionales. Esto implica que en MRI p dimensionales
serfan necesarios éptimamente 20” puntos de cuadratura. Conforme
se incrementa el ndmero de puntos de cuadratura se incrementa cl
tiempo requerido para cada ciclo del algoritmo EM. En la practica,
se utiliza este procedimiento de estimacion para modelos con hasta
cinco rasgos latentes.

El procedimiento de informacién plena es considerablemente mas
lento que cualquier procedimiento de informacion limitada por la
necesidad de evaluar numéricamente mediante (17.60) 7.(9) ¢n cada
ciclo del algoritmo EM. A fin de reducir el tiempo requerido para
estimar los modelos mediante este algoritmo se utilizan dos estrate-
gias: Por un lado, es importante utilizar unos valores iniciales sufi-
cientemente préximos a la solucién final. Por ello sc utilizan como
valores iniciales la solucién obtenida mediante una estimacion de
minimos cuadrados no ponderados de los parametros del modelo
utilizando informacién bivariada (la matriz de correlaciones tetracé-
ricas/policéricas, o simplemente la matriz de correlaciones de Pear-
son). Por otro lado, el tiempo requerido para estimar cada uno de los
ciclos EM puede ser reducido utilizando menos puntos de cuadratu-
ra para evaluar numéricamente las probabilidades n (3). Por cjem-
plo, TESTFACT utiliza como méximo tnicamente 10 puntos de cua-
dratura para evaluar todas las dimensiones latentes. Cuando se
solicita realizar un analisis con tres dimensiones, por ejemplo, cada
una de las dimensiones es aproximada utilizando jinicamente tres
puntos de cuadratura! Cuando se utilizan tan pocos puntos de cua-
dratura la informacién contenida en las frecuencias de orden supe-
rior de los datos es claramente desaprovechada y no es sorprendente
que el resultado final de la estimacién no difiera mucho de los valo-
res iniciales obtenidos utilizando procedimientos de informacion li-
mitada.

Los errores estandar obtenidos son tnicamente vélidos para los pa-
rametros antes de ser estos rotados. No es posible obtener errorves
estandar para los pardmetros una vez la solucion ha sido rotada.

17.7. EJEMPLOS Y APLICACIONES
17.7.1. Variables dicotomicas: los datos de LSAT7

Bock y Lieberman (1970) publicaron las respuestas de 1.000 sujetos a
cinco items de la Seccién 7 del test LSAT. Estos datos han sido utilizados
con frecuencia para ilustrar la aplicacién de métodos de estimacién para
I\/»lIRT‘ Los datos consisten en 3 variables dicotémicas por lo que existen
27 = 32 posibles patrones de respuesta. Estos 32 posibles patrones de res-
puesta v las frecuencias observadas de respuesta en la muestra de 1.000
sujetos son reproducidos en la Tabla 17.1.

Tabla 17.1
Datos L.SAT7 (Bock & Lieberman, 1970)

Patron  Frec.  Pawrédn  Frec. Patrén  Frec. Patrén  Frec. Patrén  Frec.

00000 12 00001 10 00010 1 00011 7 00100 3
00101 19 00110 3 001 1 17 01000 10 01001 5
01010 3 01011 7 01 00 7 01101 23 01110 8
01111 28 10000 7 10001 39 Q10 11 10011 34
10100 14 10101 51 I0| 10 15 I0111 90 11000 6
11001 25 11010 7 o1t 35 100 18 11101 136

11110 32 11 308 ' !

A continuacién discutiremos cémo analizar estos datos con los progra-
mas LISCOMP (Muthén, 1987), PRELIS/LISREL (Jéreskog & Sorbom,
1993a, 1993b), NOHARM (Fraser & McDonald, 1988), y TESTFACT (Wil-
son, Wood & Gibbons, 1993)°. En todos los casos se utilizardn versiones
para DOS de estos programas y se asume que los datos presentados en la
Tabla 17.1 han sido introducidos como un fichero ASCIT denominado
Isat7.dat consistente en dos columnas, una conteniendo los patrones de res-
puesta y la otra conteniendo las frecuencias, con formato (5F1.0,F4.0).

* LISCOMP, PRELIS/LISREL, TESTFACT y POLYFACT pueden ser adquiridos a Scientific
Software International, Inc. 1525 East 35th St. Suite 530. Chicago, IL 60615-4330. USA. El
programa POLYFACT (Muraki, 1993) pary el andlisis de datos policotémicos mediante el algorit-
mo EM no habia sido distribuido por SSI cuando se escribié este manuscrito y por tanto no
podrd ser incluido aquf.

NOHARM puede ser obtenido escribiendo al Prol. Roderick P. McDonald. Dept. of
Psychology. University ol Ilinois. 603 E. Daniel St. Champaign, IL 61820. USA. E-mail:
rmedonal @s.psych.uiuc.edu.
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Folo b0 ARGHSTES CONE LTS UUATE

LISCOMP es un progi-ama que permite realizar- andlisis factorial explora-
torio y confirmatoi-io® con variables dicoténiicas y policoténiicas utilizando
el procedimiento de Muthén descrito en la Seccién 17.5.3. Proporciona una
prueba de bondad de ajuste global del modelo y crrores cstdndar de los
pardnietros. Pucdc analizar hasta unas 20 variables aproxiniadamentc vy nos
permite inti-oducii- restricciones en los umbrales y/o correlaciones. El pro-
grama LISCOMP que nos permitira realizar un analisis factorial explorato-
rio es

TI ""LSAT 7: analisis factorial exploratorio con 2 factores"
DA NO=1000 IY=5 MA=KM VT=DI

MO MO =EF LE=1 UE=2

OU WF ST SS ES

FP FO UN=‘LSAT7.DAT’

{5X,F4.0)

Los lectores familiarizados con el programa LISREL reconocerin las si-
militudes entre este programa y LISCOMP. Es importante sefialar que LIS-
COMP es un programa para usuarios avanzados, y poi- tanto no tan bicn
documentado como LISREL. Por ejemplo, los comandos en LISCOMP (ex-
cepto poi- el titulo) deben estar- en mayusculas. Ademads, los datos deben
estar categorizados como 0,1,..., 7 — 1. En la linea DA se indica el niimero
de observaciones, el namero de variables a analizar, que se desea estimar
una matriz de correlaciones (MA=KM) y que las variables son dicotéinicas
(VT=DI). En la linea MO se indica que se desea realizar andlisis factorial
esploi-atoi-io (AI3:-EF) empezando con un factor (LE=/) y acabando con
dos (UE=2). En la linea OU se solicita utilizar una estimacién de minimos
cuadrados generalizados (WF), y que se impriman los parametros (ES)y sus
errores estandar (SS) y los estadisticos utilizados (umbralesy coi-i-elacioncs)
asi como sus errores estandar (S7). En LISCOMP es posible realizar mini-
mos cuadi-ados no ponderados utilizando UF en vez de WF. Cuando los
datos se introducen en forma de frecuencias, LISCOMP espera que los datos
estén ordenados (00000, 00001, ..., 11111)y Gnicamente lec las frecuencias
de cada uno de los patrones, no los patrones cn si. Por cllo la dltima linea
del programa (5X,F4.0) le indica al programa que tnicamente lea lac fre-
cuencias. Si alguno de los patrones tiene frecuencia cero, debe aparecer ¢l
cei-o correspondiente en los datos introducidos en LISCOMP.

A continuacién proporcionamos parte del fichero de salida tie dicho pro-
grama.

3 El lector que no esté familiarizado con los conceptos de analisis factorial no restringido (o
exploratorio) vs. restringido (o confirmatorio) puede consultar McDonald (1985b).
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(SN AN NEE

FIRST ORDER SAMPLE PROPORTIONS

1 2 3 4 5
828 658 772 606 .843
SECOND ORDER SAMPLE PROPORTIONS
i 2 3 4 5
SAMPLE THRESHOLDS
| 2 3 4 5
046 407 ~.745 -.269 - 1.007
SAMPLY TETRACHORIC CORRELATIONS
| 2 3 4 5
227
291 432
296 204 276
286 .136 265 160
STANDARD DEVIATIONS FOR SAMPLE TETRACHORIC CORRELATIONS
1 2 3 4 5
057
059 .048
055 .050 .052
063 .060 .061 .059
EXPLORATORY ANALYSIS WITH | FACTOR(S):
LATENT ROOTS FOR SAMPLE CORRELATION MATRIX
t 2 3 4 5
2.044 921 829 667 .540
EXPLORATORY ANALYSIS WITH 1 FACTOR(S): CHI-SQUARE WITH
S DEGREL(S) OF FREEDOM IS 10.697
THE PROBABILITY VALUE IS 0576
ESTIMATED FACTOR LOADINGS
1
507
555
692
433
382
ESTIMATED ERROR VARIANCES
1 2 3 4 5
743 692 522 813 .854
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RESIDUAL OBSERVED-EXPECTED

i 7 3 1 5
000
-.055 .000
} .060 0438 000
1 077 ~.037 -.024 000
> 063 076 .000 065 000

TOOT MEAN SQUARE RESIDUAL IS L0558
EXPLORATORY ANALYSIS WITIH 2 FACTOR(S):
LENPLORATORY ANALYSIS WITH 2 FACTOR(S): CHE-SQUARE WITH

| DEGREE(S) OF FREEDOM IS 626
THE PROBABILITY VALUE IS 4289

VARIMAX ROTATED LOADINGS PROMANX ROTATED LOADINGS

1 2 f bl
{ 796 146 1 874 117
2 187 A476 2 035 BUR
3 212 824 3 089 901
4 325 258 4 275 188
3 310 226 S 271 185
PROMAX FACTOR CORRELATIONS
| 7
| 1.000
2 593 1.000
ESTIMATED ERROR VARIANCES
| 2 3 4 5
345 735 276 823 833
KESIDUALS OBSERVED-EXPECTED
1 2 3 4 5
1 ,000
2 .000 ,000
3 001 -.002 ,000
4 -.000 017 —-.006 .000
5 .006 —.033 .013 001 000

Nétese que LISCOMP proporciona las proporciones de primer y segundo
orden, los umbrales, las correlaciones teti-acoricas y los crrores estindar de
las correlaciones tetracéricas. Scguidanicnte proPOrciona los atovalores de
la matriz de correlaciones tetracéricas. Finalmente estima modclos con uno
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v dos [actores. E modelo de un [actor se ajusta satisfactoriamente a los datos,
pero notese que algunas de las correlaciones residuales son relativamente ele-
vadas (.09). El modelo de dos factores se ajusta considerablemente mejor. Por
ejemplo, ¢l residuo mayor es ahora —.03. De hecho, dado que el modelo de un
[actor ¢s un caso especial del modelo de dos factores, podemos utilizar una
prucba de chi-cuadrado para modelos anidados »* = 10.697 — .626 = 10.071
congl =5-1=4,p =.039 para determinar si el modelo de dos factores es
significativamente mejor que el de un factor. Nétese que LISCOMP propor-
ctona la matriz de cargas Cactorialcs rotada utilizando un método ortogonal
{varimax} y otro oblicuo (promax). LISCOMP no proporciona errores estan-
dar de las cargas factoriales, ya que los errores estindar anicamente scrian
correctos para cargas factoriales no rotadas. El apartado varianzas del error
estimadas corresponde a la matriz ¥ calculada mediante (17.13).

En la rotacién oblicua, dos de las cargas factoriales del primer factor son
menores que .1, lo cual sugiere que podriainos estimar un modelo confirma-
torio y comprobar si son significativaniente iguales a 0. A fin de poder iden-
tificar dicho modelo, es necesario fijar alguna de las cargas factoriales del
segundo factor a cero. Escogernos la mas pequenia. En total, tres cargas
factoriales serdn fijadas en cero en la siguiente estimacion. El programa
para estimar un modelo [actorial confirmatorio con restricciones Unica-
mente en las correlaciones tetracéricas viene dado por:

Tl "LSAT 7: dos factores correlacionados sin restricciones en los umbrales"
DA NO=1000 IY=5 MA=KM VT=DI

MO MO=SE P3 NE=2 LY=FR PS=FI

FILY(1,2) LY(2,1) LY(3,1)

VA 1PS{1,1) PS(2,2)

R PS(1,2)

OU WF ES RS SE

FP FO UN='LSAT7.DAT'

(6X,F4.0)

En este programa, en la linea MO se indica que se trata de un modelo
con restricciones estructurales (MO=SE) pero Unicamente e¢n las correlacio-
nes (P3). Sc utilizaran dos factores (NE=2) y en principio, todos los elemen-
tos de la matriz de cargas factoriales deben ser estimados (LY=FR), y ningu-
no de los clementos de la matriz de correlaciones entre los factores debe ser
estimado (PS=FI). En LISCOMP, a diferencia de LISREL, no se especifica si
la matriz es diagonal, simétrica, etc. En la linea FI se indica qué elementos
de LY deben ser fijados a cero, en la linea VA se especifica que las varianzas
de los factores deben ser asignados valor unidad (por motivos de identifica-
cion del modelo), y en la linea FR se especifica que se desea estimar la
correlacion entre los factores. Finalmente, en la linea OU se especifica que
se deben imprimir los errores estdndar de los pardmetros (SE),ademas de
los parametros (ES) y los residuos (RS).

A continuacion presentamos una parte del fichero de salida de este pro-
grama:
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output 2

CHI-SQUARE WITH
2 DEGREE(S) OF FREEDOM IS ,836
THE PROBABILITY VALUE IS 6565
ROOT MEAN SQUARE RESIDUAL
018
LAMBDA
1 Z
1 816 .000
2 .000 .553
3 .000 785
4 .248 240
5 260 .190
PSI
I Z
1 1.000
2 467 1.000
R 3
1 2 3 P! )
!
2 .06
3 -.008 -.002
4 .003 .007 -.003
5 .002 -.037 .020 .000
STANDARD ERRORS
LAMBDA
1 2
1 .380 .000
2 .000 .066
3 .000 .085
4 187 162
5 .205 179
PSI
1 2
1 .000
2 238 .000

cargas factoriales no significativas del modelo. El modelo resultante viene
dado por

output 3
CHI-SQUARE WITH
4 DEGREE(S) OF FREEDOM IS 2472
THE PROBABILITY VALUE IS ,6493
ROOT MEAN SQUARE RESIDUAL
026
LAMBDA
1 2
| 591 .000
2 000 556
3 000 776
3 486 .000
S 434 .000
PSI
I 2
I 1.000
2 699 1000
STANDARD ERRORS
LAMBDA
I 2
| 072 .000
2 .000 066
3 .000 083
4 062 .000
5 .072 .000
“Sl
1 2
1 .000
2 .090 .000

R3 es la matriz de residuos del modelo. Nétese que estos son muy peque-
fios v que la prueba de bondad de ajuste indica que el modelo se ajusta bien
a los datos. Sin embargo, los errores estandar de las cargas factoriales son
grandes, y como consecuencia, varias cargas factoriales no son significativa-
mente distintas de cero. Es decir, estamos introduciendo demasiados para-
metros en el modelo. Por ello, procedemos a fijar a cero secuencialmente las
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Notese que en modelos confii-matorios, LISCOMP no proporciona la ma-
triz w.

1770020 ndlisis con PRELIS ISR

PRELIS/LISREL fue originariamente disefiado para el anélisis de estruc-
turas de covarianzas de variables continuas bajo el supuesto de normalidad
multivariada. El analisis factorial es un caso especial de este tipo de mode-
los. Recicnteiuente se ha introducido en el programa la posibilidad de anali-
zar variables que hayan sido categorizadas utilizando (17.30), por lo que en
la versién 8 del programa (Joreskog & Sérbom, 1993b) es posible analizar
MRI multidimensionales normales. El procedimiento de estimacion (Jores-
kog, 1994) es basicamente el descrito en la Seccién 17.5.3 sugerido por Mut-
hén (1978, 1984). En primer lugar se estiman los umbrales, las correlaciones
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tetracoricas y la matriz asint6tica de covarianzas de las correlaciones tetra-
coricas utilizando PRELIS 2 (Joreskog & Sorbom, 1993a). El programa ne-
cesario para analizar los datos de cste ejemplo es ¢l siguiente:

da ni=6

raw-data-from file = isat7.dat fo
(5f1.0,£4.0)

la

item? item2 item3 item4 item5 frec
or 1-5

we frec

ou ma=pm sm=Isat7.pm ac=lsat7.acr

En este pi-ograiiia indicamos en las tres primeras lincas que los datos
consistcii en 6 variables, su formato (5(1.0,14.0) vy ¢l nombre del fichero
donde se encuéntran (Isat 7dat). En las lincas siguicntes indicaimos los nom-
bres de las variables, que las primeras cinco variables (ireni ] a itemns) deben
ser tratadas como ordinales (or /-5), es decir, como variables categéricas y
no como continuas, y que la variable frec indica frecuencia de aparicién de
los datos (we frec). En la dltima linea indicamos el nombre del fichero con
correlaciones tetracdricas (Isat7.pm) y el de la matriz de covarianzas asinté-
ticas de las correlaciones estimadas (/sat7.acr).

En el fichero de salida, PRELIS imprime los umbrales, las correlaciones
tetracoricas y la matriz asintotica de covarianzas entre las correlaciones.
PRELIS no proporciona errores estandar de los umbrales y los errores es-
tandar de las correlaciones tetracéricas vienen dados por la inversa de la
diagonal de la matriz asintotica de varianzas/covarianzas entre las correla-
ciones estimadas.

utilizando las matrices calculadas poi- PRELIS, ¢s posible estimar un
modelo MRI multidimensional con LISREL. En este caso cstimaremos cl
modelo final estimado con LISCOMP. Veamos el programa

lisrel

“LSAT7:dos factores correlacionados”
da ni=5 no=1000 ma=pm

km = Isat7.pm

ac = Isat7.acr

la

item1 item2 item3 item4 item5

mo ny=5 ne=2 ly=fi ps=sy,fi te=di,fr
le

factor1 factor2

paly

10

o1l 4
ol

10

10

valpcllpc22

frps 12

ou wl xm nd=3

846

En PRELIS/LISREL los comandos pueden estar escritos en mavasculas
o cn mintsculas ¥ no es nNecesario que los items estén codificados 0,1,
-

En ¢l pi-ogi-ama LISREL nétese la linea m0, en la cual especificamos que
los elementos de la matriz de cargas factoriales son fijos (fv=[i}), que la ma-
triz. de coi-relaciones entre los factores es simétrica y con elementos fijos
(ps=sv,fi) y que la matriz ¥ es diagonal con elementos libres. Los elementos
de esta matriz con calculados utilizando (17.13). La linea le indica los nom-
bres asignados a los factores, v debajo de la linea pa /v escribimos el patrén
de clementos fijos (0) y libres (1) de la matriz de cargas factoriales. En la
ltica ou, 1l indica estimacién mediante niinimos cuadrados ponderados. A
coiitinuacion incluimos parte de los resultados obtenidos

Output 4

LISREL ESTIMATES (WEIGHTED LEAST SQUARES)
"LAMBDA-Y
factor 1 factor 2
item 0.592
(0.073)
8.149
item 2 0536
{0.066)
8.417
item 3 0.777
(0'084)
.289
item 4 0.486
(0,06 1)
7.908
item 5 0.434
(0.072)
6.023
PSI
factor 1 factor 2
factor | 1.000
lactor 2 0.699) 1.000
(0.090)
7.798
THETA-EPS
ftem 1 fiem 2 item 3 iteni 4 iteni 3
0.650 0.690 0.397 0.764 0.812
(0.097) (0.086) (0.137) (0.075) (0.077)
6.707 x.021 2.891 10.225 10.574
GOODNESS OF FIT STATISTICS
CHI-SQUARE WITH 4 DEGREES OF FREEDOM = 2.470 (P = 0.650)
ROOT MEAN SQUARE RESIDUAL (RMR) =0.0212
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En el output del programa LISRELX la primera linca ¢n cada matriz
corresponde a la estimacion del parametro, cn paréntesis se especifica el
error estandar de dicho parametro, y cn la tcrccia linca ¢l r-valor de dicho
parametro. Dado que LISREL8 y LISCOMP utilizan bdsicamente ¢l mismo
procedimiento de estimacién para modelos MRI ¢s de esperar que como en
este caso los resultados de ambos programas scan bdsicamente idénticos.
Notese sin embargo que LISREL no permite realizar andlisis cxploratorios,
ni introducir restricciones en los umbrales.

17.7.1.3.  Andlisis con NOHARM

NOHARM es un programa que permite realizar analisis factorial explo-
ratorio y confirmatorio con variables dicotdmicas utilizando el procedi-
miento de McDonald descrito en la Seccién 17.5.2. No proporciona iina
prueba de bondad de ajuste global del modelo ni errores estandar de los
parametros. Puede analizar hasta 145itemsy nos permite introducir restric-
ciones Unicamente en las coi-relaciones.

A continuacion presentamos un programa para realizar un analisis fac-
torial exploratorio de estos datos.

LCAT 7: analisis factorial exploratorio con 2 factores
52100011001

00000

0.828

0.567 0.658

0.664 0.560 0.772

0.532 0.428 0.501 0.606

0.718 0.567 0.672 0.526 0.843

El programa consiste simplemente de tres lineas, seguidas de los datos. La
primera linea es obviamente el titulo. La segunda linea consiste en ocho
nameros enteros en el orden siguiente: (1) nimero de items; (2) nimero de
rasgos latentes; (3) nimero de observaciones; (4) un 0 o un | indicando si
los datos consisten en pati-ones de respuestas individuales o iinn matriz no
centrada de covarianzas (raw product moment matrix); (6)un 0 o un 1 indi-
cando si se desea un analisis exploratorio 0 confirmatorio; (6) un 1 0 un 0
indicando si el usuario proporciona valores iniciales de los pardmetros 0 no;
(7)un 0 o un 1 indicando si se debe imprimir la matriz no centrada de
covarianzas en el Fichero de salida o no; (8)un 0 oun 1 indicando Si se debe
imprimir- la 'matriz de residuos en el fichero de salida o no. La tercera linea
consiste en una lista de valores para las asintotas inferiores de 1as ORFs.”

* Otros programas permiten que el usuario proporcione valores para estas asintotas (p. ).,
TESTFACT), pero en ningln caso se permite estimarlos por las dificultades inherentes a la
estiniacion de estos pardmetros simultdneamente con 10s otros pardmetios del modelo.
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Después de estas tres lineas se introducen los datos, en este caso la ma-
triz. de covarianzas no centradas de los datos. Notese que esta matriz es
simplemente la matriz de proporciones de segundo orden, con las propor-
ciones de primer orden en la diagonal, las cuales son proporcionadas, por
cjemplo por LISCOMP (ver Output 1).

A continuacién incluimos parte de los resultados obtenidos:

output 5
(2) LATENT TRAIT PARAMETERIZATION
FINAL VECTOR [0
| 2 3 4 5
1.684 .0480 1.317 0.296 1.089
FINAL MATRIX F (coetficients of theta)
| 2
| 1.472 0.000
2 0.320 0.537
3 0.626 1.315
4 0.397 0.232
5 0373 0.176
FINAL MATRIX P{covariances [correlations] of theta)
1 2
| |.000
2 0.000 1.000
Sum ol squares of residuals (lower off-diagonals) = 1.60395728191765E-0005
Root mean square of residuals (lower off-diagonals) = 1.26647435106979E-0003
(b) COMMON FACTOR MODEL REPARAMETERIZATION
THRESHOLD VALUES
| 2 3 4 3
0 946 0.407 0.745 0.269 1.007
FACTOR LOADINGS
I 2
| 0.327 0.000
2 0.271 0.455
3 0.354 0.744
4 0361 0.211
5 0 314 0163
VARIMAX ROTATED FACTOR LOADING MATRIX
| 2
| 0.814 0.148
2 0.185 0.496
3 0.215 0.796
4 0.317 0.272
S 0.310 0.222
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PROMAX (oblique) ROTATED FACTOR LOADING MATRIX
1 2
1 0.901 -0.130
2 -0.006 0.534
3 ~0.108 0.887
4 0.253 0210
5 0.268 0.152
FACTOR CORRELATIONS
| 2
! 1.000
2 0.621 1.000
UNIQUE VARIANCES
! 2 3 4 3
0.316 0.7t9 0.320 0.826 0.855

NOHARM estima el modelo utilizando la parametrizacion 1RT, y por
tanto proporciona los interceptos, «, denominados f0 en el programa, y la
matriz de B, denominada F en el programa. Utilizando (17.22), estos valores
son convertidos a la parametrizacién FA, v rotados utilizando Varimax v
Promax. Finalmente, NOHARM proporciona las unicidades (W).

Si desedsemos realizar un analisis confirmatorio utilizando cste progra-
ma deberfamos cambiar el quinto nlniei-o de la segundalinca del programa.
En este caso, también debemos introducir eii el programa dos matrices con-
sistentes en 1Sy Os, correspondientes a B ? @, que indiquen qué elementos
deben ser estimados (1) y qué elementos son fijos (0). Notese gque ambas
matrices deben estar separadas poi- lineas en blanco. Como patrén para B
liemos utilizado el mismo que en los andlisis con LISCOMP v LISREL, co-
mo patron para @ indicamos que descamos estimar la correlacion entre los
dos factores. Notese que los elementos diagonales de ® son fijos (ci progra-
ma les asigna valor unidad por motivos de identificacion).

LSAT7: analisis confirmatorio, dos factores correlacionados
52100010001

0.828

0.567 0.658

0.664 0.560 0.772

0.532 0.428 0.501 0.606
0.718 0.567 0.672 0.526 0.843
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A continuacién incluimos parte de los resultados obtenidos. Obsérvese
que dstos son comparables a 10s obtenidos con LISCOMP y PRELIS/LIS-
REL, excepto poi- los umbrales, que en NOHARM son de signo cambiado
{ver Fraser, 1988).

Output 6

{a) LATENT TRAIT PARAMETERIZATION

FFINAL VECTOR {0

1 2 3 4 5

[.166 0490 1.194 0.309 1.107

FINAL MA'T'RIS F (cocellicients of theta)

1 2
| 0.720 0.000
2 0.000 0.670
3 0.000 [.252
4 0.569 0.000
3 0456 0.000
FINAL MATRIX P(eovariances [correlations] of theta)
i -
1 1.000
2 0.703 1.000
Sum of squares of residuals (lower off-diagonals) = 5.82911409938401E-0005
Root mean square of residuals (lower off-diagonals) = 2.414355835228692E-0003
(b) COMMON FACTOR MODEL REPARAMETERIZATION
THRESHOLD VALULS
1 2 3 4 5
0.946 0.407 0.745 0.269 1.007
FACTOR LOADINGS
| 2
i 0584 0000
2 0 000 0557
3 0000 0781
4 0494 0000
. 0415 0000
UNIOUE VARIANCES
) ? 3 4 5
0659 0690 0.390 0.756 0.828
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17.7.1.4. Andlisis con TESTFACT

TESTFACT es un programa que permite estimar MRI multidimensiona-
les sin restricciones (esploratorios) con variables dicotdniicas utilizando el
algoritmo EM descrito en la Seccion 6. Puede analizar hasta 500 items, pero
se halla limitado a un méaximo de cinco dimensiones o factores. TESTFACT
calcula las correlaciones tetracéricas y efectla un andlisis factorial de las
mismas utilizando un procedimiento de andlisis de factores principales con
rotaciones ortogonal (varimax) y oblicua (promax). Si se desca, el programa
a continuacion utiliza los resultados como valores iniciales del procedimien-
to de iteracién clel algoritmo EM y realiza una estimacion utilizando toda la
informacion en los datos.

A continuacidén presentamos el programa que nos permitira realizar un
analisis de factores pi-incipales en la niatriz de correlacioncs tetracéricas, es
decir, una estimacidn de informacion limitada (cimilai-a la realizable con la
opcién UF de LISCOMP o a la realizable con la opcié UL de LISREL)

>TITLE;

DATOS LSAT7

AF DE EJES PRINCIPALES CON ROTACION PROMAX
>PROBLEM NITEM=5RESPONSE=3,SKIP=1;

> NAMES ITEMLITEMZ2,ITEM3,ITEM4,ITEM5;
>RESPONSE ‘8°,0",'1";

»>KEY 11111;

>TETRACHORIC LIST;

>FACTOR NFAC=2,ROTATE=PROMAX,RESIDUAL;
> INPUT NIDW=2,SCORES , WEIGHT=PATTERN;
(2A1,1X,6A1 14)

100000 12

200001 19

etc.
32 11111 308
STOP ;

En TESTFACT, cada comando debe comenzar por > v acabar en ;Unica-
mente deben utilizarse mayusculas. El titulo debe constar de dos lincas. En
la linea PROBLEM se indican el niumero de items, ¢l niimero de opciones v
gue no se impriman una serie de estadisticos clcl test (SK/P=/7). En ¢l ntme-
ro de opciones siempre debe incluirse una categoria para las respuestas ¢n
blanco, aunque no haya ninguna en los dalos. De ahi que RESPONSE=3. En
la linea RESPONSE indicamos qué c6digos corresponder a cada categoria.
El primer c6digo coiresponde a la categoria respuesta en blanco. Es decir, si
algin sujeto no contesta a algun item deberiamos escribir. § en ¢l cspacio
correspondiente en vez de dejar ese espacio en blanco; 0y / son los nimeros
que asignamos nuestras dos opciones reales. En KEY indicamos cual de las
dos categorias indica un nivel mas elevado en los rasgos latentes que desea-
mos medir para cada item. En este caso es la categoria / en todos los casos.
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En las siguicentes dos lineas pedimos que se impriman las corvelaciones te-
tracoOi-icas TETRACHORIC LIST y que realice un andlisis de factores princi-
pales, lo rote utilizando promax e imprima las correlaciones residuales. En
la siguiente linea, INPUT, se indica como se presentan los datos. En TEST-
FACT, es necesario que los datos se presenten en el siguiente orden: nimero
de identificacién, patrén de respuestas, v frecuencia del patrén de respues-
tas (sise proporcionan los datos en frecuencias). Es obligatorio incluir un
namero de identificacion, por lo que hemos tenido que editar los datos e
incluir un mimero de identificacion (del 1 al 32). El formato de las respues-
tas debe obligatoriamente proporcionarse utilizando formato Fortran Al
(en cste caso SAL), y el de las frecuencias obligatoriamente en formato For-
tran | (en cste caso 14). Debe existir una linea en blanco entre el final de los
datos y la linea STOP;.

A continuacion proporcionamos parte del fichero de salida de este pro-
grama:

output 7

DISPLAY 2 TETRAC!HORIC CORRELATION MATRIX

i 2 3 4 5
item | iten 2 item 7 item 4 em S
I atem | 1,000
2 item 2 226 1000
3 item 3 291 432 1.000
4 item 4 296 204 277 1000
5 item 5 286 135 265 161 1.000

DISPLAY 3 THE POSITIVE LATENT ROOTS OF THE CORRELATION MATRIX

1 2 3 4 5

i 2.04432| 921439 827883 ,666840 539517

DISPLAY 8. UNROTATED PRINCIPAL FACTOR LOADINGS

1 2

1 flem | 310 225
2 jtem 2 656 456
3 item 3 641 052
4 jtem 4 412 oY1
5 item S 4438 400
DISPLAY 10 VARIMAX ROTATED FACTOR LOADINGS
| 2
| item 1 220 S12
2 item 2 791 114
3 item 3 .504 .399
4 jtem 4 238 .349
5 ftem 5 055 598
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DISPLAY 11, PROMAX ROTATED FACTOR LOADINGS
1 2
I jtem | 025 541
2 jtem 2 877 —.141
3 {tem 3 411 304
4 ftem 4 (121 338
5 item 3 -.207 ,703
DISPLAY 12, PROMAX FACTOR LOADINGS
| 7
1 1.000
2 .607 1.000

El programa nos proporciona en primer lugar la matriz de correlaciones
tetracoricas y sus autovalores, 10s cuales son similares @ los pmpol'cim“‘dos
por LISCOMP. Scguidamente obtiene In matriz de cargas factoriales v pro-
porciona las correlaciones res IdUales. Finalmenle, rota estas cargas factoria-
les utilizando los métodos Varimax y Promax. Las soluciones rotadas tam-
bién son comparables a las obtenidas por LISCOMP y NOHARM, excepto
que cn este analisis los factores aparecen en orden inverso en TESTIACT.

A continuacién presentamos el programa a utilizar para realizar un anali-
sis de informacién plena utilizando TESTFACT, lo cual sc logra afiadicndo
una nueva linca FULL en la que indicamos el namero de puntos de cuadratu-
1a, 10 (el maxima permitido por el programa), a repartir entre las dos dimen-
siones, €s decir, utiliza 5 puntos de cuadratura en cada dimension . La pala-
bra clave STEPWISE indica que deseamos que se realice un analisis con un
factor, dos, etc. asi hasta NFAC. Nétese que hemos introducido la palabra
SMOOTH en la linea FACTOR. Ello se debe a que a menudo la matriz de
correlaciones tetracoricas no es positiva definida, poi- 1o que no es posible
realizar un analisis factorial de la misma. TESTFACT incluye una provisién
para suavizar dicha matriz y convertirla en positiva definida. En este caso no
es necesario, pero indicamos cémo solventar el problema en caso se presente.

>TITLE

DATOS LSAT7

ANALISIS FACTORIAL DE INFORMACION PLENA
>PROBLEM NITEM=5RESPONSE=3,5KIP=1;

> NAMES ITEM1,ITEM2,ITEM3,ITEM4,ITEMS;
>RESPONSE '8',0",'1";

>KEY 11111,

>TETRACHORIC LIST;

>FACTOR NFAC=2,ROTATE=PROMAX,RESIDUAL,SMOOTH;
>FULL QUAD=10,STEPWISE;

>INPUT NIDW=2,SCORES , WEIGHT=PATTERN;
{2A1,1X,5A1,14)

100000 12

2 00001 19

etc.
32 11111 308
STOP ;
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A continuacion proporcionamos parte del fichero de salida de este

ro-
grama: P

Output 8

STEPWISE IFUI.L INFORMATION FACTOR ANALYSIS
i. NUMBER OF COMMON FACTORS = |

DISPLAY 8. UNROTATED PRINCIPAL FACTOR LOADINGS
|

I item | 523
2 ftem 2 5S4
3atem 7 677
4oitem 4 445
miem S 394

DISPLAY O INTTIAL INTERCEPT AND SLOPE ESTIMATES

INTERCEPT SLOPE ESTIMATES
| dtem | 1.110 613
2 jtem 2 474 599
3 [(umi 1013 920
4 item 2300 497
5 item 5 1.096 429
DISPLAY |1 CHI-SQUARE = 31.74 DF =21.00 P =062

DISPLAY 12 INVARIANT PARAMETERS

INTERCEPT THRESHOLD SLOPE ESTIMATES
| item | 1.0902 1.9030 5729
2 ilem 2 3 -y
. A48 73 6
3 item 3 16822 \Z);ég gj—;lg
§llem 4 1.0963 ~2.6308 4702
4178

DISPLAY 13 POPULATION DEPENDENT PARAMETERS

DIFFICULTY COMMUNALITY PRINCIPAL FACTORS
item | - 9460 2471 4971
!item 2 4071 2915 5399
bitem 3 7449 4732 .6879
litem 4 - 2682 1811 4255
v item 5 - 1.0068 1486 3853

DISPLAY 14. PERCENT OF VARIANCE
26.82909

2. NUMBER OF COMMON FACTORS =2

DISPLAY 20. INITIAL INTERCEPT AND SLOPE ESTIMATES

INTERCEPT SLOPE ESTIMATES
ftem 1 1.139 614 271
iteni 2 677 1.091 —~.758
item 3 973 836 -.068
itcm 4 297 453 103
item 5 1.259 560 500
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- - R
DISPLAY 22, CHI-SQUARIE = 23.79 DF = 17.00 P .l_,:
CHANGE OF CHI-SQUARE = 7.943 DF = 4.00 P = 093
DISPLAY 23. INVARIANT PARAMETERS
INTERCLEPT THRESHOLD SLOPE ESTIMATES
1 item i 1.1427 6182 2776
2 qtem 2 6680 1.0727 7353
3tem 3 9629 B151Y 0613
4 jtem 4 2967 4538 1251
5 ftem 3 1.1880 ,4996 3783

DISPLAY 24. POPULATION DEPENDENT PARAMETERS

DIFFICULTY  COMMUNALITY PRINCIPAL FACTORS
ftem 1 - 9460 3147 5066 2410
]z ftom 2 -.4072 6284 6636 4337
3 fem 3 ~ 17436 4005 16320 0339
4 jtem 4 - 2684 1814 4080 - 1222
5 flem 3 - 1.0067 2319 4162 - 3298

DISPLAY 25. PERCENT OF VARIANCE
1 2

1 28.71957 7.42064

DISPLAY 28. VARIMAX ROTATED FACTOR LOADINGS
1 2

i item 1 .200 524
2 jtem 2 779 145
3 jtem 3 480 412
4 jtem 4 211 370
3 item S 073 526

DISPLAY 29. PROMAX ROTATED FACTOR LOADINGS

1 2
| item | -.015 570
flem 832 -,069
3 ftem 3 361 347
4 item 4 069 381
S item 5 163 612

DISPLAY 30. PROMAX FACTOR CORRELATIONS
I 2

I 1.000
) 397 1.000

Como puede observarse, el programa en primer lugar obtiene las cargas
factoriales no rotadas a partiv de la matriz de correlaciones tetracoricas.
Utilizando éstas y los umbrales estimados a partir dc las proporciones de
primer orden, obtiene valores iniciales de los interceptos (a)v pendientes
(B) utilizando (17.22).Seguidamente proporciona losinterceptos y pendien-
tes después de aplicar el algoritmo EM. Finalmente transforma las estima-
ciones finales otra vez a umbrales () v cargas factoriales (A) —denomina-
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das PRINCIPAL FACTORS .Cuando />> 2, A es rotada a continuacién utili-
zando Varimax y Promax. Como puede observarse, la solucidn final, utili-
zando toda la informacién de los datos, no difiere mucho de la obteni-
da utilizando vinicamente informacién bivariada. Notese que TESTFACT no
proporciona errores estandar de los pardmetros del modelo.

17.7.2. Variables policotomicas: los datos del LOT

Chang, D'Zurilla y Maydeu-Olivares (1994) analizaron las respuestas de
389 sujetos al Life Orientation Test (LOT) de Scheier y Carver (1985). Este
inventario consiste de ocho items con cinco categorias cada uno. A fin de
simplificar su reproducciéon aqui hemos seleccionado cinco de sus items
(items 1, 4, 5, 8y 9) y hemos colapsado sus cinco categorias en tres: la
categoria inter-media ha sido mantenido y las dos categorias méas extremas
en cada cxtremo de la escala han sido colapsadas. Los datos consisten por
tanto en 5variables tricotinicac y por tanto existen 3° = 243 posibles patro-
nes de respuesta. Sin embargo en esta muestra Gnicamente existen 112 pa-
trones dc respuesta con frecuencia distinta de cero. Unicamente estos patro-
nes han sido reproducidos en la Tabla 17.2.

Tabla 17.2
Datos del LOT

Patrén Frec. Patron Frec. Patrén Frec. Patrén Frec. Patrén  Frec.
00000 6 00010 4 00011 3 00020 1 00022 13
00100 2 00102 | 00111 1 00121 3 00122 2
00200 3 00220 1 00222 2 01000 2 01011 3
01021 1 01022 1 01100 6 01110 2 01111 7
01121 1 01122 1 01200 7 01201 1 01210 1
01211 1 01212 1 01221 1 01222 1 02100 6
02110 1 02121 1 02200 6 02211 2 02212 1
02221 | 10000 2 10011 2 10100 1 10120 1
10122 1 10200 6 10202 1 10212 1 10220 1
10222 1 11000 3 11001 1 11011 2 11100 9
11101 | 11110 3 IRREE 4 11122 2 11200 16
11201 3 11202 1 11210 1 11211 4 11212 2
11222 1 12000 2 12011 1 12012 2 12021 1
12100 9 12110 1 12111 1 12200 27 12202
12210 4 12211 3 12212 1 12220 1 12222 1
20022 2 20100 1 20101 | 20120 1 20200 1
20220 2 20222 i 21000 2 21022 1 21100 3
21111 3 21121 | 21122 2 21200 9 21201 2
21202 2 21210 1 21211 1 21220 2 21221 1
21222 1 22000 2 22100 8 22101 1 22110 2
22111 3 22120 1 221222 3 22200 79 22201 8
22202 1 22210 6 22211 8 22212 2 22220 1
22221 i 22222 2

as/



A continuacion discutivemos como analizar estos datos con los progra-
mas LISCOMP y PRELIS/LISREL. En ambos casos se trata de programas
que utilizan procedimientos de estimacién de informacion limitada. Ell este
apartado ilustraremos cémo utilizar LISCOMP y PRELIS/LISREL para esti-
mar datos presentados cn forma de respuestas individuales. Por cllo, asumi-
remos que los datos presentados en la Tabla 17.2han sido transformados en
389 patrones individuales dc respuestas y colocados ¢n un fichero ASCII
denominado loz3.dat consistente en una Unica columna en formato (5F1.0).

De acuerdo con Changer al. (1994) los tres primeros items de estos datos
miden optimismo y los dos dltimos pesimismo. Ambos [actores se hallan
inversamente correlacionados. Por ello estimaremos directamente un mode-
lo de dos factores con dicha estructura.

TI “LOT: dos factores correlacionados sin restricciones en los umbrales”
DA NO=390 1Y=5 MA=KM VT=TH

MO MOQO=SE P3 NE=2 LY=FR PS=FI

FILY{1,2) LY(2,2) LY(3,2) LY(4,1) LY(5,1) PS(1,1} PS(2,2)
VA 0 LY({1,2) LY(2,2) LY(3,2) LY(4,1) LY(5,1)

VA 1PS{1,1) PS{2,2)

FR PS({1,2)

VA .5 LY(1,1) LY(2,1) LY(3,1) LY(4,2) LY(5,2)

VA -5 PS(1,2)

OU WF ST SS ESRS SE

RA FO UN='LOT3.DAT’

(5F1.0)

En este programa nétese que hemos indicado que el nimero de categorias
en los items es ahora tres (VI'=TH en la linea DA) y que los datos son ahora
observaciones individuales (RA en vez de FP en la pendltima linca del pi-0-
grama). A continuacion proporcionamos parte del fichero de salida de este
programa. En este output notamos que LISCOMP imprime los umbrales
consecutivamente de 1 a 10 (2 umbrales por cada uno de los 5 items). Note-
se que el umbral 4 (esdecir, el segundo umbral del itcm 2) es muy pequeiio:

output 9
SAMPLE STATISTICS
1 2 3 4 5
— 679 174 ~.937 -.039 -1.053
6 7 8 9 10
_ 267 314 999 403 1.076
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$3
! 2 3 4 s
i
2 618
3 531 581
g ;wglg - .474 - .43
: . ~ 410 -.355 818
CHI-SQUARE WIT}I
4 DEGREE(S) OF FREEDOM IS ¢ 280
THE PROBABILITY VALUE IS 1787
ROOT MEAN SQUARE RESIDUAL
042
LAMBDA
[ 2
| 726 .000
v 836 000
3 714 000
4 000 953
5 .000 .830
PS
| bl
1 1.000
2 ~.554 1.000
STANDARD ERRORS
LAMBDA
\ 2
I 044 .000
) .038 000
! 045 ,000
} 000 046
) 000 046
PSI
1 2
.000
057 .000

relativo a su error estandar. En LISCOMP es posible introducir restricciones
cn los umbralesy re-evaluar la bondad de ajuste del modelo después de fijar
ese umbral a 0 En el siguiente programa presentamos como hacerlo.

TI1 “LOT. dos factores correlacionados con restricciones en los umbrales*”
DA NO=390 IY=5 MA=KM VT=TH

MO MO=SE P1 P3 NE=2 LY=FR PS=F| TA=FR

FELY{1,2) LY{2,2) LY(3,2) LY(4,1) LY(5,1) PS{1,1) PS(2,2)

VA 0 LY{1,2) LY(2,2) LY(3,2) LY(4,1) LY{5,1)

VA 1 PS3(1,1) PS(2,2)

FR PS(1,2)

VA 5 LY(1,1) LY(2,1) LY(3,1) LY(4,2) LY(5,2)

VA -5 PS(1,2)
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FITA(4)

VA 0 TA(4)

OU WF ES RS SE

RA FO UN='LOT3.DAT’
{5F1.0)

Nétense las diferencias con el programa anterior. En la linea MO se indi-
ca que se trata de un modelo con restricciones estructurales en los umbrales
y en las correlaciones (MO=SE P! P3). La matriz de umbrales se denomina
TAU, referenciada como TA=FR. Mas adelante en el programa indicamos
que deseamos fijar el cuarto elemento de esta matriz a cero. A continuacion
proporcionamos parte del fichero de salida de este programa

output 10
CHI-SQUARE WITH
5 DEGREE(S) OF FREEDOM 1S 6.727
THE PROBABILITY VALUE IS 2415
ROOT MEAN SQUARE RESIDUAL
033
PARAMETER ESTIMATES
TAU
1 2 3 4 5
—.661 .189 ~913 000 - 1029
6 7 8 Y 10
- 260 291 ,982 384 1.073
LAMBDA
1 2
1 725 .000
2 855 000
3 714 .000
4 .000 984
3 000 .829
PSI
1 2
1 1.000
7 -.553 1.000
STANDARD ERRORS
TAU
1 2 3 4 5
,064 .058 066 000 074
6 7 8 9 10
060 062 073 .062 076
860

LAMBDA
i 2
1 0435 ,000
7 038 000
3 045 .000
4 000 047
5 000 046
PS
1 7
1 .000
2 .057 .000

Nétese que en este caso se dispone de 5 grados de libertad ya que se ha
introducido una restriccién mas en los parametros en forma reducida.

17.7.1.2. Andlisis con PRELIS/LISREL

A continuacion incluimos el programa PRELIS 2 necesario para este
ejemplo.

da ni=5

raw-data-from file = |ot3.dat fo
(5f1.0)

la

lot1 fot4 lot5 lot8 iot9

or 1-5

ou ma=pm sm=lot.pm ac=lot.acr

Utilizando las matrices estimadas utilizando PRELIS, pasamos a continua-
cion a estimar los parametros del modelo utilizando LISREL,

lisrel
"LOT:dos factores correlacionados"
da ni=5 no=390 ma=pm

km = lot.pm
ac = lot.acr
la

lot1 lot4 lot5 lot8 lot9

MO ny=5 ne=2 ly=fi ps=sy,fi te=di,fr
le

optimis pesimis

pa ly

10

OO =
_ -0

valpsllps22
frps 12
ou wl xm nd=3
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Como en el caso de variables dicotdinicas, los resiiltados obtenidos son muy
similares a los proporcionados poi- LISCOMP y por tanto no serdan reprodu-
cidos aqui.

TN OO SO s

En este capitulo hemos visto los distintos modelos niultidimensionales
de respuesta a los items existentes basados c¢n la utilizaciéon de In ojiva nor-
mal, asi como los métodos disponibles para la estimacién de estos modclos.
Hasta cl moincnto no existe ningin MRI multidimensional para datos poli-
cotémicos no ordenados. Siii embargo, en principio cs posible modelar ¢s-
tos datos dentro del marco de los modelos expucstos tratando a los datos
policotémicos n0 oi-denados como datos de preferencias de los que tiiica-
mente e dispone de informacion acerca de la opcion preferida por cada
sujeto, pero no del orden de las preferencias de los sujetos poi- las otras
opciones dc los items (Maydeu-Olivai-es, 1995; Takanc & dc Lceuw, 1987).
Esta es una linea obvia de investigacion futura en el area de los MRI multi-
dimensionales.

Todos los métodos de estimacién presentados aqui adolecen de sei-ias
limitaciones. Asi, los métodos de informacién limitada b;}sﬂdos en funcio-
nes de discrepancias cuadraticas ponderadas de Christoffersson y Muthén
se hallan limitados en el niimero de items que pueden analizar debido a la
necesidad de estimar ¢ invertir la matriz de pesos. Muthén y Kaplan (1985,
1992; ver también Muthén, 1993) han investigado los efectos del nimci-o de
variables analizadas y ¢l tamano de la muestra empleada en la validez de Ta
prueba de bondad de ajuste obtenida y los crrores estandar de los pardme-
tros obtenidos mediante la utilizacion del método de Muthén. Estos autores
han concluido que a menos que el nimero de variables sea pequeno y el
tamafio de la muestra muy grande la prucba de bondad de ajuste del modelo
vy los errores estandar de los parametros seran erroneos. Esto se debe a que
el estimador converge muy lentamente a su distribucién asintética tedrica
(Mutlién & Satorra, 1995). Es niuy probable que estos resultados scan extra-
polables a otros métodos de estimacion similares, como los de Christoffers-
son (1975) y Joreskog (1994). Nétese que estas limitaciones de los métodos
de informacién limitada son comunes a la estimacién de MRI unidimensio-
nales y multidimensionales.

Si se utilizan métodos de estiniacién de informacion limitada basados en
minimos cuadrados no ponderados, entonces desapai-ecen las limitaciones
en cuanto al nimero de items que pueden ser- analizados simultancamente,
pero en este caso no se dispone de errores estandar para los pardmetros ni
de una pi-ueba de bondad de ajuste del modelo. Estos, en principio, pueden
ser obtenidos mediante re-inuestreo (Efron & Tibshirani, 1993).Esta cs otra
linea obvia de investigacion futura en este area.

Los métodos tic estiniacién de informacion plena Unicameciite seran mas
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electivos que los métodos de informacion limitada si son capaces de aprove-
char la informacién de las frecuencias de orden superior. Los métodos de
estimacién basados en el algoritmo EM tienen serias limitaciones para esti-
mar modelos con un nimero elevado de rasgos latentes y en general Unica-
mente se mostraran superior-es a los métodos de informacién limitada cuan-
do se disponga de muestras muy grandes y el nimero de rasgos latentes
postulado sea muy pequerio. Recientemente ha aparecido en la literatura
estadfstica un nuevo algoritmo que puede ser utilizado en sustitucién del
algoritmo EM en procedimientos de estimacién de informacién plena. Se
ti-ata del denominado algoritmo de re-muestreo de Gibbs (Gelfand & Smith,
1991).Otra linca obvia de investigacion futura en el drea de MRI multidi-
mensicnales es la invesligacion de la efectividad de este algoritmo para esli-
mar estos iiioclclos. Independientemerite de que se utilice el algoritmo EM o
el de re-muestreo de Gibbs, si se desca obtener errores estdndar para los
pardmetros es necesario desarrollar programas de estimacion de modelos
confirmatorios. Esta es oti-a linea obvia de investigacién en este area.

Con todo, resulta dificil evaluar la efectividad de los métodos existentes
de estimacion ya que existe un nimero muy limitado de estudios que hayan
investigado el comportamiento de los estiniadores existentes bajo condicio-
nes distintas de tamafio muestral, nUmero de items, nimero de factores.
Entre los estudios existentes cabe citar los de Balassiano {1994), Knol y
Berger (1991), Parry y McArdle (1991), Poothast (1993), Reiser y Vanden-
Berg (1994). Mas estudios son necesarios para evaluar claramente los limi-
tes de los estimadores existentes.

Diversos aspectos tales como la interpretacion de los pardmetros del mo-
delo, funciones de informacion de los items y del test, o estimacién de las
valores de los sujetos en las variables latentes que no han sido cubiertos en
este capitulo poi. falta de espacio son facilmente extrapolables a partir- de los
resultados existentes para MRI unidimensionales. Los lectores interesados
en la interpretacion de los pardmetros de MRI multidimensionales pueden
consultar Reckase (1985), Reckase y McKinley (1991), y Muraki y Carlson
(1995). McDonald (en prensa a) y Reckase (en prensa) discuten las funcio-
nes de informacion de los itemsy del test en MRI multidimensionales. En lo
que respecta a la estimacién de los valores de los sujetos en las variables
latentes del modelo, éstas se realizan mediante procedimientos de estima-
cion de informacién plena una vez han sido estimados los parametros de los
items (bien por procedimientos de informacién plena, o limitada), véase
Muraki y Engelhard (1985).

17.9. EJERCICIOS

1. Demostrar que la equivalencia entre la parametrizacion de Lord y la
FA dada en la Ecuacién (17.25) puede escribirse alternativamente
cCOmo

o
jo
W




a, ab,

N T
JI1+a J1+al

2. Considera un esperimento en dos etapas. En la primera etapa, los
sucesos posibles (A, ..., A,)) son mutuamente excluyentes, tal que

Y A, =1. En la segunda etapa, los resultados posibles dependen de
i=1

los de la primera y se conocen las probabilidades condicionales
P(B, A).

a) Demuestra que P(B,) = ). P(BjA)P(A;)

=1

(Nota: Utiliza la definicion de probabilidad condicionada

P(AB) = P(B)  P(B)

y ya que B, debe ocurrir con alguno de los = posibles sucesos A,
P(B)=P(BA, * .-+ BA,)
b) Utilizando el resultado anterior, demuestra la ecuacion 17.1:

Pr(v = Uu) :J ...Jg(v =um =h)f(h)dh
R

(Nota: las variables aleatorias asociadas con los items con categ6ri-
cas, pero las asociadas con los rasgos latentes son continuas.)

3. Demuestra que la ecuacién 17.42 también puede cscribii-se como
G=-0"p,)=0 ")

4. Demuestra que en MRIs policotomicos con ORFs suaves, podenos
escribir

éa 5 o om-d
5 l®) = J : Hﬂ [T 11 [Prty = u,m = h>vl""*]</><h>dh

(=1 k=0
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