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RES U M E N 

En este capítulo se ofrece una introducción a los modelos multidimensionales 
de respuesta los items. A continuación se presenta en detalle el Único modelo de 
este tipo que se ha utilizado en la práctica: el modelo de la ojiva normal, tanto para 
datos dicotómicos como para policotómicos ordenados. Existen dos procedimien- 
tos generales de estimación de este modelo, bien utilizando toda la información de 
los patrones de respuesta, o únicamente la información de las distribuciones margi- 
nales de orden inferior de los datos. Dentro del primer bloque encontramos el 
algoritmo EM; en el segundo, los métodos de estimación propuestos por Christof- 
fersson, McDonald y Muthén. Todos estos métodos de estimación son descritos 
con cierto detalle. Finalmente se presentan ejemplos de cómo estimar estos mode- 
los con el software comercial existente: LISCOMP, PRELIS/LISREL, NOHARM y 
TESTFACT. 



¿Qué son los modelos de respuesta a los items (MRI)? En un sciitido 
amplio, son u n  conjunto de  modelos según los cuales las i-espuestas a los 
items de tests psicológicos dependen de una o más val-iablcs no obsci~~ables  
continuas tal que, u n a  vez el efecto de esas vai-iablcs iiidcpciidieiitcs n o  
o bsei-vabl es es con t 1-0 I ado, I as i u  pues t as  a 1 os i t c n i  s s o  11 i i i  clc pc i i  ti i c i i  t es 
cnti-e sí. Las respuestas a los ilciiis de tests psicol6gicos s o n  I i~ ib i t i i a l i i i c i i i i '~  

\ai-iablcs catcgcíi-icns y coiiio [al son ti-ntadac e11 estos iiiodclos. E i i  In pi.iicii- 

i t  e nis í i  n i ca iii c n t c p i  i'a aqu e I1 os in ode I os que post 11 I aba i i  11 i i  ;I i c l  a c icí i i  11 o 
lineal entic los iteiiis v las mi-iablcs iiiclcpendientes iio obsci-\~ables. En i'csii- 
men , dc ii  o ni i i i  a re ni os M R1 a a q ~ i  e I co iij u n t o de i i i  od c los pa i ~ i  \ l a  1.i a 1, I es cii t c- 
gói-i cas ( o  bsc i.\;ab l e s )  de pe nd i e n t es no-l i iieal m c i i  t e d c LI i i  a o n I 5s vai.iables 
no obsci~/ablcs clue deiioiiiiiiai-cmos latentes. 

Vamos a coiisiclerai- estos aspectos ni5s foi-malniciitc. Coiisicl6i-ciisc dos 
\wtores  de variables aleatorias v y q de dimensiones J I  x 1 y 11 x 1, iwpccti- 
\>:I 111 c i i  í e .  U 11 res  I I I í ad o 175s i c() clc, T u )  I ~ I  cI c I a 1 ' 1 ~ )  1 x 1  I, i I i c1 ;I d I I ( )s pc' I 7 I I i í is i's- 
c t-i b i r 

ca, aclcin5s, se ha venido Litilizando el t C i - i i l i n o  n1oclclos de i~cspliesta a los  

donde u y h son dos i-ealizaciones de las val-iablcs u y q, I-espcctivaiiici-itc, 
/ (h)  es la funci6n de ciensidad de las vai-iablcs alcatoi-ias q y l a  iiiicgixcicíii 
se realiza con respecto a q. Se denominan i i~odelos iic i~iisgo.s lciteiifes (ver 
Bartholoiiie\v, 1987) aquellos modelos en los que 

Las únicas mi-iables que pueden ser obsei-vadas son las u ,  micnti-as 
q u e  las \pal-iables alcatoiias q son iiiobsci-\~ablcs y se asuiiic quc son 
continuas. 
Las variables v son independientes entre sí pai-a t i n  valoi .  fijo de la 
\:ariable q, digamos q = h. Es decir, las \rariables u son contlicional- 
niente iiidepcndieiites o, locnliizeiite independieiitcs. 

La primei-a parte de la definición de los modelos latentes implica que el 
área de integración p-dimensional R viene dada poi- el pioducto de 11 intci-- 
\ d o s  R, = ( -  x ,  Y-). La segunda parte de la dcfinicióii implica q ~ i c  podciiio\ 
escri 11 i 1' 

v,  poi- tanto, podenios i-e-csciibii. ( 1  7.1 ) como 

( 1  7.2) 

En la ecuación ( 1  7.3) es necesario especificar: (a) la diniensionalidad del 
\ ~ c c t o i ~  de vai.iablcs latentes, p ;  (b) la expresión de  la función g ( v i  = ui!q = h), 
y ( c )  la cxpi-csión de  la función de  densidad f(h).  

L A  liiialidad íiltima de  los modelos de  rasgos latentes es la de  ofrecer una 
rcpi-csciitación pal-sinioniosa de datos inultivariados. Es decir, estamos 
iiitci.csados en hallar un modelo del tipo (17.3) que nos proporcione una 
adeciiada rcpi-esentación de los datos en tail pocas dimensiones como sea 
posiiblc. Es dccii., deseamos que 11 sea menor que 1 1 ,  a ser posible mucho 

Los modelos tic rasgos latentes son un conjunto amplio de modelos entre 
los q ~ i e  se encucntiai  el modelo del factor común, o los modelos de respues- 
ta a los itenis. Así, el modelo del factor común es un modelo de rasgos 
I ~ i ~ r i i í c s  car;ictci.izaclo poi. asiiiiiii- que ( 1 )  las variables obscivadas son conti- 
i i u x ,  ( 2 )  las I'iiiicioiics g(i,, = ui!q  = 11) son lineales y (3) la Einción de  densi- 
dnd tic las vaiiables latentes f(h) es inultivariada normal (ver E,ciirici(íii 
17.3). 

El objetivo de este capítulo es el subco1ijiinto de los iiioclelos cIt' i ~ s ~ ~ : o s  

los de I-espiiesin c1 Los i lems.  En la literatura el t6rniiiio &IR1 se s~ielc I U C I ~ \ J : L I ~  

p a r a  aquellos niodelos en los que además las funciones g ( ~ ) ~  = r i p 1  = 11) s o i l  
no liiieales. Aquí seguii-emos esta convención y nos liinitareiiios a la exposi- 
ción de  modelos en los que g(vi = ui:q = h) son funciones no lineales. Aque- 
llos lectoi-es interesados en  la utilización de funciones lineales pueden coii- 
sultar McDonald (1982, en prensa b). 

Existe una amplia literatura sobre modelos unidimensionales de  res- 
pticsta a los itenis, cs decir-, con una única variable latente, p = 1 .  Se han 
pi-opuesto modelos unidimensionales para datos dicotóniicos, policotónii- 
cos oi-denados (escalas Liltert), y policotóiiiicos no ordenados. Thissen y 
Steinbci-g (1986) presentan una taxonomía de tales modelos, En la actuali- 
c l ad  esistcii iiiCtodos de cstiniación apropiados pai-a todos estos modelos 
(ver Balter, 1992). En este capítulo abordaremos el caso más general en el 
que 12 > 1 ,  es decir no asumiremos necesariamente que una única variable 
latente subyace a las respuestas observadas, sino que puede ser iiece'sario 
posttilai- la existencia de varias variables latentes para representar adecua- 
damente los datos observables. A menudo MRi  multidimensionales son ca.- 
paces de niodelai- adecuadamente datos a los que los MRI unidiniensionales 
se ajustan de foi-ma claramente insatisfactoria. 

Se han propuesto modelos multidiinensioiiales para datos dicotómicos y 
para datos policotóiiiicos ordenados y se dispone de métodos de estimación 
iniplenieiitados en pi-ogi-amas conici-ciales para este tipo de datos. Pese a 
qiic se Iian p iupucs to  iiioclelos iiiiillidiiiieiisioiiales para datos policotóiiii- 

i l i ~ i l O i ~  ClLie J i .  

lalciitcc el1 los qiic \~:ii-iables obsei-caclas son catcgí>l'icns, cs clccir, los I J l O ( 1 0  
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cos no or-dcnnclos (ver poi- ejemplo Takane & de Lccii\\*, 1987) Iiasi;i 1;i IccI1;i 
no se ha iniplementatlo ningún p i ~ ~ e d i m i e i i t o  de estiiiiiicióii clc ( l i c l ios  1 1 1 0 -  

delos pot- 10 clue el aiiálisis de este tipo de diitos no es  ciiI>ici.io ctt rsic 
capítulo. Tampoco considemi-eilios aquí iliodelos con así i i toí ; is  i i t l 'c~t~iot.vs 
distintas de cero, es decir, con pai'ánicti-os destiiinclos ;I n i o d c ~ l ; t t .  rI C I I I C  l os  
sujetos inteiiicii adiviiiai. la respuesta coix-ecta a los itcnis 

Asimismo, discutii-eiiios en este capítulo únicaniente iiioclclos li~ii.~iiiii.ti.icos. 

En la litcratui-a de MRI se denominan fitnciones de I-esp~icsta ;i los opciones ;I 

u n  íteni (ORFs en inglés) a las funciones g(18, = u, q = h)  = Pi-(,,, = i i ,  -q = 11). Eii 
los modelos parainétiicos, estas funciones se expresan como u n a  i'uncicíii d e  
una o mi s  constantes que deben ser estimadas a las qiie se p~icclc asignar 
una interpretación psicológica. A estas constantes se las denomina pa1-6iiic- 
tros. Así hablamos, poi- ejemplo, de paráiiieti-os de diso-iiiiiiiaciói7 o de cli / l-  
ciiltod. En los modelos no par-ami.tricos, en cambio, los pai-áiiicti.os clue 
Lipai-ecen en las ORFs carecen de interpretación alguna (Mavdcu-Olivai.cs, 
1994). Hasta e l  iiionicnto, no se ha propuesto ningún nioclclo iii~iliitliiiicii- 
sioiial d e  i-cspuesta los items no paramétrico (vei- sin cinlxii-go Lcvinc, i 994; 
Hoijtink & Moleiiaar, 1996). 

Durante afios, los cfcctos de los items v los cfcctos tlc las vai.inl,lcs latcii- 
tes tian sido tiatados como efectos l f j o s  en In Ii tc , i -at t i i .a  de teoría d e  i-cspiics- 
t a  a los itciiis. Ver-, poi- ejciiiplo, Lord (1980). En este cnl'oc~~ic, se cspccil'ic;i 
una fiinción paixniéti-ica para cada una cfc las ORFs (por  e,jcniplo una I'iIti- 

( C ~ L I C  coi-i.cspondc a la posici6n del sujeto en el coiitiiiuo iq3r'cseiitaclo / p o l '  la 
i ~ i r i  a ble 1 a te i i  t c 1. El o bj e t i  vo es e t i  ton ces el es t i t na 1' si in i I 1 t 5 n ea ni c t i  t c I OS 

parrínietros asociados con los items y los par-áiiieti-os asoc iados con l os  sit,je- 
tos. Sin ciiibai-go ta l  y como notaron Ncvnian v Scott ( 1  948). dado C ~ L I C  10s 

pa 1.5 ni  e t ros a soci ad os con i os su j c tos ail ni en tan e t i  n í i  in cix co  ii ¡'o i m  c se 
inci-emeiita el tamaño de la muestra, las deseables propieclacles xiiritóticas 
de los ectiniadoi-ec de nijxiina verosimilitud o mínimos cuarlrados genet-al¡- 
zados no se cuniplen. Como medio para solventar este pi-oblciiia, Bock >' 

i-icl~ci-iiiaii ( 1970) propiisici-on consider-at. ;I l os  iiciiis ~ 0 1 1 1 0  1111 cl 'vcio í i,jo, 
pci.0 21 1:is \~;il~iablcs latentcs como 1111 electo a lca lo i~ io .  En tal c;iso, se csti- 
iiiLii-ían los pal-6metros asociados con cada tino tie los itciiis, pero úi-iica- 
iiiente se estiinai-ía la disti-ibucióri ( o  densidad) d e  l os  pai.ríiiicti.os tisoci:itios 
COJI los sujetos. Este es el enfoque que seguirenios en este capítlilo. As í ,  e11 

las ecuación ( 1  7 . 3 )  que utilizanios coino del'inicióil de iiiodclo cic i.;isyos 
ILitcntes ( y  poi- tanto como definición de i i ioclclo d e  rcspltcstri ;I 10s iiciiis) 
apaicccn los items como u n  electo f i jo  -cicbciiios esti i i i a i .  cacla l l i i n  dc l a s  
ORFs, es decir, las fxinciones Pi-(isi = L L , ~ ~  = h)- v las vai.ial,lcs latentes co -  
iiio Lin el'ecto aleatorio -únicamente dcbeiiios cstitiiai. iíi ilcnsiciad d c  ias 
\xi-iables latentes f'(h). 

La conceptualización de los modelos de rasgos latentes como iiiotlclos 
niist»s (items como efectos fijos, rasgos latentes como efectos alcatorios) es 
la iitilizacla poi- ejemplo por Bartholomew ( 1  9871, McDonald (en pi-ciisa h ) ,  

cicín I o y í S L i C n  de ti.cs paránietros), v se Lisigna L I I l  p~~l~5nlcLl~o ;I c;1da S l l j ~ ~ i O  

o Holland ( 1  990). N o  se cubi-it-in en este capítulo los modelos de i-xgos 
latentes coinpletaniente fijos (como en Lord, 1980). El lector- interesado en 
1 ,  1' . ' 'I c istinción entre el ti-atamiento de las val-iables latentes como efectos fijos 
c) efectos alcatorios puede consultar McDonald ( 1985a). Mislevy y Stocking 
( 1989), Ycii ( 199 1 ) y Bakei- ( 1  992), coiiipai-an la coiiceptuülización de los 
modelos cle respuesta a los items uniditiiensionales en los que se trata a los 
i t c in i  y a 10s i.asgos latentes como efectos fijos iiiipiementada en el progi-a- 
i n i a  LOGlST (Wingei-sky, Barton ¿G Lord, 1976) con la conceptualización de  
los itenis como efecto Fijo y los rasgos latentes como efecto aleatorio irnple- 
tiientatla en el programa BILOG (Mislevy & Bock, 1989). Estos autores con- 
cluyen que en general se obtienen mejores resultados si se trata a las vai-ia- 
bles latentes como efectos aleatorios. 

En es  t e cap ítu I o <I i i  i came n t e di sc LI t i remos ni ocl el os paraiii é t ricos no1 i - 
ticales clc rcspiicsta a los itenis del tipo 

cl o 1-1 tl c fp (*) re pi-ese n t a una f u n  c i 617 param 6 t ri ca cs t i k  tri me n te no I in ea 1 pc 1.0 

: i c l i t i v a  cii los pni5nictr-os p. Estos modelos se han denominado inodclos no 
liiicalcs Loi i ipc i isa ln~ios.  en coiitr-aposición a los modelos multiplicativos (o 
//o c o i r r / " i i . s ~ i i o i - i o s ) ,  del tipo 

Syi-npsori ( I  978) y Whitely ( 1  980) han propuesto modelos unidimensionales 
no cornpcnsatorios (ver Reckase, en prensa). Sin embai-go, no  existe ningún 
pi-occditiiicnto satisfactorio de estimación de tales modelos en modelos mul- 
t i cl i I 1.1 c n s i ( 1 11 a 1 es .  i .as tlos f II i i  c ion es  para ni 6 t r i cas , (i, ( ) , i d s  LI t i  1 i zad as e n 
( I  7 .4 )  1 i ; i i i  siclo 1;i c i i i i i i i i a t i v ~ i  logística y 121 c~iiiitilntiva rioriiial. En el caso cle 
I 11 ( )cl c I ( ) s  L I  11 id i ni  en s i o i i  al es  I a I i i  n c i 6 n I og íst i c a p i u e  n t a ciertas ventajas so- 
11i.c la iioriiial, iiiicntias q ~ i e  en el caso de modelos miilticiinieiisionales la 
I ' i t  I i c i O n I I ( )  ini a I p i'cse n t ;I c la I-as ve t i  t aj a s s( )b re I a I og ís t i c a  ( M i sl evy , 1 9 8 6). 
Di\wsos a u i o i u  han postulado modelos niultidiniensioiiales de I-espuesta a 
l o s  i t e m s  lxisaclos en 1;i ftinción cuiiiiilativa logística (McKinley & Reckasc, 
1983; McDonald, en pi-ciisa a). Cai-lsoii ( 1  987) ha tlcsarrollado L i n  progi-aiiia 
ilciioiniiiado MIRTE que permite estimar dichos modelos. Sin embargo di- 
cho  pi.ogi'aiiia t i . a t a  a las \mi-iables latentes como un efecto fijo y se ha  corn- 
pi-obado (IW Rcckase, en prensa) qiie también en inodelos niultidiiiiensio- 
nales la estimación utilizando un  modelo mixto es más efectiva clue la 
estimación utilizando un modelo de efectos únicaniente fijos como en el l ~ o -  
g a m a  MIRTE, por lo que los modelos niultidimensionales basados en la f t i i i -  

ción logística no sci-6n discutidos aquí. 
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clondc scgiin (1  7.1 1 ) 

Fiiialmcnte, para dernostrar que el modelo cspeciil'icacio pot' l as  cctiacio- 
nes ( 17.10) a (1  7.14), es el mismo que el cspccilicatlo poi. ] a s  ccuacioncs 
(17.6) a (17.9) es necesario hallar la equivalencia eiitrc las ccuacioncs 
( 1  7.6a) y (17.2 1 ) .  Esta viene dada poi- 

lo que concluye la demostracion de que (17.6) y (17.21) son difcrcntcs pa- 
rametrizaciones del misnio modelo. Denominaremos la par-ameti-izacicin da- 
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c i a  en ( 1  7.6) conio pal-ameti-izacibii de teoria de respuesta a 10s items (TRI), 
v la parametrizacicin dada en ( 1  7.2 1 ) como parametrizaci6n factor analitica 
(FA). Esiste aun otra parametrizacicin altcrnativa del mismo modelo, quizas 
la 1115s conocida poi. scr la utilizada en Lord y Novick (1968) y Lord (1980). 
Esta cs 

(17.23) PI-(\>, = 1 I T  = h )  = @[n,(72 - b,)l 

dondc a, es el denominado parhmetro de discriminaci6n y b, es el denomina- 
d o  par5rnetr-o de dificultad. Sin embargo, la parametrizaci6n de Lord unica- 
rnentc puede utilizarse en modelos unidimensionales y no sera utilizada 
aqui. La equivalencia entre la parametrizaci6n de  Lord y la TRI viene dada 
por- 

a, = /j, v b, = -1J, (1 7.24) 

mientras clue la cquivalencia entre la paraimetrizaci6n de Lord y la FA viene 
cl:Kia pol- (vcr Lo1.d KL Novick, p. 375) 

Cuando las variables observadas son policotomicas, v, = ( O , l ,  ..., i n  - I ) ,  
asumiremos como en el caso dicotdmico que 10s rasgos latentes siguen una 
distribucidn niultivariada normal dada en (17.7), y que q ( e )  en (17.4) es una 
funci6n cuniulativa normal esthndar, denotada por @(*), aunque en este 
c x o  las ORFs vienen dadas por 

PI-( = i f ,  q = h )  = 

P I . ( I , ~ ~ ~ ; I -  1 q=h)=(D(r,, , , ,  ,+P:h)  si I,, = ; I ?  - 1 

T ' I - ( I , , ~  1iq=h) - P I - ( ~ ' , ~ ~ ~ ~ = ~ ) = ( P ( c c , , , +  P:h)-@(./,,,+P:h) ~i I , , =  1 
1 -P1- ( \ , ,>1 iq=h)= l  - ( D ( x  I .  I +P:h) si \s,=O 

(17.26) 

N6tese que en cuando 10s items constan d e  HZ categorias, cada item tiene 
asociados 171 - 1 interceptos, x ~ , ~ ,  lc = 1 ,  ..., 171 - 1. En lo que sigue, es conve- 
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niente introducir la siguiente notacion. Sea 

I si i j , = k  ( 17.27) 
0 en caso contrai'ici lil, = 

con lo  clue en V C L  dc (17.9) escribircmos 

[ 171 - 1 si y, >, T,,,,, I 
I 

[ o si y, < T,, I 

Por tanto, como en el caso de variables dicot6nIicas, utilizal-emos ( 1  7.14), 
donde f "  (y) es  la densidad multivar-iada dada en (17.10) 11 R* cs u11 Are, I Z -  

dimensional de integraci6n aunque en este caso 10s intervalos son 

Por tanto en este inodelo las ORFs, 

cloiiclc I//, cs cl i-ni.sitno clcmcnto diagonal de Y dcfinida en  (17.19). 
Utilizando (17.16) v (17.17) -aunque sustituyendo (17.8) por (17.28) en 

( 17.17)- se demuestra que 10s enfoques FA y el TRI son equivalentes tam- 
1iii.n en el caso policcitomo ordenado, con equivalencias obtenibles utilizan- 
do ( 1  7.22), a u n c ~ ~ i e  en este caso hay HZ - 1 umbrales(.r)/interceptos(cw) en 
cadn item, cn vez de uno solo conlo en caso de variables dicot6micas. - 

17.3. FUNCION DE VEROSIILIILITUD MARGINAL CONDITIONAY, 
I< INCONDICIONAL EN MODELOS DE RESPUESTA 
A LOS I ' r m S  

En la literatura de MRI se ha venido denominando estimacidn marginal 
de 10s pal-Ametros a aquellos procedimientos de estimacidn que tratan a las 
variables latentes como efectos aleatol-ios acerca de 10s cuales unicamente 
cs t ima inos  SII distribucibn. Esto cs en co~~traposic ibn a otros procedimien- 
tos propuestos de estimaci6n tales coin0 mBxima verosilnilitud condicional 
o mBxima verosimilitud conjunta (ver Baker, 1992) que tratan a las varia- 
bles latenies como efectos fijos. En este capitulo unicaniente trataremos 
p I-occd i m i en tos de es ti m ac i 6n marg i n a I es , 

Las  I - C S ~ L I C S ~ ~ ~ S  ;I 10s items son variablcs categbricas y podenios agrupar- 
las en una tabla de contingencias m", donde wz es el n6mero de opciones de 
cada item y IZ es el niimero de items. Si 10s vectores de rcspuesta a 10s items 
son indepcnclicntes e identicamente distribuidos, entonces las observacio- 
nes siguen una distribution multinomial (ver Agresti, 1990), y por tanto la 
distribucibn conjunta de 10s datos, L(v!n), es decir, la probabilidad de la 
niucstra tle acuerdo con el inodelo es  

822 
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n,(S) = Pr(v = u) = [,.. 1 qi(0, A@A' + U) (enfoque FA) (17.34) 

donde R" es un 6rea 12-dimensional de integracion dada por el pi-oducto de 
intervalos del tipo (17.15) si 10s items son dicot6micos, o (17.30) si son 
policotomicos, o que 

R -  

n c ( 9 )  EZ Pr(v = u) = [,;.[PI-(\# = ulq = h)q5(h)dh = 

n Pr(vi = ulq = h) q!(h)dh (enl'oque TRI) (17.35) 

donde R es un Area p-dimensional de integracion ya clue la intcgracihn 
se realiza con respecto a q y por tanto R, = (-a, .;). Las funciones 
Pi-(\', = t c , ' q  = h) son las ORFs, es decir las probabilidadcs dc obscivar una 
respuesta determinada a un item condicionadas a un nivcl fijo dc las vx ia -  
bles latentes. Las ORFs vienen dadas por (17.6) y (17.26) en 10s casos dicotti- 
mico y policot6mic0, respectivamente. 

Sea vet(*) un  operador que mapea 10s elementos de una matriz en L I ~  

vector. En el enfoque FA 6 = vec(7, A, @), mientras clue en el cnfoq~ic TRI 
6 = vec(cu, p, Q). Notese que 10s enfoques FA y TRI no difieren iinicamentc 
en la parametrizacidn de 10s modelos, sino, y esto es mucho ni5s importan- 
te, en c6mo formulan la funci6n de  verosimilitud clc 10s clatos. En el cnlocliic 
FA, la estimacion de 10s paritmetros se realiza a partir dc las probabilidaclcs 
marginales de observar 10s items, es decir, Pr(v = u). En contrastc, en el cnlo- 
qiie TFU, la estimacion de 10s parametros se realiza a partir c k  las pi-obabili- 
dades de 10s items condicionadas en 10s rasgos latcntcs, Pr(v = u q = h), cs 
decir, a partir de las ORFs. Ambos enfoques, como sc h a  dcmostrado en el 
apartado anterior, s o n  cquivalcntcs. 

Una vez se han obseivado 10s datos, la Iuncidn ( 1  7.33) clcpciiclc clc 10s 
p a r h e t r o s  del modelo y la denominaremos funcidn de verosimilitucl, 
L(9 ,v ) .  Toniando logaritmos en (17.33) obtenenios 

= I 
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( I o i i c I c '  (' i's 1 i i i ; i  cons ia i i i c  qiic n o  tlcpciitle cIc 10s parrimetins tlcl inotlclo, v 
11, I I ~  /N  cs 1;i pi'oporcitiri obscrvacla tIc su je tos  con patr6n dc rcspuestas 
v = u,  o lo clue es lo niismo, en la celdilla c de la tabla de contingencias. La 
cspt.c.sitiii ( 1  7.36) c's l ~ i  luncit in dc vcr~osimili~ritl marginal de 10s paritmetros 
+) c11 10s iiiodclos clc respuesta a 10s items. Dependiendo de que q(8) se 
cxpresc ~01110 ( 17.34) o ( I  7.35) la denoniinarenios fiuicidn de verosinzilittid 
l t i o /y , r t i c l /  iircoritlicioizcil o condicior?nl, i-cspcctivanicnte. 

Para cvaluar la funcibn de verosimilitud (17.36) es necesario calcular 
x , ( 6 )  utilizantlo (17.34) o (17.35). Ndtese que en estas dos expresiones es 
ncccsario cvaluar iina integral multivariada normal. Las integrales multiva- 
riacias noi-males no pueden ser resueltas directaniente aunque si pueden ser 
aprosiniadas nuinCricamente si la dimensionalidad del Area de integraci6n 
es pcquefia (digamos < 5). ObsCrvese que en (17.34) es necesario evaluar 
integrales niultivai-iadas de dimensi6n 11 (el nilmero de items), mientras que 
en ( 17.35) cs nccesario cvaluar I T  integrales univariadas (las coirespondien- 
[cs  ;I ];is OKF) y seguidamcntc cvaluar una integral multivariada de dimen- 
sitiii p (c.1 i iR11ici .o clc varinblcs latcntcs). Pcse a cpe a priniera vista par-ece 
muclio m6s conveniciite utilizar (17.35) que (17.34) para estimar 10s par8- 
metros de 10s modelos de respuesta a 10s items, cada uno de 10s enfoques 
tiene sus vcntajas y desventajas, 10s cuales discutiremos una vez hayamos 
presentado procedimientos de estimacion basados en ambos enfoques. 

17.5. LSTIZIACIOC RASADA E N  LA FUNCION DC VEROSIMILITUI) 

DC I ~ F O I i \ l A C I O N  LIMITADA) 
XlrZKC;IYAI, I'VCONDICIONAL (PROCEDIAIXENTOS 

En este apartado examinaremos 10s mCtodos de estimacion propuestos 
por Chnstoffersson ( 1  975), McDonald (1 9 8 5 4  y MuthCn (1 978, 1984). De 
Cstos, iinicamente MuthCn (1 984) aborda el caso de datos policotdmicos 
ordenado\ El I esto dc mCtodos de estimacion fueron propuestos para varla- 
blcs cl ILO td 111 I Ci l \  

Para estimar u n  MRI normal utilizando la funci6n de verosimilitud mar- 
ginal incondicional es nccesario cvaluar rcpetidanicnte la integral multiva- 
ikicla noi~iiial  dada en ( 17.34) cuya tlimcnsionalitlad sc incr-ementa lineal- 
incntc con el niimci~o de items. Dado que ilnicamente podemos aproxiniar 
numi'ricaniente una integral multivariada normal de dimension inferior- a 5, 
csto implica clue utilizando (17.34) iinicamente podemos estimar directa- 
meiite tests de unos 5 items, lo cual no resulta muy iltil en aplicaciones 
reales. Sin embargo, obviamente podemos evaluar utilizando (17.34) la pro- 
babilidad de la respuesta a un item, o a una pareja de items. Estas son 
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p, = rl! + i:,  i = 1, ..., I ?  

i = I ,  ..., 17 - -  I ;  
I I 

( 17.41) - 
p ,,,, - TI ,,,, + L,,, 

i' = i t- 1 ,  ._ . ,  I /  

I ,I iliicyyal dada en (17.40) no tiene uiia soluci6ii dirccta, pcro puedc a p ~ -  
\ I I I I , I I ~ S ~  utilizando una sei-ic iiirinita tetrac6rica 

(1 7.44) 

dondc, conio aiiterioi-niente, $(*) y @(a) son la funcibn dc densidad y fun- 
ci6n cumulativa normal estandal-, respectivamente, y ~(x) es el polinomio 
Hermite-Tcheb?/chet~, dado pol- 

x\ 21 si p es par 1 r i  

( 1  7.45) 
si p es impar 

;,,(,I) = -- - c ( - 1 ) '  
\/S! I 0 2"!(s - 2 t ) !  ' 

Obtcndrianicis una  cstimacicin csacta de T [ .  . si ittilizliselnos un niimuro infi- 
Chl.isioffcl-ssc,n ( I  975) 

siigicLr.ct ir~ilizai. 10s clicx pi.iiiicl.os LCi.milic)s de dicha scrie pa~.a apl.osimal~ 

Finalmcnte, podcmos estiniar 10s parametros del modelo 6 niiiiinlizando 
la sunia dc resiiluos enti-c las propol-cioncs de primel- y scgundo ordcn ob- 
s c ~ ~ d : i s ,  i),, y p , ,  ,, y las piulccidas por el modelo, n, (8) y z (<)), cs decil., 
pod riamos mi n i ni i za r 

nito dc ICrminos c i i  In scric (17.43). En la ( 1 1  prrictica, I 

r~azon~lblc llll! I 1  L l! n, , , , . 

'I' I 

( t 7.40) F ( 6 )  = E'E = (p - -rr(S))'(p - n(8))  

donde E pucdc ser particionado siguiendo ( I  7.4 I )  en E = (E,, c,,  ). 13 cstiiiia- 
dot- de niinimos cuadrados ordinarios (17.46) es consistelite (SII vaI-ianzn 
tender8 a cci-o conforriie se incremente el taniafio de la muesti-a) pel-o no 
ser5 eficiente (es  decir, no tendl-2 varianza minirna) a menos que las varian- 
zas dc las E Sean iguales. Dado que las varianzas de p i , ,  , dependen de TI<, y n, , 
(vcr Agi-csti, 1990), cs inuy improbable que las varianzas de  E Sean iguales y, 
poi. I a i i L o  e l  csliriiador. dc Ininili1os cuad~.ados ordinal-ios ( 1  7.46) no sc1.5 cn 
gcnci-al cficicnte. Podriamos obtener un estiniador eficiellte si en vez de 
utilizar niininios cuadrados ordinarios utiliz6semos u n  estimador- de niini- 
mos c' I i XI I X I C  )s gc iicia I i z:rclos 

en el que ponderanios 10s errores E poi- el inverso de su matriz de varianzas- 
covarianzas, Zt, utilizando un estimador consistente de  esta, que denomina- 
inos W (vei- Christoffersson, 1975: Apkndice 2). W depende de las proporcio- 
nes dc tercer- y cuat-to oi-den dc 10s datos. Cualido el modelo cst5 especifica- 
do coi-rectamente, F ( 3 )  se distribul\ie asint6ticalnente con-lo una l' con 
! / ( I 7  + I )  

- q gix ios de libel-tad, donde 12 es el numero de itenis >' q es el 2 
numero de  parAi-netr-os independicntes en ~ e c ( 7 ,  A, @). Este estimadol- es 
e k i e n t e  entre todos 10s estimadores que utilicen la inisma informaci6n, es 
dccir, ]as disti-il~Llci(mcs marginales de primel. y s e p n d o  ol.den de 10s dntos .  



La base del procedimiento de estimacion de McDonald ( I  985a, en prensa 
b) se halla en su clasificaci6n de 10s modelos de rasgos latentes en (ver- 
McDonald, 1982): (1) inodelos estrictainente lineales, en 10s que las ORFs son 
lineales en 10s coeficientes y en 10s rasgos latentes, por ejemplo, anilisis 
factorial; (2) iizodelos lineales e17 zliz seiztido aiizplio, en 10s que ]as  ORFs son 
lineales en 10s coeficientes pero no en 10s rasgos latentes, por cjemplo, 10s 
modelos de analisis factorial con inter-accioncs entre 10s factores o con Tiin- 

ciones po l inh ieas  de 10s factores descritas por McDonald (1967); y (3) i i w -  

delos estrictaiiieizte no lineales, 10s cuales no pueden ser representados como 
un modelo lineal en sentido amplio con un numero finito de tkrminos, poi- 
ejemplo, el modelo de TRI normal o el logistico. 

Cualquier modelo de rasgos latentes estrictamen te no lineal puede ser 
representado exactamente niediante una ser-ie infinita polin6mica utilizan- 
do a n  61i si s Foul-i er, t ambikn den om i n  ado a n i  1 i si s a i -mb n i co ( M cDon a1 d , 
1967). Por tanto, cualquiera de cstos modelos piicdc scr aproximado kin 
precisamente coino se desee en un cierto intclvalo de los rasgos Iatcntcs 
reteniendo un numero apropiado de tkrminos en la scric inlinita. Tomemos 
el caso del modelo que nos ocupa, el inodelo de respuesta a 10s items multi- 
dimensional normal. Scgii n es  te in o d e  lo, la probal,i I id ac! CI c I :I rcspt I cs  t a ;I 

un item condicionada a unos valores fijos de las variables latcntes ( c s  clccir 
la ORF) viene dada por. (6a) -0 equivaleiitenicntc poi. (17.2 I ) -  y podemos 
escribir 

donde ;I(*) es el polinoniio Hermite-Tchebycheff dado cn ( I  7.45) con argu- 

niento - y 
7, -t P:h 

J 4 
[S8 = p:a'p, ( I  7.49) 

McDonald (1985a) muestra como en el inteivalo q E ( -  3 , 3 ) ,  la ORF del 
modelo TRI normal es aprosimada 1-azonablemcnte poi. un polinoinio Her- 
mite- Tchebycheff de tercer orden, es decir, podcmos cscribii- 

donde 
I 

Jtilizanclo la aprnxinincidn ( I  7.50), obtenemos que 

n, = i , o  (17.52) 

(17.53) 

1.0s pai5mctros dcl modelo son estimados coino sigue (Fraser, 1988): En 
orimer lugar se obtiene una estimacion inicial de a utilizando (17.52). 
Seguidamente 10s parametros restantes del modelo, B = (PI, ..., p,J y <D 
;on estimados minimizando una funcion de ininimos cuadrados ordinarios 
riel tipo (17.46), aunque 6nicamente se incluyen en dicha funci6n las pro- 
2orciones de segundo orden. Finalmente se re-estima a. Este procedimien- 
:o se ha impleinentado en el programa NOHARM (Fraser & McDonald, 
1988). 

Sustituyentlo ( 1  7.51) en ( 1  7.52) y ( 1  7.53) y comparando con (17.43) ve- 
m o s  que el mdtodo de estimaci6n propuesto por McDonald (1  985a) es id&- 
tico a1 propuesto por Christoffersson (1975) excepto por (a) el mCtodo de 
McDonalcl titiliza Lin cstimador de minimos cuadrados ordinarios, mientras 
.11ic el inktodo de Christoflei-sson utiliza un estimador de minimos cuadra- 
-10s gcncralizados; (13) Christoffersson utiliza diez terminos para aproximar 
(as probabilidades bivariadas n niientras que McDonald iinicamente uti- 
lixa cuati.o. 

Como consecuencia de estas diferencias, el metodo propuesto por McDo- 
nald prcscnta dos clams desvcntajas respecto a1 de Christoffersson: 

a)  

' I '  8 '  

El estimador utilizado no es eficiente, es decir, las estimaciones pue- 
den tener mayor variabilidad que las obtenidas utilizando el mCtodo 
de Christofferson. 
N o  se dispone de errores estandar de 10s parametros del modelo ni 
de una pnieba de bondad de ajuste global del modelo. 

b) 

El metodo de Christoffersson, por su parte, presenta tres desventajas 
respccto a1 dc McDonald: 

a) El numer-o de items que puede analizar simultiineamente no es muy 
elevado (20-25 items) debido a la necesidad de invertir la matriz 
asint6tica de covarianzas entre las proporciones. 
Las propiedades 6ptimas del procedimiento son asintoticas. En 
muestras pequeiias, 10s errores est5ndar y la pnieba de bondad de 
ajuste pueden ser incorrectos, e incluso 10s parametros del modelo 
puede que Sean estimados de forma menos eficiente que mediante el 
procedimiento de McDonald. Esto es debido a que las propiedades 
asintriticamcnte 6ptimas de este procedimiento de estinnacidn se ba- 
san en la utilizacih de la matriz de pesos W la cual es estimada 

b) 
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l l l ~ i ~ l o s  IiiLIy ~ ~ o l ~ l ~ ~ ~ l i l ~ ! i l l i ! ,  clc :iIií 13 d i ~ s v c ~ l i l a ~ a  clcl ~ ~ i ~ ~ ~ c ~ " l i i i i i ~ ~ i i i ( >  cIc 
( : I1 1.i s I ( )  I ' l '~ ' I 'SS( )I 1 e11 I11 llcbs l1-;1s pcqi IC'iiiiS. 

I)i.()ccdiiiiiciiío de estimación de Clii.istol.lci.ssoii es  basíiiiitc lcs i i io .  

Ello se debe a que en cada iteración del pi-occdiiiiicrito de iiiiiiiiiiiza- 

cióii es necesario aproximar las pi-obabilidacles bivai-idas incdiantc 
una serie de diez términos. En el pi-ocediiiiicnto de McDoriald t a n -  
bien es necesario aproximar las probabilidades bivai.iadas rnediaiitc 
iiiia serie en cada itci-acióil del procediiiiicnto clc miiiiiiiizacióii, pero 
únicanienle se utilizan cuatro tériiiinos en vez dc. diez. 

c)  

McDonald (198.5) I-cpoi'ía estudios tic siiiitilacicíii qiii' iiiclicaii q i i c  /:I 

núiiici-o tCimiinos i-ctcniclos e n  la sci.ic, y qiic los piii5iiicti.os cssí i i i iaclos 
mediante la api-oximacióii cúbica iiiiplemcntacla cin NO1 I A R M  110 so11 s{i l>s- 
tancialmentc más precisos que los obtenidos nicdiaiiic una api-osinlacicíii 
lineal a las ORFs (es decir, utilizando úiiicamciite dos teriiiiiios e11 la sc i i c ) .  
Por otro lado, las proporciones i-esiduales, olwianieiite, ticiitlen a SCI' iiirís 
pequefias confoi-iiic se incluyen iiilís tCi-niinos c i i  la sci-ie. Kiiol y I-3ci.gci. 
(199 I )  >' Bnlassiaiio ( 1  994) ha i l  i-calizado cli~ei-sos cstiidios clc siiiitilncicíii 

que  iiidicaii que el i i i C t o d o  de cstiiiiacióii clc McDoiiald es  siil'iciciiiciiii.iiIc' 

preciso incluso en n iucs t ix  pequeñas. 
NGtcsc qiic cl in6todo dc estiinaci6ii de McDoiiald I I O  i i i i l iza 1;i I'iiiicitiii 

ORFs mediante una sei-ie de Foui-ier. Siii embargo, lo hemos iiicliiido e n  
este apai.taclo ya qiic c:s u n  i i i C i o d o  de csiiiiiacicíi1 clc iiifoi.iiiaciOii liiiiií:i<l;i 

p I-cc i s i  0 I 1  c( ) I1 q I le se es  í i mn I1 I ( )S pa 1.5 I1 1 c I I ' (  )S I 1 ( ) ( I  C' pi' I I cI C' c*s I )C'C i ;I I I I I i' I 1 I c s  c I I> I 

de \'e 1'0s i I l l  i I i t  LI d i n  a 1.6 i I 1  a I i 11 c o ncl ic i o I 1  a l ,  si no qllc i I 1  tc I 1  I ;I a 11 I'( 1 I i I1 1 a I I ;1 s 

qi1c lieiiios \/isto qiic es  cclLli\~alciitc al clc c I i i ~ i s l o l~ l c i - xso i i .  

M i i t l i b  ( 1  978) pi~opuso una iiiodilicaci6n dcl pi-occdiiiiiciilo iclcaclo poi. 
Christoffersson ( 1  975) que hizo que éste fuese abantlonado i5piclaiiiciite. 
Básicamente, Muthén (1978) sugirió realizar una transforriiacióri no liiical 
en (17.39) de forma que los parámetros del modelo, 9 = (7, A,  <I>)', en vez de 
ser estimados a partir de las propoi-ciones de pi-iiiiei. y seguiido oideii, fue- 
sen estimados a partir de los pal-ámetros en íoriiia rcclucida de la disti-ibw 
ción de y,  es decir, los umbrales, T ,  y los elenieiitos de 1, (las coi.i,clacioiics 
tetracói-icas 0 policóricas, p). Es decir, el estimador de MuthCn consta de 
dos etapas: En la primera etapa se estiman los pai$ilicti-os CII forma i-educi- 
da K = ( T ,  p)'. En la segunda etapa, los denominados pai-ámeti-os fuiidaiiicii- 

mador de mínima distancia. 
tales ij se cstiiiian a pai-tii. de los pni~ámcli-os i-cclLiciclos lililizailclo ill1 csli- 

Muthén (1978) presenta su estimador como u n  estimadoi basado en el 
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i i i t ,1o(lo ( I < ,  i i io i i i ( * i i íos ,  Si i i  ciiil)ai-go, su inetodo también puede ser conside- 
i , : ic Io  ( x ) i i i o  i i i i  csiiiiiadoi- sccueiicial de  máxima verosimilitud. Basándose eii 
( $ 1  l) i, i i ici1>io de iiikxima vci-osimilitud, Muthén ( 1  984) amplió su estimadoi- 
\(Y.I i c a i i c , i : i l  ;I l'iii cic podci. analizai. siiiiiiltáricamcntc vai-iables dependientes 
coiitiiiiias, cciisuiadas v categóricas ordenadas. Así, el estimador de Mutlién 
( 1984) pcriiiite incluir variables esógenas en modelos de  respuesta a los 
items, por ejemplo, características de los items o de los sujetos (ver Muthén, 
1987b). Aquí expondremos el estimador de Muthén utilizando el principio 
de iiilísiiiia verosiinilitud (vei- Muthen y Satoi-1-a, 1995; Joreskog, 1994). El 
I'i'occdimiciii(-> descrito en M~i thCi i  (1984) se clirerericia del expuesto aquí  e11 
cl I ic se Ixisn cii 11 i n  xi ni i z~i i .  1.11 iic ioiics de v c i w  i ni i l i  t iicl de da tos i iid iiviciii ;I les, 
cii \'LY clc daios :igi.iipados (pi.ol~"i.cioiics), in1 y coino lo dcsci.ibiiiios acl i i í .  
Cii:iii<Io i i o  sc' c sx í i i i i : i i i  \,:ii.i:il>IL>s c~scípsii:is, \' c'ii c~)i ic i .c*ío,  cuando sc uiilizaii 
p;ii.:i c x í i i i i : i i .  M l i l  iiiiiliicliiiiciisioii~ilcs, iiiiibos I".occdiiiiiciiios son cqiii\.:i- 
I C ' I l  tcs. 

Uii i i  g i u i  \viiía,ja del proccdimieiito de Muthéii es que permite estiniai- 
iiitlistiiitaiiieiit~ modelos pai-a datos dicotóinicos o policotómicos oi-dena- 
dos. Supóngase sin phi-dida de geiiei-alidad que todos los items tienen 1 7 7  

categoi-ías. La cstiiiiación de  los partímeti-os en forma reducida se realiza 
scciiciicialiiiciitc. En pi-inici- I~igai- se estiman los umbrales maximizando la 
I i i i icicíi i clc \u-osiniilitiicl cie cada una de las disti-ibuciones iiiai-giririlcs u i i i -  

vai.iadas coi1 i-espccto al vector de umbrales de  cada ítein, T, .  La función de  
osiiiiilitiid clc los datos viene dada poi- ( 1  7.36), poi- tanto, se iiiasiiiiiza 

donde / I , ,  es la pi-oporcióii observada en la celdilla k de la distribución n i x -  
giii:il i y n8/ (7 , )  cs l : ~  propoixi6ii tlc pi-ii i ici. orclcn íccíi-ica la cual clcpendc 
ú i i i ca i i i e i i t c  de T,, vci- ( I  7.39) en el caso de vaikbles dicotóniicas. La solu- 
ción a ( 1  7.54) es  

En segundo lugai- se obtiene cada una de las correlaciones tetracóricas o 
policói icas por sepai-ado maximuando el logaritmo de  la luición de verosi- 
i i i i l i t u d  de cada uno de las disti ibucioiies iiiai-ginalcs bivariadas con respec- 
to d [ I , ,  

donde p , ,  , /  y 7 1 , ~  , I .  (p ,  , )  son las proporciones observadas y teóricas de segun- 
do orden, respectivamente. Al maximizar (1 7.56) en las proporciones teói-i- 
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cíis de scg~iiiclo orden, claclas por ( I  7.40) e n  el caso de vai.inl,lcs clicoitiiii ic.;is, 
se sustituyen los ~inibrales teóricos por sus estimaciones clc más¡ t i ia  vc'i.osi- 
militiid, obtenidas en la primera etapa, por lo que cada I'uricicíii (17.56) r s  
inasimizada por separado con respecto a un único pai-áiiietro [ I , ,  . 

Los paránieti-os en forma reducida estimados en la primera etapa son 
consistentes y asintóticamente noi-males. En la segunda etapa tlcl pt,occd- 
miento de estimación, el vector de parámetros fundamentales es cstiiiiaclo ;I 
partir de los estadísticos K estimados en la primera etapa ~itilizaiido 

F(4)) = (K - K(6))'W- '(K - K(6)) ( 1  7.57) 

cionde W es la matriz asintótica de  varianzas-covarian~as c ~ e  i; = (+, 6)', 
los umbrales y correlaciones estimados en la primera etapa. Cuando el 
ni ode1 o es t á es p e c i f i cad o correct am ente, F (  6) se distribuye as i n t 6 t i c a - 

mente como una z2 con n ( i l z  - I )  + ____ - q grados cle libertad, donde 

1 7 ( 1 1 1  - 1) + ___ es el número de elementos en K y q es el número de 

paránicti-os indcpendiciiics en 4) = (7, A ,  4))'. 
Este estimador es tan eficiente como el de Christoffei-sson, l'imtc al q ~ i c  

presenta diversas ventajas, a m h i  de la ya sefialada clc qiic pcrtiiitc iiicoi.po- 
rar  fáciliiieiite el análisis de datos plicotóniicos ordenaclos: 

l ' l ( f 7  - 1 )  
2 

/ I ( ? ?  - I )  
2 

1 .  La estimación de  correlaciones (que implica la evaluación clc intcgi-a- 
les normales bivariadas) se i-caliza una sola vez, iiiicniras qiic cn el 
procedimiento de Christoffersson era necesario evaluai. iiitegi.alcs hi- 
variadas normales en cada iteración del procedimiento clc iiiiiiiiiiiza- 
ción de ( 1  7.47). 
Si no se introducen restricciones en los umbrales, poi- cjeniplo i-cquc- 
rir que dos umbrales sean iguales entre sí, entonces n o  es necesario 
realizar la niiriimización de (17.57) con respecto a los iiiiihi-;ilcs, y 
por tanto en la tercera etapa podemos minimizar ( 1  7.57) con r-cspcc- 
to a 6 = (A,  <I>)' ~itilizando K = p. Esto pei-mite r.cd~icii- sustancia- 
mente la dimensión de la matriz W a invertir, lo q1ie pcriiiitc aiializai. 
un mayor número de items. El procedimiento de estimación de Miit- 
hén (1984) se halla implenientado en el programa LISCOMP (Mii t -  
hén, 1987), procedimientos similares se halla iniplenicntaclo en (a)  
PRELISiLISREL (Joreskog & Sorbom, 1993a, 1993b), coniptíi-ese JO-  
rcskog (1994) con Muthén (1984; MuthCn & Satoi~a,  1995); y (17) 

MECOSA (Schepei-s & Arniinger, 1992), ver Kiisici-s (1987). Oti'os 
procedimientos de cstimación de información limitada, tales conio 
los estimadores propuestos por Lee, Poon y Bentlcr (1 990a, 1995) no 
es posible comentarlos aquí por falta de espacio. Estos autores tam- 
bien han propuesto un estimador de  información plena (Lee, Poon & 

2. 

I 
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i3cii1lci., i 9C)Ol>). I?! csiiiiixior prop~icsto por Lec, k'ooii y Betitlei- ( 1  995) ha 
sitlo implciiientaclo en el plqg'ama EQS (Bentlei. & WLI, 1993). 

Las ventajas del procedimiento de Muthén respecto al del Christoffers- 
son tienen u n  pi.ecio: en el método de Christoffei-sson la función de discre- 
pancia ( 1  7.47) nos permite evaluar si el modelo se ajusta a las distribuciones 
marginales de primer y segundo orden de los datos. En cambio, la función 
de disci-cpancia ( 1  7.56) utilizada por Muthén en la segunda etapa única- 
mente nos permite evaluar la verosimilitud de las restricciones impuestas en 
los par;íiiictr-os de la distribución multinormal categorizada estimada en la 
pi-iiiicra etapa (los ~iiiibi-ales y correlaciones tetracóricasipolicóricas). Esta 
firncicín de discrepancia no nos permite evaluar si la hipótesis de multinor- 
iiialidad catcgoi-izada es razonable en absoluto (Muthén, 1993). Por supues- 
to, es  posible dctci-iiiinar la vcrosiniilitud de que parejas de variables polico- 
tómicas provengan de una distribución bivariada normal (Olsson, 1979), así 
conio la verosimilitud de que tríos de variables dicotómicas provengan de 
~ i n a  distribucicín ti-ivariada norinal (Muthén & Hofacker, 1988), sin embar- 
go, no existe una prueba cle la verosimilitud de la hipótesis de normalidad 
i7i~iliivnriada categorizada. Para una discusión más detallada de este punto, 
véasc Mi i ihén  ( 1  993). 

En este cnfocluc se cstiiuan los paráiiietros del iiiodelo, 6, hallando los 
vaIoi.cs q ~ i e  niaximizan la función de verosimilitud de los datos, dada por 
(17.36). Dicho rnáximo se halla diferenciando (17.36) con respecto a los 
pat-iiiiicti-os del iiiodclo, igualando las derivadas a cero y resolviendo el siste- 
i l i a  tlc ccuacioncs I-csiiltantc. Sin cmlxii-go, no es posiblc resolver el sistema 
clc cciiacioncs i~cs~iltantc directainentq, por lo cual es necesario utilizar. un 
pi~occiliiiiicnto itcrativo para hallar los pai-ánietros, t a l  conio el algoi-ifmo de 
in i i i x i  tlc di,sci,iiliiiicici»r7 (Fi.sim*'.s scoririg nierlzod) I. El ciclo h de este proce- 
dimiento itcrativo p~iccle representarse como 

tloiiile t es  el vector de primeras tlci~ivad~is tlc la función de verosimilitud, y 
V es  el valor  esperado del negativo de la matriz de segundas derivadas de la 

' Los lectores que n o  estén familiarizados con los procedimientos de  estimación de mixima 
verosimiiitud pueden consultar Peña (1993: Apéndices 4B y 15D) y,  aplicados a estimación de  
pnrárncti.os de MRI,  Baker (1992). 
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frinción de verosiinilitud. V y t son denoiiiiiiados iiiaii+z clc i i i l ' o i . i i i ; i c . i ( i i t  

esperada y vector dc gradientes, i~es~~ectivamciitc. Al I'in clc siiiipiil'icai~ I: i  

estimación, es común en la literatura de MRI el asuni i i .  que los  p a i 5 i i i c ' i i . o s  
enti-c items son independientes entre sí (aunque es posible qiie los p;ii'ái~ic~- 
t i n s  dentro del mismo ítem estén inter-relacionados). Bajo este S L I ~ L I ~ S ~ O ,  los 
pari~nietros de cada ítem pueden estimarse por separado y pot- cllo fieiiios 

introducido el subíndice coi-respondiente a los items en ( 1  7.58). 
La derivada de la función de verosimilitud con respecto a los par;íiii~ti-os 

del modelo es 
i I n L ( 9 , v )  i ""' /,," I ?  

i s  i9  ~ I n,(I)) ?if 
= - C ~7~ i n n c ( 8 )  = 1 1 7 ~  -- -- n ( 3 )  (1759) 

Nótese que neccsitaiiios evaluai- las ~~i~<~babi l ic I~ i t les  n<.(i)) y qiic iicccsii:iiiios 

obtener las dci.ivadas - n<,(i)). A fiii de cvaluai- las pt-obal,jlitlatlcs (i)) 

utilizaremos la función de verosimilitud marginal condicional ( 17.35) cn  vex 
de la incondicional (17.34) ya que en ese caso únicamente iicccsitanios ~ v ; I -  

luar una iiitegi.al de p dimci~siones (el iiúiiici-O de I'actoi.cs) e11 \>ex tic 111i;i 

integral de 17 dimensiones (el núiiiei-o de items). Estas pi-oliabilid~iilcs se- 
1-5 n a prosi in adas nu indi-ica iiicii ic median te cu:id i ~ i  t i t  r a  clc G a I 15s- I 1 ci ' I  I i i I e 
(Stroud & Sechi-est, 1966) 

(7 

(:a 

donde L(*) es una hnc ión  de h, y A(X ) son los pesos asociados con las 
coordinadas en la dimensión j .  Este procedimiento nos permite api-oxiiiiai- 
una integral en el espacio real p-dimensional por una suma cn D" puntos, 
2, = (X(,,, ..., X<,,,). Si los rasgos latentes son independientes, los pesos asocia- 
dos con cada punto son el producto de los pesos asociados con cada cooi-di- 
nada X . 

s i  
Por ello a fin de aplicar (17.60) es conveniente asumir yuc los rasgos 

latentes son independientes entre sí. Bajo este supuesto, no hay  parimicti-os 
a estimar en <r, ((1) es una matriz identidad) y utilizando la paraiiieti-izaciói~ 
TRI (como en Bock & Aitkin, 1981), 9 será por tanto un vector conteniendo 
los q parámetros independientes en (Y y B. 

Siguiendo a Bock, Gibbons y Muraki (1988: p. 264) vainos a niosti-ar 
cómo procede la estimación de los parámetros del modelo en el caso de 
datos dicotómicos. En primer lugar combinamos ( 1  7.9) y ( 1  7.6) v csci-ibiiiios 

4 

(17.61) 

A ('oiii i i i i incicíi i i i t i l i za i I ios  ( I  7.59) para obteiicr la derivada comespondien- 
íc ;I 1111 pai5i i ic i i .o cualquiera del modelo 6, E 6 = (x l ,  ..., x,,, p',, ..., p:,), 
I I ,  . . . I  C{ 

( 1  7.63) 

donde en (1 7.63) hemos simplificado la expresión utilizando que cuando 
tomamos la derivada parcial respecto a 6, las ORFs que no dependen de 6, 
son constantes respecto a este paránietro. La expresión resultante puede ser 
simplificada utilizando las siguientes igualdades 

JJ U),(9)""[ 1 - o;")]'-''- 
i =  I 

(17.64) 

(17.65) 

834 835 



ob t en i 6 nd ose 

Definiendo 

( 17.66) 

(17.67) 

( 1  7.68) 

podc i i ios  í i  ii al i i i c i i i c  csci-i 12 i 1' 

( 1  7.69) 

Las ecuaciones ( 1  7.67), ( 1  7.68) y ( 1  7.69) coi-responden a las etapas del dciio- 
minado algoritmo EM (Deinpster, Laird & Rubin, i 977) adaptado por Bock 
y Aitkin (1981) a la estimación de MRI. La estimación procede en ciclos 
como sigue: 

a) Dados ~ i n o s  valorcs clc los pai'ríiiicti'os, se i i í i l i z a i i  ~ las cciiiicioilvx 
( 1  7.67) y ( 17.68) para calclilai. los \/alores clc ~j~ v N para cacl:i un:i ilc' 
las coordenadas Esta es la etapa E del algoritnio: sc obticiicii los 
valores esperados del número de sujetos que contestan a cada ítciil 
el valor esperado de respuestas correctas a cada ítern cn cada u n a  tlc 
1, '1s . coordenadas, 1 

Insertando 11, y Ñ en las derivadas ( 1  7.69) evaluadas nuniéricamcntc 
mediante (17.60) se maximiza la función de vci-ociniilitud de  cada 
uno de los items utilizando (17.59), obteiiiCiidose una estimación de 
los parámetros del modelo. Esta es la etapa M del algoritmo; a)  v b) 
definen un ciclo del algoritmo EM. 

b) 

El procedimiento de estimación se inicia a partir de unos valores inicia- 
les de los parámetros y procede en ciclos hasta que la verosimilitud d c  los 
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datos no cambia sustancialniente de un ciclo a otro. Errores estándar de los 
parAn.ietros se obtienen a partir de la matriz de información obtenida en el 
último ciclo de la estimación. Una vez se han obtenido los parámetros, estos 
pucclci i  ser converticlos a la parametrización FA y rotados utilizando rota- 
ciones ortogonales u oblicuas. Este procedimiento de estimación ha sido 
implementado en cl programa TESTFACT (Wilson, Wood & Gibbons, 1993). 
III ~~i.occcfiiiiiciito de cstirnación para variables policotómicas n o  difiere sus- 
tancial i i ic i i tc dcl aquí cxpucsto, excepto que el sumatorio en (17.62) es con 
respecto a v z "  y la obtención de las derivadas es ligeramente más complica- 
da (ver Muraki  y Carlson, 1995). El algoritmo EM aplicado a modelos MRI 
not-males policotbinicos ha sido implementado en el programa POLYFACT 
(Muraki, 1993). 

La utilización de este procedimiento de estimación proporciona una 
prueba de la bondad de ajuste del modelo al conjunto de los datos, ya que 
poclcinos consti-iiir un  estadístico basado en la razón de  verosimilitudes en- 
ii-e cI iiioticlo cstiiiiado y iiii iiiociclo iiiiiltiiioniiiial cn el que las probabilitla- 
cics rr, i io sc' Iinllcii iwiriiigitlns. lil estadístico scrrí por taiito, 

( I  7.70) 

liii i i i i i c s i i x i  gi.aiicics y si c.1 iiiodclo el c o i ~ c c t o ,  este estadístico se distribuye 
como una lz coii grados de  libertad, gí = nz" - q. En la práctica, sin embar- 
go, raramente es posible utilizar este estadístico ya que con frecuencia (es- 
pecialmente con datos policotóinicos) el número de patrones de respuesta 
posibles, m", será mucho mayor que N, el número de  sujetos, y por tanto las 
frccueiicias obseivadas, ] I < , ,  serAn estimadas muy pobremente (la frecuencia 
obseivada en muchos casos será cero). Por ello, la distribución del es- 
tadístico no se aproximará a la de chi-cuadrado. Con todo, el trabajo de 
Habcrman ( 1  977) sugiere que este estadístico puede ser apropiado para 
coniparai- MRI aiiidaclos incluso e n  tablas dispersas ya que en tal caso se 
c ( ~ i ~ i i ~ ~ i i . ~ i i . í ~ i i ~  las 1 rcciiciiciris pi.ccliclias por- dos  inodelos. Este cstaclístico, 
por tanto, puede utilizarsc por cjcmplo para investigar si la adición de facto- 
res al modelo es significativa, distribuyéndose en muchas grandes como una 
clii-cuadrado coii grados de libertad igual a la diferencia de grados de liber- 
tad cnti-e los modelos. 

Este procedimiento cle estimación es en principio preferible a los proce- 
dimientos de información limitada expuestos anteriormente por cuanto uti- 
liza toda la información contenida en los datos y ofrece una prueba de bon- 
dad de ajuste a los datos en su conjunto. Sin embargo, en la práctica, 
presenta serias desventajas respecto a los procedimientos de información 
limitada: 

1. A menos que la muestra sea muy grande, la información contenida 
en las frecuencias conjuntas de  orden superior, no  puede ser estiina- 
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LISCOMP es un progi-ama que pei-mite realizar- análisis factorial cxploi~;i- 
tori o y con f i  rnia t oi-i o con mi-i a bl es ci i co tó ni  icas y pol i co  t 6 n i  i ca s LI t i I i za i i  i l  o 
el procedimiento de  Muthén descrito en la Sección 17.5.3. Proporciona una 
pi-ueba de bondad de ajuste global del modclo y ~ I I ~ O I ~ C S  cst Anclai. clc los 
pará ni e t i m .  Pii cd c 21 n a 1 i z;i I' 11 ;i s ta LI i i  as 2 O va I. i ;I blcs a p ros i n I ;id ;I 11 1 c I I t c y I I os 
permite inti-oducii- restricciones en los umbrales yio correlaciones. El pro- 
grama LISCOMP que nos permitirá realizar un análisis factorial cxplorato- 
rio es 

TI "LSAT 7: analisis factorial exploratorio con 2 factores" 
DA NO=1000 I Y = 5  MA=KM VT=DI 
MO MO=EF L E = I  UE=2 
OU WF ST SS ES 
FP FO UN='LSAT7.DAT' 
15X,F4.0) 

Los lectores faniiliarizados con el piograiiia LISREL rCconocwAn 121s si- 
inilitucles entre este programa y LISCOMP. Es importante sefialar q ~ i e  LIS- 
COMP es un programa para usuarios avanzados, y poi- tanto no tail bien 
documentado como LISREL. Por ejemplo, los comandos en LISCOMP (ex- 
cepto poi- el título) deben estar- en mayúsculas. Además, los clatos tlcl~cii 
estar categorizados conio O , l ,  ..., in - 1 .  En la línea DA se indica el númci-o 
de observaciones, el núnicix) de variables a analizar, que se clcsca estiinai. 
una matriz de correlaciones (MA =KM) y que las variables son dicotóinicas 
( V T = D í ) .  En la línea A40 se indica que se desea i.ealizai. aiirílisis factorial 
esploi-atoi-io (A40 = EF)  empezando con un factor (LE = I )  y acabando con 
dos (UE=2) .  En la línea OU se solicita utilizar una estimación de mínimos 
cuadrados generalizados (WF), y que se impriman los parAmeti-os (ES)  y sus 
errores estándar (SS)  y los estadísticos utilizados (umbrales y coi-i-elacioncs) 
así como sus errores estándar (ST) .  En LISCOMP es posible i-ealizai- míiii- 
nios cuadi-ados no ponderados utilizando UF en vez de WF. Cuando los 
datos se introducen en forma de frecuencias, LISCOMP espera clue los daios 
estén ordenados (00000, 00001, ..., 1 1  1 1  1)  y únicamente lec las lrcci.iencias 
de cada L I I ~  de los patr-onc:s, no los pati'oiics cn sí. Poi. ello la i ' i l t i i i ia liiir:i 

del programa (5X,F4.0) le indica al programa que únicamente Ica lac I rc-  
cuencias. Si alguno de los patrones tiene frecuencia cero, debe a p r c c c r  cl 
cei-o correspondiente en los datos introducidos en LISCOMP. 

A continuación proporcionamos parte del fichero de salida tie dicho pro- 
zra nl a: 

' El lector que no esté familiarizado con los conceptos de andisis ractoi.i:il no  restringido ( o  
e.rp/ornrorio) 1's. restrin_oido (o co~$ii-i?intorio) puede consultar McDonald (I 98511). 
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I 2 3 4 5 

.X?X ,658 ,772 ,606 ,843 

S A M P L E  TI IIIESFIO1.llS 

I 2 3 4 5 

,946 ,407 -- ,745 - ,269 - 1.007 

,432 
,204 
, I36 

,276 
.265 I60 

Si'AN iIAi<l) l ) l~ViA' l "ONS I;OR S A M  ['LE TIi'l'RACIiORIC CORRELATIONS 

I 2 3 4 

.os7 

.O55 .O50 .O52 

.Oh3 .O60 .O61 

. o í 9  .04n 

,059 

IXPLORAIORY A N A L Y S I S  WITH I FACTOR(S): 
l,A~í'l<N'l ItOO'I'S l;OR S A M P L E  CORRELATION MATRIX 

i 2 3 4 

2.044 .92 I ,829 ,667 

ESi'I MATEL) FACTOR L O A 0 1  NGS 

I 

.so7 
,555 
,692 
,433 
3 8 2  

ESTIMATED ERROR VARIANCES 
1 2 3 4 

.743 .692 ,522 .8 13 

5 

,540 

5 

.as4 

840 84 1 



RESIDUAL O B S E I l \ ! t ~ D - 1 3 X P E ~ l l ~ l )  

7 3 -1 I 2 

.o00 
~ .05í .o00 

I .OhO .04s ,000 
1 ,077 ~~ ,037 ~. ,024 .o00 
) .0Y 3 ,076 .O00 ,005 .000 

VARIMAX COTATED LOADINGS 1 ' 1 ~ 0  iL1 i\\ i<O' l 'A' l  I: I) I.O/\ I) I N (; S 

I 2 I 7 

,796 ,146 I 37.1 .I 17 
:17h 2 O i í  .I<) 3 

.z I 2  .S?3 3 .oso .')O I 
,325 ,258 1 .27.i I ss 
.3 I 0 ,226 5 ,271 , I  íi 

.I s 7  

PROM AX I :ACfO R CO IURELATI O N S 

I 7 

I I.000 
2 ,593 I .o00 

ESTIMATED I:.KROR VARIANCES 
I 2 3 'I 5 

, 335  ,733 .276 .s2s . s i  

KESIDUALS OBSER\~BD-EXPECTl~D 

1 2 3 4 > 

,000 
,000 ,000 
.0o I - ,002 ,000 

,006 - .O33 .O 13 .o0 I 000 
- .O00 .O I7 ~. .O06 .o00 

Nótese que LISCOMP proporciona las proporciones de pi-imci. y segundo 
orden, los umbrales, las correlaciones teti-acóricas y los ei- iu 'es estándar de 
1 as co rrel aciones t c t  i-acó r i cas . Scg ~i i da n i  c n t c p 1-0 po 1.c i o I 1 ;I 1 o s  íi  I I i ova  1 ()I 'cs d c 
la matriz de correlaciones tetracóricas. Finalmente estima niodclos con  i i n o  

v (los l ' : l c ~ l o i ~ ~ ~ s ,  1'1 I i i O C l C ~ l O  C I C  I l l 1  I ' ; \c~i l~ i .  se :1jiisla s~ltisl¿lctoriarl~elitc a los datos, 
1)ci.o iicíicsc q ~ i c  alguiias de las cui.id:icioiics residuales son relativamente ele- 
v;icI;is (.Oc)). E1 modelo de dos factores se ajusta considerablemente mejor. Por 
c,jciiiplo, cl icsiduo mayor es ahora - .03. De hecho, dado que el modelo de un 
(actoi- es  un caso especial del modelo de dos factores, podemos utilizar una 
prueba de chi-cuadrado para modelos anidados x2 = 10.697 - ,626 = 10.071 
con g l  = 5 - 1 = 4, p = .O39 para determinar si el modelo de dos factores es 
sifiliii'icaiiv~iii;ciite iiicjor que el de un ractor. Nótcsc q u e  LISCOMP propor- 
cioiia la i i iati ' iz de cargas Cactorialcs rotada utilizando un método ortogonal 
( iui- i i i ins)  y otro oblicuo ( I ) ~ O O I I ~ C I X ) .  LISCOMP no pr-oporciona errores están- 
c h i .  cic, 1;is c:ii.gas fucioi.ialcs, y a  clue los ci-rorcs cstlíndai. úiricniiicnte scrian 
coiwclos p a i . : ~  cargas factoi-iales no rotadas. El apartado ivwiaiizas del ewer 
c.stiriinrln.s corresponde a la matriz '1' calculada mediante ( 17.13). 

En la I-otacióii oblicua, dos de las cargas factoriales del primer factor son 
iiiciiores clue , i , lo cual sugiere que podríainos estimar un modelo confirina- 
to i - i o  y conipi-oh. si son significativaniente iguales a O. A fin de poder iden- 
tificar dicho rnociclo, es necesario fijar alguna de las cargas factoriales del 
segundo factor a cero. Escogernos la más pequeíía. En total, tres cargas 
l':icioi.i;ilc~s sc%i.ríii li,jacl:is ctii c x \ i ~ )  e11 la sigiiiciitc. cstiiiiaci0ii. El progr~iiria 
1xii.a cstiiiiai. 1111 inodelo I'actoi-ial confirmatorio con restricciones única- 
iiicintc e11 las coi-i.claciones tetracóricas viene dado por: 

TI "LSAT 7:  dos factores correlacionados s in  restricciones en los umbrales" 
DA NO=1000 IY=5 M A = K M  VT=DI 
MO MO=SE P3 NE=2 LY=FR PS=FI 
FI LY(1.2) LY(2.1) LY(3.1) 
VA 1 PS(1,l) PS(2,2) 
FR PS(1.2) 
OU WF ES RS SE 

(5X,F4.0) 
FP FO UN='LSAT7.DAT' 

En este pi-ograma, en la linea A40 se indica que se trata de un modelo 
con rcsti.iccioiics csti-ucturales (IZ/IO=SE) pero únicamente en las correlacio- 
nes (1'3). Se  ~itilizaraii dos factores (NE=2) y en principio, todos los elemen- 
tos de la matriz de cargas factoriales deben ser estimados (LY=FR), y ningu- 
no de los eleinciitos de la matriz de correlaciones entre los factores debe ser 
estimado (PS=FI ) .  En LISCOMP, a diferencia de LISREL, no se especifica si 
la matriz es diagonal, simétrica, etc. En la línea Fi se indica qué elementos 
de LY deben ser fijados a cero, en la línea VA se especifica que las varianzas 
de los factores deben ser asignados valor unidad (por motivos de identifica- 
ción del modelo), y en la línea FR se especifica que se desea estimar la 
correlación entre los factores. Finalmente, en la línea OU se especifica que 
se deben iinpriniir los errores estándar de los parámetros (SE) ,  además de 
los pai-;ímetros (ES) y los residuos (RS'). 

A coiitin~iaci6n pi-csciitainos una parte del lichci-o de salida de este pro- 
g 1-a 111 a : 
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output 2 

CHI-SQUARE WITH 

THE PROBABILITY VALUE IS .6565 
2 DEGREE(S) OF FREEDOM IS ,836 

R O O r  iLlEAN SQUARE RESIDUAL 
015 

LAM B DA 

1 i 

1 .8 I 6  
2 .O00 
3 .O00 
4 ,248 
5 260 

PSI 

I 

I 1 .O00 
2 ,467 

R 3  

I 

I 
2 .O I 6 
3 - .O08 
4 .O03 
5 ,002 

,000 
,553 
,785 
,240 
,190 

L 

I ,000 

2 3 

- ,002 
,007 ~~ ,003 

- ,037 .O20 

ST?\NDARD ERRORS 

LAMBDA 

1 L 

1 .380 
2 .o00 
3 .O00 
4 . I87 
5 ,205 

PSI 

1 

.o00 

.O66 

.O85 
,162 
. I79 

2 

1 .O00 
2 ,238 ,000 

‘1 5 

,000 

R3 es la matriz de residuos del modelo. Nótese qiic cstos son muy pcque- 
ños y que la prueba de bondad de ajuste indica que el modelo se ajusta bien 
a los datos. Sin embargo, los errores estándar de las cargas factoiiales son 
grandes, y como consecuencia, varias cargas factoriales no  son significativa- 
mente distintas de cero. Es decir, estamos introduciendo demasiados pai-á- 
metros en el modelo. Por ello, procedemos a fijar a cero secuencialniente las 

cargas fjctoriales no significativas del modelo. El modelo resultante viene 
clac10 por 

output 3 

CIII-SQUARE w171i 
2 472 

T H E  PROBABILITY VALUE IS ,6493 
4 DEGREE(S) O F  FREEDOM IS 

ROOT MEAN SQUARE RESIDUAL 

LA M B DA 

,026 

1 2 

I ,591 .O00 
2 o00 ,556 
3 ,000 ,716 
3 ,486 ,000 
5 .434 ,000 

1 5 1  
I 2 

I I .o00 
2 ,699 I O00 

S I A N  D A  I< [I 1:11 RORS 

I A M  Hl)A 
I 2 

I ,072 ,000 
2 .o00 .O66 
3 ,000 ,083 
4 .O62 .O00 
5 .O72 ,000 

“SI 

I 2 

I .O00 
2 .O90 .O00 

N ó t c x  que en modelos confii-matorios, LISCOMP no proporciona la ma- 
triz ‘1’. 

1 ; -  .. 1.2. i i / < i l i . \ / ~  1 ( i l l  P l< l : l , I~s l . l . ~ l i l : l  

PRELISiLISREL fue originariamente disefiado para el análisis de estruc- 
turas dc covarianzas de variables continuas bajo el supuesto de normalidad 
iiiiiltivar-ida. El análisis factorial es un  caso especial de este tipo de mode- 
los. Rccicnteiuente se ha introducido en el programa la posibilidad de anali- 
zai- variables que hayan sido categorizadas utilizando (17.30), por lo que en 
la versión 8 del programa (Joreskog & Sorbom, 1993b) es posible analizar 
MRI multidimensionales normales. El procedimiento de estimación (Jores- 
Icog, 1994) es básicamente el descrito en la Sección 17.5.3 sugerido por Mut- 
hén ( 1  978, 1984). En primer lugar se estiman los umbrales, las correlaciones 
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tetracóricas y la matriz asintótica de  covarianzas de las correlaciones tetra- 
chi-icas utilizando PRELIS 2 (J¿ii-eskog & SOiboiii, 1993a). El pi‘ogi-aiiia 11c- 

ccsario par-a analizai. los datos clc cstc c,jcniplo es e l  siguiente: 

da ni=6 
raw-data-from file = Isat7.dat f o  
(5fl.O,f4.0) 
la 
item1 i tem2 i tem3 item4 i tem5 frec 
or 1-5 
we frec 
ou ma=pm sm=lcat7.pm ac=lsat7.acr 

En este pi-ograiiia iiidicaiiios en las tres pi-iiiici-as l i i i cas qiic l o s  daíos 
consistcii cii 6 vaiiiblcs, sil I’oimiato (51.1 .O,I4.0) ,y C I  iioiiil>i.c dcl l ’ i c l icv)  
do nd e se e iicu e n t i x  ii (Isn / 7. tlo / )  , En I as I i n c x  si gt i i c i i i e’s i i i  cI i c;i I I i ( x i  I ( )s I i ( 11 i i  - 

bres de las variables, que las piiiiici-as cinco vai.iablcs ( i / ~ / ? /  I 21 Y / ( J / / I S )  clcl,cii 
ser tratadas como ordinales (or 1-.5), es decir, como vai%ibles caiegói-icas y 
no como continuas, y que la variable fi-ec iiidica fi-ecuencia de aparicióii dc 
los datos ( w e  f iec) .  En la última linea indicanios el nonibi-e del lichci-o con 
correlaciones tetracóricas (Isaf7.jini j y el de la niati-iz de covai-iaiizas asiiit0- 
ticas de las correlaciones estimadas (Isnt7.ncr-). 

En el fichero de salida, PRELIS iiiipriine los umbrales, las coi.relacioiies 
tetracóricas y la matriz asintótica de covarianzas entre las correlaciones. 
PRELIS no proporciona errores estándar de  los uiiibi-ales y los eii’orcs cs- 
tándar de las correlaciones tetracóricas vienen dados por la inversa de la 
diagonal de  la matriz asintótica de varíanzas/covarianzas entre las cori-cla- 
ciones estimadas. 

utilizando las matrices calculadas poi- PRELIS, es posible estinini. u i i  

modelo MRI iiiultidiinensioiial con LISREL. En  este caso cstiniarciiios c l  
modelo final estimado con LISCOMP. Veamos el progi-ama 

l icrel 
“LSAT7:dos factores correlacionados” 
da  ni=5 no=1000 ma=prn 
k m  = Isat7.pm 
ac = Isat7.acr 
la 
i tem1 i tem2 item3 i tem4 i tem5 
m o  ny=5 ne=2 ly=fi ps=sy,fi te=di,fr 
le 
factor1 factor2 
Pa lY 
1 0  
o 1  
o 1  
1 0  
1 0  
va 1 pc 1 1  pc 2 2 
f r  pc 1 2 
ou wI xm nd=3 

En PRELISiLISREL los 1tclos pIIccIcII cstai. c. ilos (‘I 1 I I l : l ~ l l 5 < . l  I l;15 

o e11 niiiiíiscrilas y no es n -io clue los itciiis cstcii coclil’ic;itloc, O, I ,..., 
/ I /  ~ 1 

En el pi-ogi-ama LISREL nótese la línea MIO, en la cual especificamos que 
los  clcinciitos clc la  iiiati.iz de cai.g:is Iactoi-¡ales son li,j»s (lv=/i), y u c  la ma- 

coi-relaciones entre los íactores es simétrica y con elementos fijos 
ji) y que la matriz Y’ es diagonal con eleiixmtos libres. Los elementos 

de csia n i a t i i z  con calcu1atk)s utilizando ( 1  7.13). La linea le indica los nom- 
b i u  asignacios a los I‘acioi-es, v delxijo de la linea p a  fy escribimos el patrón 
de clciiicnios fi,jos ( O )  y libici ( I )  tic la iiiati-iz de cargas factoi.iales. En la 
I í i  I c;i ( I  i I ,  I I ’/ i i i  cI i ca  es t i ni ac i ó i i  ni ecl ia n I c ni íii i iiios cuadrados ponde i-ados. .A 
coiit iiiLiaci<íii iiicliiiiiios p;irtc de los i.csiiliacl»s obicnidoc 

rnciOi- I 

0.502 

8.149 
(0.073) 

0 556 
(0.066) 
H.417 

0.777 
(0 084) 
9.289 

0.4X6 
(O.Oh I ) 
7.908 

0.434 
(0.07 2)  
6.023 

lactot- 1 ractor 2 

1 ,000 

0.699) 
(0.090) 
7.798 

THETA-EPS 

íiein 1 

I .o00 

íiem 2 

0.650 
(0.097) 
6.707 

0.690 
(0.086) 
x.02 I 

item 3 íteni 4 íteni 5 

0.397 0.764 0.812 
(0.131) (0.075) (0.077) 
2.89 1 10.225 10.574 

GOODNESS OF FIT STATlSTlCS 

Cl-11-SQUARE WITIl  4 DEGREES O F  FREEDOM = 2.470 (P = 0.650) 
ROOT MEAN SQUARE RESIDUAL (RMR) = 0.0212 
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En el output del programa LISRELX la pi-iiiicra liiica en C;ICI;I i i iiiiiiz 

corresponde a la estimación del parámetro, cn pai-Cntcsis se cspccil'ica cI 
er-rot- estánclar de dicho pai-ánietro, y cn la tcrcci-a línea cl / -va lo t .  clc cliclio 
par6iiietr-o. Dado que LISREL8 y LISCOMP utilizan básicanicntc el iiiisiiio 

procedimiento de estimación para modelos MRI es tic cspei-at. qiic conio en 
este caso los resultados de ambos programas scan básicaniciitc icl6nticos. 
Nótese sin embargo que LISREL no permite I-ealizar- análisis csploi-atoi-ios, 
ni introducir restricciones en los umbrales. 

Dcsp~ iCs  t l c  cstas t i u  líneas se introducen los datos, en este caso la ina- 
ti-iz de covarianzas no centradas de los datos. Nótese que esta matriz es 
siiiiplciiiciite la matriz de proporciones de segundo orden, con las propor- 
ciones de pi-inier ordcn en la diagonal, las cuales son proporcionadas, por- 
c,jciiiplo pot' LISCOMP (vet. Output  1). 

A continuaci6n incluimos parte de los resultados obtenidos: 

output 5 

NOHARM es un programa que permite realizar análisis factorial explo- 
ratorio y confirmatorio con variables dicotómicas utilizando el procccii- 
miento de McDonald descrito en la Sección 17.5.2. N o  proporciona iina 
piueba de bondad de ajuste global del modelo ni errores estándar de los 
parámetros. Puede analizar hasta 145 items y nos permite inti-oclucii resti-ic- 
ciones únicamente en las coi-relaciones. 

A continuación presentamos un programa para i-ealizar ~ i i i  análisis fac- 
torial exploratorio de estos datos. 

LCAT 7: analisis factorial exploratorio con 2 factores 
5 2  1000 1 1  O 0  1 
0 0 0 0 0  
0.828 
0.567 0.658 
0.664 0.560 0.772 
0.532 0.428 0.501 0.606 
0.718 0.567 0.672 0.526 0.843 

El programa consiste simplemente de tres líneas, seguidas de los datos. La 
primera línea es obviamente el título. La segunda línea consiste en ocho 
números enteros en el orden siguiente: ( I )  iiúinei-o de items; (2) número  tic 
rasgos latentes; (3) número de obsei-vaciones; (4) u n  O o tin 1 indicando si 
los datos consisten en pati-ones de respuestas indivicltialcs o i i n n  matriz n o  
centrada de covarianzas (raiv product i~ioiueizf 1 1 2 ~ ( t i i x ) ;  (5) u n  O o u n  1 i i i t l i -  
cando si se desea un análisis exploratoi-io o coiiíii.iiiatoi-io; (6) u n  i o [ i n  i )  

indicando si el usuario proporciona valores iniciales de los pai.áiiictros o no; 
( 7 )  un  O o un 1 indicando si se debe inipriniii- la niaii.i/ n o  centixda tlc 
covarianzas en el Fichero de salida o no; (8) un O o u n  1 inclicaiido si se ciebe 
imprimir- la 'matriz de residuos en el fichero de salida o no. La tercci.a iíiica 
consiste en una lista de valores para las acíiitotas infei-ioiu de las O R F S , ~  

' Otros progranias pel-miten que cl usuario proporcione valores pai-a csiiis asiritotas ( p  el.. 
TESTFACT) ,  pero en ningún caso se permite estimarlos por las clificultadcs i i l l ici.ctitcs a la 
estiniación de estos paránictros siiiiLiliáne:inxntc con los ot rm pat.Arnci1 o h  dcl iilodcio. 

( a )  LATENT TRAIT PARAMETERIZATION 

FINAL VECTOR 10 
I 2 3 4 5 

1.684 ,0480 1.317 0.296 1 .O89 

FINAL MATRIX F (coefliciciiis o f  thcla) 

I  2 

I 1472 0.000 
2 0.320 0.537 
3 0.626 1.315 
4 0.397 0.232 
5 o 373 0.176 

FINAL MATRIX I'(covai-ianccs [co~.rclations] of theta) 
I 2 

I I .O00 
2 0.000 I ,000 

(b) COMMON FACTOR MODEL REPARAMETERIZATION 

T I I R E S H O L D  VALUES 
I 2 3 4 3 

o 946 0.407 0.745 0.269 1.007 

I:ACTOR LOADINGS 
I 2 

I 0.s27 
2 0.27 I 
3 0.354 

0.000 
0.453 
0.744 

'I 0 361 0 2 1 1  
i o 314 0 163 

VARI~'vlAX ROTATED FACTOR LOADING MATRIX 
I 2 

I 0.814 0.148 
2 0. 185 0.496 
3 0.21 5 0.796 
4 0.317 0.272 
5 0.3 1 o 0.222 
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1 0.901 ~ O. 130 
2 -- 0.006 0.534 
3 ~-0.108 0.887 
4 0.253 O.? I o 
5 0.268 O. I52 

FACTOR CORREI.ATIONS 

I 2 

NOHARM estima el modclo utilizando la I-,ai-aiiictrizacióii IKT,  y poi. 
tanto proporciona los iiiterceptos, a, denominados f i ,  cii el pi-ogi-ama, y la 
matriz de B, denominada F en cI progi-aiiia. Utilizando ( 1  7.22),  estos \doi.cs 
son convertidos a la parainetrización FA, v rotados iitilizando Vai.iiiias \' 

Promax. Finalmente, NOHARM pi-opoi-cioiia las Linicicladc~s (11'). 

Si dcscríseiiios i-calizar u n  análisis confii-iiiatoi.io Litilizaiido cstc pi'ogi':i- 
ma deberíamos cambiar el quinto núniei-o de la segunda Iíiica cicl pi.oy.aiiix 
En este caso, t a n i b i h  debemos introducir eii el pi-ogi-aiiia d o s  iiiati-ices coii- 
sistentes en 1 s y Os, coi-i~cspoiidiciites a B ? @, clue intlicliicii q i i í '  cli%iiic'ii(os 

deben sei- estimados (1)  y que elenieiitos son fijos (O). NOtosc qiic aiiilias 
matrices deben estar separadas poi- líneas en blanco. Coiiio pati-óii p a i ~ ~  B 
liemos utilizado el mismo qiic cn los an5lisis con LISCOMI' v l , lSf<f~l~,  co- 
in0 patrón pai-a <I) indicaixos que deseamos estimar la cori.clacicíii cii1i.c los 
dos factores. Nótese que los eleiiieiitos diagonales de <I) son lijos (ci pimy:i- 
ina les asigna valor Linidad por motivos de identificacitjii). 

LSAT7: analicis confirmatorio, dos factores correlacionados 
5 2 1 0 0 0 1 0 0 0 1  
0 0 0 0 0  

1 0  
o 1  
o 1  
1 0  
1 0  

O 
1 0  

0.828 
0.567 0.658 
0.664 0.560 0.772 
0.532 0.428 0.501 0.606 
0.718 0.567 0.672 0.526 0.843 

/i i o i i i i i i i i x i c í i i  iiicluiiiios ILIIIC (ic los r-csultados obtenidos. Obsérvese 
qiic Cstos son coii?parablcs a los obtenidos con LISCOMP y PRELISíLIS- 
[<EL, excepto poi- los umbrales, que en NOHARM son de signo cambiado 
(ver Fi-ascr, 1988). 

Qutgut 6 

[a) LATENT TRAiT PAKAME1'ERIZATION 

I'INAL VECI'OR 10 

I 2 3 4 5 

1.166 0490 1.194 0.309 1.107 

FINAL. MA'I'RIS I: (coclliciciits 0 1  tliclu) 

I 2 

I 0.720 0.000 
2 0.000 0.670 
3 0.000 1.252 
4 0.569 0.000 
3 O 456 0.000 

I 

(17) COMMON FACTOR MODEL REI'ARAMETERIZATION 

TI II:I~SIlOl.I1 VRLLi1:S 

1 2 3 4 5 

0.946 0.407 0.745 0.269 1 ,007 

FACTOR LOADINGS 

I 2 

1 O 584 o 000 z 0 000 0 557 
3 0 000 0 781 

o 194 o O00 
O 415 0 000 ! 

UNlOCiE VARIANCES 

7 I 3 4 5 

0 659 0 690 0.390 0.756 0.828 
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TESTFACT es un programa que permite estimar M R I  niultidimensioiia- 
les sin restricciones (esploratorios) con variables dicotóniicas utilizando el 
algoritmo EM descrito en la Sección 6. Puede analizai- hasta 500 items, pero 
se halla limitado a un máximo de cinco dimensiones o factores. TESTFACT 
calcula las correlaciones tetracói-icas y efectúa un anidisis í'actorial de las 
mismas utilizando u n  procedimiento de análisis de factores principales con 
rotaciones ortogoiial (varimax) y oblicua (promax). Si se desea, el programa 
a continuación utiliza los resultados como valores iniciales del pi-ocediiiiien- 
to de itcraci611 clcl :ilgoritmo EM y realiza ~ i n a  ~~stiniaci01i  iiíiliz;inclo í o c l n  121 

información en los datos. 
A continuación presentamos el programa que nos periiiitiri~ realizar un 

an 5 I i s i s de fact o res pi-i nc i pal es e n I a ni a tri z de corre I ac i o n  es te t r-acó ri cas , es  
decir, una estimación de  información limitada (cimilai- a la realizable con la 
opción UF de LISCOMP o a la realizable con la opció U L  clc LISREL) 

>TITLE; 
DATOS LSAT7 
AF DE EJES PRINCIPALES CON ROTACION PROMAX 
> PROBLEM NITEM=5,RESPONSE=3,SKIP=l; 
> NAMES ITEM1 ,ITEM2,1TEM3,1TEM4,1TEM5; 
>RESPONSE '8','0','1'; 
,,KEY 11111; 
>TETRACHORIC LIST; 
> FACTOR NFAC=2,ROTATE=PROMAX,RESlDUAL; 
> INPUT NIDW=2,SCORES,WEIGHT=PATTERN; 
(2Al,lX,5A1,14) 
1 00000 12 
2 00001 19 

etc. 

32 11111 308 

STOP ; 

En TESTFACT, cada comando debe conicnzar por > y acalxir cn ; lliiica- 
mente deben utilizarse mayúsculas. El título debe constai. clc dos Iíncas. En 
la línea PROBLEM se indican el número de itenis, el iii'iiiici.o de opcioiics v 
que no se inipriiiian una serie de estadísticos clcl test (SKll'= i). E11 el iiíiiiic- 

ro de opciones siempre debe incluirse una categoría para las respuestas en 
blanco, aunque no tiaya ning~ina en los dalos. De ahí que RESPONSíi=3. E i i  

1 a 1 íiiea I? E S P 0  NS E indicamos qu 15 códigos cori-cspo i i  dc  I I a c acla c a t ego i - í a  . 
El pi-inier código coiresponde a la categoría i -espresta L'IZ b/riizco. Es clecii-, si 
algún sujeto no contesta a algún ítem deberíamos escribir. 8 e n  cl cspacio 
correspondiente en vez de dejar ese espacio en blanco; O y I son los riúincros 
que asignamos nuestras dos opciones reales. En KEY inclicanios cual dc las 
dos categorías indica un nivel más elevado en los rasgos latentes que desea- 
mos medir para cada ítem. En este caso es la categoría I en todos los casos. 

I n  las s ig~i ic i~(cs  dos liiieas pccliinos que se iiiipriiiian las coriclacioiies te- 
tracói-icas TETRACHORIC LIST y que realice un análisis de  factores princi- 
pales, lo rote utilizando promax e imprima las correlaciones residuales. En 
la siguiente línea, I N P U T ,  se indica cómo se presentan los datos. En TEST- 
FACT, es necesario que los datos se presenten en el siguiente orden: número 
de idcntificación, patrón de respuestas, v frecuencia del patrón de respues- 
tas (si se proporcionan los datos en frecuencias). Es obligatorio incluir un 
número de identificación, por lo que hemos tenido que editar los datos e 
incluir u n  númcro de identificación (del 1 al 32). El formato de  las respues- 
tas debe obligatoi.iamente proporcionarse utilizando formato Fortran A l  
(cii cstc cxso  SA I ) ,  y el de las 1'1-cc~iciicias obligatoriamente en lormato For- 
t ran I (en cstc caso 14). Debe existir una línea en blanco entre el final de los 
datos y la linca STOP;. 

A continuación proporcionamos parte del fichero de salida de este pro- 
grama: 

output 7 

IIISPIAY 2 TE1 RACI IORIC CORRELATION MATRIX 

I 2 3 4 5 
i l i l l l  I ill~lll 2 i lCI11 7 i l l ~ l l l  4 111'111 5 

I I I C I I I  I I .o00 
7 i t C l l l  2 , 226  1 000 
3 i l C l 1 l  3 291 ,432 I ,000 
4 i t r r i i  4 ,296 ,204 277 I 000 
5 i t ~ ~ i l  .j .?Sh . I35 ,261 ,161 I .o00 

UISPLAI' 3 TFIE POSITIVE LATENT ROOTS OF THE CORRELATION MATRJX 

I 2 3 4 5 

I 2.04432 I ,921439 .827XR3 ,666840 3395 I 7  

I 2 

I íli.lll I 110 . 2 2 í  
2 i I C l l l  2 656 4.56 
3 i t e m  3 61 I 052 
4 iiCI11 4 412 O Y 1  
5 i l C l l l  5 ,448 ,400 

D I S P l A Y  1 0  i ' A K I M A X  KOTATEI) FACTOR LOADINGS 

I  2 

I íicni 1 ,220 .5 I2 
2 i t cm 2 .79 I ,114 
3 itell1 3 ,504 ,399 
4 item 4 ,238 ,349 
5 iicrii 5 .W55 ,598 
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I)ISI ' I ,AY I I ,  I'I((JMAE: RO'I'A'I'l~,I) l ~ A C ' l ( l l <  LOAl)IN(;S 
1 2 

I item I ,025 .S4 I 
2 iten1 2 ,877 -.I41 
3 itcm 3 .41 1 ,304 
4 í icn i  4 . I 2 1  ,338 
5 i tci i i  5 -- ,207 ,703 

DISPLAY 12. PROMAX FACTOR LOADINGS 
I 7 

I 1 ,000 
2 ,607 1.000 

E1 pl-ogl'al~la 11~>S ~7l'"l'cioiia ell pl'iiiici- Iilgni. la i i i a t  I.¡/. CIC col~i-clacioiiL~s 
t cti~acóiicas y SLIS a l l  to\/a1oi.cs, los C L i d  es so 1-1 si 111 i I :I I'CS :I I ( )S 12 I , (  I pol'c i ( ) I  1 x 1  ( 1s 

pui' LISCOMP. Scgiiidniiiciiic obliciic In iiiati'iz c l c  c;ii.g:i factoi%ilrs Y pro- 
120  I-c i o t i  a las cui-i'c 1 ac i o 11 es ITS ¡ cl 11 a I es. Fin al in c n tc , I'( J i a 1's t as  c ;I I  ' g~ i  s 1'21 c I ( ) 1 . i  a - 
les utilizando los métodos Vaiiiiias y Pi-omas. i . x  soliicioncs 1-otadas t a i i i -  

Iii6ii son coiiipai.:ililcs a las obtcnidas pol' LISCOMI' >' NOI I A I l M ,  r x c ~ \ l > i o  
que en este análisis los lactoiw apai'cccii e n  o idci i  iiivci.so C I I  

A continuación presentamos el pi-ograiiia a iitilizai- pai-a i-calizar u n  aiiííli- 

una nueva línea FULL en la  que indicamos el núiiiei-o de puntos de c ~ i ~ i d i - ~ i t i i -  

I-a, i O  (el niásimo permitido poi' cl progi-ania), a i-cp;ii.iii. ci1ti.e I:is d o s  diiiicii- 

siones, es decir, utiliza 5 puntos de cuadi-atuia en cada dimciisión . La pala- 
bra clave STEPWISE indica que deseamos que se i-ealicc un análisis con u n  
factor, dos, etc. así hasta NFAC. Nótese que liemos in t iduc ido  la palabi-a 
SMOOTH en la línea FACTOR. Ello se debe a quc a im!ni~do la iiiati-iz de 
correlaciones tetracóricas no es positiva definida, poi- lo qiie n o  es posible 
realizar un análisis factorial de la misma. TESTFACT incluye una pr.o\rición 
para suavizar dicha matriz y convertirla en positiva definida. En cstc caso no 
es necesario, pero iiidicamos cómo solventai- el pi-obleilla en caso se picseiitc. 

>TITLE 
DATOS LSAT7 
ANALISIS FACTORIAL DE INFORMACION PLENA 

> NAMES ITEMl,ITEM2,1TEM3,ITEM4,ITEM5; 
>RESPONSE '8','0','1'; 
>KEY 11 11 1; 
>TETRACHORIC LIST; 

A C I ' .  

sis de informacióri plena utilizaiido TESTFACT, lo ciial sc 10, (' 1-a tl ii ad i c I 1 < I  o 

>PROBLEM NITEM=5,RESPONSE=3,SKlP=l; 

> FACTOR NFAC=2,ROTATE=PROMAX,RESIDUAL,SMOOTH; 
>FULL QUAD=IO,STEPWISE; 
> INPUT NIDW=2,SCORES,WEIGHT=PATTERN; 
í2A1.1 X,5A1,14) 
1 00000 12 
2 00001 19 

etc. 

32 11111 308 

STOP ; 

! 

Output 8 

S'I'I :Y\'\' IS  I : 1'11 I .I ~ I N IY) RM A ' f  I ON F A C T 0  R AN A 1.YS IS 
N U M B E R  OF COMMON FAClORS = I I .  

I>ISI'I.Ai' X. IJNROTATl~I) PRINCIPAL FACTOR LOADINGS 

I 

I í i < , i l l  I ,723 
2 í l L , l l l  2 ,514 
.3 11c111 7 677 
4 í l i . l l l  J ,445 
i II<'III 5 39.1 

1)1C1'1 .A)' O I N  I'I'IAI. l N ' l ' l ~ l < ~ ~ l ~ l " l '  AN11 Sl-OI'li l<S'l ' l~VA'l ' l iS 

SLOPE ESTIMATES I N'I'ISRCI<I'l' 

1.110 .h  I 3 I íl,.lll I 
474 5 (i 9 z i l<.ll l 2 

3 í l i ~ l l l  3 I 01.3 ,920 
,300 ,497 4 í l C i i i  4 

,429 i i i c i i l  5 1.096 

DISPLAY I I CIII-SQUARE = 31.74 DF = 21.00 p = 062 

I) IS  PLAY I 2 I N V A  IKI A N T  I'AlKA M Ef IiIIS 

IN1'ERCEI'I' TI IRES1 IOLD SLOPE ESTIMATES 

I .9030 3 7 2 9  I í l C l l l  I 1.0902 
.4S7h ,7740 .64 I4 2 í lCi i1  2 

I .OS28 ,9478 3 í!clll 3 1.0263 
i item 5 1.091 ,2963 I -2.61 ~ ,6302 I S  ,4702 1 í t e i i i  4 

.4 I78 

DISPLAY I3  POPULATION DEPENDENT PARAMETERS 

PRINCIPAL FACTORS IlII.I'ICULI'Y COMhlUNALITY 

~ ,9460 ,247 I ,4971 
,4071 .29 I5 ,5399 
,744') ,4732 ,6879 

~ ,2682 ,181 I ,4255 
- 1.0068 ,1486 ,3855 

itCi11 I 
! í lC i i 1  2 
I ílCiIi 3 
I ík!ili 4 
I í tcm 5 

DISPLAY 14. PERCENT O F  VARIANCE 

26.82909 

2. NUMBER OF COMMON FACTORS = 2 

DISPLAY 20. INITIAL INTERCEPT AND SLOPE ESTIMATES 

SLOPE ESTIMATES INTERCEPT 

1.139 .6 14 ,271 
,677 1.091 - .758 
,973 ,836 - .O68 
,297 ,455 . I03 

,560 ,500 

item 1 
íteni 2 
ílclil 3 
ítcm 4 
íteni 5 I ,259 
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I iic,tii I 1.1427 .h 182 ,2776 
.hhXO 1.0727 ,733 
9629 . x  I .í I 
,2961 . 4 i i f i  

5 itcn-i j 1.1880 ,4996 

.O61 x 
,1251 
,3783 

2 i t C l l l  2 
3 I l C l l l  3 
4 itCill4 

DISPLAY 24. POPULATION DEPENDE.NT PARAhIETERS 

DI FFI C U LTY CO Llhl UN A L I T Y  PRlNClPAL FACIOKS 

.3 I47 ,5066 2410 - .946O 
- ,4072 ,6284 
~ .7456 .-LO05 ,6320 

,1814 .JOSO 
.J 162 5 iiC.il1 5 .~ I ,0067 2819 

4337 
,033'1 

-- 1222 
- ,3298 

,6636 
I í t u l l  I 
2 ilenl 2 
3 itctn 3 
4 item 4 - -  2684 

DISPLAY 25. PERCENT O F  VARIANCE 
1 2 

I 28.7 I957 7.42064 

DISPLAY 28. VARI>IAX ROTATED F , \CrOR LOADINGS 

I 2 

I í t C l l l  I ,200 .524 

3 iten1 3 480 .4 1 2  

5 íicni .5 .O73 ,526 

2 iten1 2 ,779 I45 

4 i tem 4 .21 1 .370 

DISPLAY 29. PROMAX ROTATED FACTOR LOADINGS 
1 2 

I íicni I - . O 1 5  ,570 

3 item 3 36 I ,347 
4 itt.111 4 .O69 .381 

2 ítcin 2 ,832 ~~ ,069 

5 itcn1 5 ~ ,163 ,612 

DISPLAY 30. PROMAX FACTOR CORRELATIONS 
I 2 

I I ,000 
7 ,597 1.000 

Como puede observarse, el progi-ama en primer lugar obtiene las cargas 
factnriales n o  roiaclas ;I partir clc la matriz clc coiwlacioiics tctixccíi.ic:is. 
Utilizando éstas y los umbrales estimados a partir dc las pi-oporcioi-ics dc 
primer orden, obtiene valores iniciales de los interceptos (a) v pendientes 
(B) utilizando ( 1  7.22). Seguidamente propoiriona los intei-ccptos y pendien- 
tes después de  aplicar el algoritmo EM. Finalmente transforiiia las cstiina- 
ciones finales otra vez a umbrales (T) v cargas factoi-iales ( A )  -denomina- 

&is I'IIINCIPA L FACTORS. Cuando /> > 2, A es rotada a continuación utili- 
zando Variriias y Promas. Coino puede observarse, la solución final, utili- 
zniitlo tot la la  iiil.oimacicín clc los datos, no difiere mucho de  la obteni- 
tia utilizando únicainentc inf'orn-iación bivariada. Nótese que TESTFACT n o  
proporciona errores estándar de los parámetros del modelo. 

17.7'.2. V;ii.iiiblcs policotí)iiiicax: los datos del LOT 

Chang, D'Zurilla y Maydeu-Olivares (1 994) analizaron las respuestas de  
389 sujetos al Li/e Oi-iciztatioii Test (LOT) de Scheier y Carver (1985). Este 
inventario consiste de ocho items con cinco categorías cada uno. A fin de 
siniplificx s u  I-cprocliiccióii a q u í  Iienios seleccionado cinco de  sus items 
(iíeins 1 ,  4, 5, 8 y 9) y heinos colapsado sus cinco categorías e n  tres: la 
categoría inter-media ha  sido inantenido y las dos categorías más extremas 
en cada extremo de Ia escala han sido colapsadas. Los datos consisten por 
tanto en 5 variables tricotóinicac y por tanto existen 35 = 243 posibles patro- 
nes cle respuesta. Sin embargo en esta muestra únicamente existen 112 pa- 
trones dc respuesta con frecuencia distinta de cero. Unicamente estos patro- 
nes han  sido reproducidos en la Tabla 17.2. 

Tabla 17.2 
Datos del LOT 

Patrón Frec. Patrón Frec. Patrón Frec. Patrón Frec. Patrón Frec. 

00000 
O0 1 O0 
00200 
01021 
o1 121 
0121 I 
021 10 
02221 
10122 
10222 
1 I101 
11201 
11222 
12100 
12210 
20022 
20220 
2 1 1 1 1  
21202 
21222 
221 1 1  
22202 
2222 1 

6 
2 
3 
1 
1 
1 
1 
I 
1 
1 
I 
3 
1 
9 
4 
2 
2 
3 
2 
I 
3 
1 
1 

00010 
001 02 
00220 
o 1022 
o1 122 
01212 
02121 
I 0000 
10200 
11000 
11110 
11202 
12000 
121 10 
12211 
20100 
20222 
2 1 1 2 1  
21210 
22000 
22120 
222 I o 
22222 

4 
I 
1 
1 
1 
1 
1 
2 
6 
3 
3 
1 
2 
1 
3 
1 
1 
I 
1 
2 
1 
6 
2 

0001 1 
001 1 1  
00222 
O1100 
01200 
01221 
02200 
1001 1 
10202 
11001 
I l l 1 1  
1 I210 
1201 I 
121 1 1  
12212 
20101 
2 1 000 
21 122 
2121 1 
22 1 o0 

221222 
2221 1 

3 
1 
2 
6 
7 
1 
6 
2 
I 
1 
4 
1 
1 
1 
1 
I 
2 
2 
1 
8 
3 
8 

00020 1 
00121 3 
01000 2 
O1110 2 
01201 1 
01222 1 
02211 2 
10100 1 
10212 1 
11011 2 
11122 2 
11211 4 
12012 2 
12200 27 
12220 1 
20120 1 
21022 1 
21200 9 
21220 2 
22101 1 
22200 79 
22212 2 

00022 
O0 122 
O1011 
o1111 
01210 
02 1 O0 
02212 
10120 
10220 
11100 
11200 
11212 
12021 
12202 
12222 
20200 
21100 
21201 
21221 
22110 
22201 
22220 

13 
2 
3 
7 
1 
6 
1 
1 
1 
9 

16 
2 
1 

I 
1 
3 
2 
1 
2 
8 
1 
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tii;is I.ISCOMI’ y I’IZUI..IS/L.1SREI~. Eii aiiibos casos se ti’ata dc pt.ogl.;ttll:is 

apartado ilustrarcmos cómo utilizar LISCOMP y PRELIS/LlSREL para cst i -  
mar datos presentados cn forma de respuestas individuales. Poi. ello, asuiiii- 
remos que los datos preseiitados en la Tabla 17.2 han sido ti-aiis[ormados en 
389 patrones individuales dc  respuestas y colocados en u n  ficlici-o ASCII 
denominado lot3,dcit consistente en una única coluiiiiia en foi-mato (SF1 . O ) .  

que  utilizan pi-occdiinieiitos de  estiiiiacióii de iiifoi-mación l i i i i i t ,  d d a .  Ell este 

De acuerdo con Chang ef u / .  (1994) los tres primci.os items d c  cstos dalos 
miden optiinismo y los dos últimos pesiniisi-iio. A inbos  Iactores se Iiallan 
inversamente correlacionados. Por ello estiiiiai-einos ciirectaiiiei1 te u n  iiioclc- 
lo de dos factores con dicha estructura. 

TI “LOT: dos factores correlacionados sin restricciones en los umbrales” 
DA NO=390 IY=5 MA=KM VT=TH 
MO MO=SE P3 NE=2 LY=FR PSzFI 
FI LY(1,2) LY(2.2) LY(3,2) LY(4,I) LY(5,l) PS(1,l) PS(2.2) 
V A  O LY(1,2) LY(2,2) LY(3,2) LY(4.1) LY(5.1) 
VA 1 PS(1,l) PS(2.2) 
FR PS(1,2) 
VA .5 LY(1.1) LY(2,l) LY(3, l )  LY(4,2) LY(5.21 
V A  -.5 PS(1,2) 
O U  WF ST SS ES RS SE 
RA FO UN=’LOTB.DAT’ 
(5F1.0) 

En este programa iiótese que hei i ios  indicado que el níiiiici-o de categoifas 
en los items es ahora tres (VT=TH en la línea D A )  y q ~ i c  los datos son ahora 
obseivacioiies indi\riduales (RA en vez de FP en la pciiúltii~ia lírica del pi-0- 
grama). A continuación proporcionamos parte del Eichei-o de salida de este 
piogrania. En este output notamos quc LISCOMP iii1pi.iinc 10s iii1illi.aIc.s 
consecutivamente de 1 a 10 (2 umbrales por cada u110 de los S items). Nótc- 
se que el umbral 4 ( e s  decir, el segundo umbral del ítcm 2)  es nlLi>’ pequclio: 

output 9 

SAMPLE STATISTICS 

2 3 4 .Y 1 

- ,679 .I 74 -.937 - ,039 ~ 1.0.53 

7 8 o I o 
.3 I 4  ,999 ,403 1.076 

6 

- ,267 

858 

S S  

2 3 4 I 

1 
2 .6 I x 
3 .53 I ,581 

,474 - .43 I 
,410 - ,355 ,818 

CIII-SQUARE WIT1 I 

TIIE PROBABILITY VALUE IS 
4 IIEGREE(S) OF FREEDOM IS 6.280 

,1787 

ROOT MEAN SQUARE RESIDUAL 
,042 

LA bl B DA 

I 2 

I ,726 ,000 
. 8 3 6 ,000 

3 .7 I 4  .o00 
4 .o00 953 
5 ,000 ,830 

7 

PSI 

I 7 

I 1.000 
2 -- ,354 1 ,000 

STANDARD II<ROliS 

I./\ M li DA 

I 2 

I ,043 ,000 
! ,035 ,000 
\ .04Z ,000 
I .o00 ,046 
) ,000 ,046 

I’SI 

5 

I 2 

,000 
.OS7 .o00 

relativo a ~ L I  ei-i-or estándar. En LISCOMP es posible introducir restricciones 
cn los umbrales y re-evaluar la bondad de ajuste del modelo después de fijar 
ese umbral a O En el siguiente programa presentamos cómo hacerlo. 

TI “LOT. dos factores correlacionados con  restricciones e n  los umbrales“ 

FI LY(1.2) LY(2,2) LY(3,2) LY(4.1) LY(5.1) PS(1,l) PS(2,2) 
VA 0 LY(1,2) LY(2,Z) LY(3,2) LY(4,l) LY(5,I) 
VA 1 PS(1,l) PS(2,2) 
FR PSí1.2) 

DA NO=390 IY=5 MA=KM VT=TH 
MO MO=SE P I  P3 NE=2 LY=FR PS=FI TA=FR 
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FI TA(4) 
VA O TA(4) 
OU WF ES RS SE 

(5F1 .O) 
RA FO UN='LOT3.DAT' 

Nótense las diferencias con el programa anterior. En la línea A40 se indi- 
ca que se trata de un modelo con restricciones estructurales en los umbrales 
y en las correlaciones (MO=SE PI  P3). La matriz de umbrales se denomina 
TAU, referenciada como TA=FR. Más adelante en el programa indicamos 
que deseamos fijar el cuarto elemento de esta matriz a cero. A continuación 
proporcionamos parte del fichero de salida de este programa 

output 1 o 

CHI-SQUARE WITlI 

THE PROBABILITY VALUE IS 
5 DEGREE(S) OF FREEDOM IS 6.727 

ROOT MEAN SQUARE RESIDUAL 
,033 

PARAMETER ESTIMATES 

TAU 

I 2 

-.661 ,189 

6 7 

- 260 ,291 

LAMBDA 

1 2 

1 ,725 ,000 
2 555 ,000 
3 ,714 ,000 
4 ,000 ,984 
-5 000 ,829 

PSI 

1 2 

I 1 .o00 
7 - ,553 1.000 

STANDARD ERRORS 

TAU 

1 2 

,064 ,058 

6 7 

,060 ,062 

2415 

3 

-.913 

8 

,982 

3 

,066 

8 

.O73 

4 í 

000 ~ I O29 

Y 10 

,384 1.073 

4 5 

000 074 

9 10 

,062 ,076 

LAMBDA 
1 2 

1 ,045 ,000 
7 .O38 .O00 
3 ,045 ,000 
4 .O00 047 
i ,000 ,046 

PSI 
1 7 

1 
2 

.o00 

.O57 ,000 

Nótese qiie en este caso se dispone de 5 grados de libertad ya que se ha 
i i i i iduc ic lo  Lina i-csti.iccicín inhs  en los pariimetros en forma reducida. 

A continuación incluimos el programa PRELIS 2 necesario para este 
c,jcniplo, 

da ni=5 
raw-data-f rom file = lot3.dat fo 
(5f1.0) 
la 
lot1 lo t4 lot5 lo t8 lot9 
or 1-5 
ou m a = p m  sm=lot.pm ac=lot.acr 

Utilizando las matrices estimadas utilizando PRELIS, pasamos a continua- 
ción a estimar los parámetros del modelo utilizando LISREL. 

l isrel 
"L0T:dos factores correlacionados" 
da ni=5 no=390 ma=pm 
k m  = lo t .pm 
ac = lot.acr 
la 
tot1 lot4 lot5 lot8 lot9 
mo ny=5  ne=2 ly=fi ps=sy,fi te=di,fr 
le 
opt imis pesimis 
pa I Y  
1 0  
1 0  
1 0  
o 1  
o 1  
va 1 ps 1 1 ps 2 2 
f r  ps 1 2 
ou wI xm nd=3 
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( ' O i i i ( J  e11 el caso clc variables dicotóinicas, los resiiltados obtenidos son muy 
similares ;I los pi-oporcionados poi- LISCOMP y por tanto IIO sci-ári r.eprodLi- 
cidos aquí. 

En este cap ít i i  1 o hemos visto los distintos iiiodel os n i  Lil t i d i me n s i o i i  al es 
de respuesta a los items existentes basados e n  121 Litiiixacióii de In o,jiva no[.- 
mal, así coino los métodos disponibles para la estiniacióii tlc estos iiioclclos. 
Hasta cI moincn to  no existe niiigún MRI  iiiultitliiiiciisio~i~il IXII'" clntos 1mli- 
cotóiiiicos no  oi-tleiiados. Si i i  eiiib;ii.so, cii pi.iiicipio es  posil,Ic. i ~ i o c l c l ; ~ ~ ~  cs- 
tos datos dcntro del iiiaico de los modelos esp~icstos ti.aiaiiclo a los datos 
pol i co tóni i cos n o oi-d en ;idos como datos dc p i'e fe r e  n c i ;is cl e 1 os  cl II  c' 1'1 i I i c a - 
inente se dispone de infoi-niación acerca de la opción pidci-ida poi. cada 
sujeto, pero no del oi-den de las pi-cfcreiicias de los s ~ ~ j c i o s  poi- las oti-as 
opciones dc los items (Maydeu-Olivai-es, 1995; Takanc 6r dc LCCUIV, 1987). 
Esta es una línea obvia de investigación futura en el área de los MRI multi- 
dimensionales. 

Todos los métodos de estimación presciitados aquí adolecen de sei-ias 
limitaciones. Así, los métodos de infoi-iiiación limitada b 
nes de disci-epaiicias cuadiáticas ponderadas de Chi-istol 
se Iiallan iiiilitados en el núnici-o de itciiis q u e  piieden analizai- debido a 121 

nccesidad dc estiinai' e iiivci-tii. la iiiati,iz de pesos. M ~ i t l i h i  y Kaplk1ii-i ( 1  985, 
1992; ver también Mutf ié i i ,  1993) han investigado los efectos del númci-o de 
\xi-iablcs aiializadas y el taii iafio de la iiiiicsii'a cinpleacln c i i  la v;ilitlcz clc 1;i 
pi-ucba cle boiidacl de ajuste o l~ t c i i i da  y los C I ~ I X ) I X S  cstlíiicl:ii~ cIc los IXII~~II IC-- 

tros obtenidos inediante la utilización del método de Muthén.  Estos autoi-es 
han concluido que a menos cluc el núiiici-o de val-iablcs sea pcclilcfio y el 
taniafio de la muestra inuy grande la pr~icba de bondad de ajuste tlcl iiioclclo 
y los errores estándar de los parámetros sei-án erróneos. Esto se debe a que 
el estimador converge niuy lentamente a SLI distribución asintótica tcói-ica 
(Mutlién & Satorra, 1995). Es niuy probable que estos i-csiiltados scan c s t i x  
polables a otros métodos de estimación similares, como los de Chiistoffers- 
son (1975) y Joreskog (1994). Nótese que estas limitaciones de los métodos 
de información limitada son comunes a la estimación de MRI uiiidimensio- 
nales y iiiultidiniensionales. 

Si se utilizan métodos de estiniación de información limitada basados en 
mínimos cuadrados no ponderados, entonces desapai-ecen las limitaciones 
en cuanto al número de items que pueden ser- analizados siniultáiieainente, 
pero en este caso no se dispone de errores estándar para los par-áiiietros ni 
de una  pi-ueba de bondad de ajuste del modelo. &tos, en principio, pueden 
ser obtenidos mediante re-inuestreo (Eh-on & Tibshirani, 1993). Esta es otra 
línea olxzia de investigación futura en este área. 

Los in 6 todos tic es t i ni ac ió n d e i n  Iorm ac i 6 n pi en a única i i ~  cii te se 1.5 11 ii 15 s 

electivos que los métodos de inloriiiacióri limitada si son capaces de aprove- 
char la infoi-niacióii de las frecuencias de orden superior. Los métodos de 
cstiiiiación basados en el algoritmo EM tienen serias limitaciones para esti- 
n ia i -  iiiodelos con L i i i  número elevado de rasgos latentes y en general única- 
mente se mostrarán superior-es a los métodos de información limitada cuan- 
do se disponga de muestras muy grandes y el número de rasgos latentes 
postulacio sca niuy pcq~iciio. Recientemente ha aparecido en la literatura 
estadística u n  nuevo algoritmo que puede ser utilizado en sustitución del 
algoi-iinio E M  en pi~ocediiiiieritos de estimación de información plena. Se 
t i -a ta  del dciioiiiinado algoi-itiiio de re-iiiuestreo de Gibbs (Gelfand Sr Siiiith, 
1991). Otix Iíiica obvia de investigación F L I ~ L I ~ ~  en el Ai-ea de MRI i n u l t i d i -  

I 1 i c i i  sic I i;i I c's c s  la i i i vcs I i fix i 6 I 1 dc I ;I c I'cc t i \ , i  dad d c es te a Igo i-i t i n  o pa ix cs I i - 
i i i í ~ i '  estos iiioclclos. Iiidej~cntlieiiteiiicnte de que se utilice el algoritmo EM o 
el de ix-i i iwsiiw de Gibhs, si se desea obtcnci. ci-rows estándar para los 
pai.líiiictix)s es iieccsai.io desarrollar pi-ograiiias de estimación de modelos 
coiifii-iiiatorios. Esta es oti-a línea obvia de investigación en este área. 

Con todo, resulta difícil evaluar la efectividad de los métodos existentes 
de estimación ya que existe un número muy limitado de estudios que hayan 
investigado el comportamiento de los estiniadores existentes bajo condicio- 
nes distintas de taniario inuesti-al, número de items, núniei-o de factores. 
Entrc los estudios existentes cabe citar los de Balassiano (1994), Knol y 
Bci-gei- (1991), Parry y McArdle (1991), Poothast (1993), Reiser y Vandeii- 
Rci-g ( I  994). Más estudios son necesarios para evaluar claramente los Iími- 
tcs tlc los cstiiiiucloi-es existentes. 

Diversos aspectos tales conio la interpretación de los parámetros del mo- 
delo, í'iiiicioiics de  iiifoi-iiiaci6n de los items y del test, o estimación de las 
valoi.cs cIc los siijctos C I I  I;is vni.ial->lcs latentes que  no han sido cubiertos en 
este capítulo poi. falla de espacio son fácilmente extrapolables a partir- de los 
ixxiltaclos existentes pwa MRI ciiiidiiiicnsionalcs. Los lectores interesados 
en la iiitci.pi.ctacióii de los paráiiictros de MRI niultidiinensionales pueden 
consultar Reckase (1985), Reckase y McKinley (1991), y Muraki y Carlson 
(1995). McDonald (en prensa a)  y Reckase (en prensa) discuten las funcio- 
iics de iiifoimacióii de los items y del test en MRI niLiltidiinensionales. En lo 
que respecta a la estimación de los valores de los sujetos en las variables 
latentes del modelo, éstas se realizan mediante procedimientos de estinia- 
ción de información plena una vez han sido estimados los parámetros de los 
items (bien por procedimientos de información plena, o limitada), véase 
Muraki y Engelhard (1985). 

17.9. EJERCICIOS 

1. Demostrar que la equivaleIicia entre la parametrización de Lord y la 
FA dada en la Ecuación (1 7.25) puede escribirse alternativamente 
conio 
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2. Considera un esperimento en dos etapas. En la prirnera etapa, los 
sucesos posibles (A,, ..., A, , )  son mutuamente excluventes, tal que 

A ,  = 1 .  En la segunda etapa, los resultados posibles depeiiclcri tic 

los de la primera v se conocen las probabilidades condicionalcs 
P(B, 4). 

a) 

, = I  

Deinuestra que P(B,) = 1 P(B,iA,)P(A,) 
, = I  

(Nota:  Utiliza la definición de probabilidad condicionada 

y ya que B, debe ocurrir con alguno de los IZ posibles sucesos A,, 

Utilizando el rcsultaclo anterior, demuestra 121 ecuación 17. I :  
P(B,) = P(B,A, + ... + B,A,,) 

b) 

Pr(v = u) = j R  . . .  l g ( v  = L I I ~  = h)f(h)tih 

(Nota: las variables aleatorias asociadas con los items con categóri- 
cas, pero las asociadas con los rasgos latentes son continuas.) 

Demucstia que la ecuación 17.42 tanibikn puede cscribii-se coino 

Demuestra (LE en MRIs policotómicos con ORFs suaves, podemos 
escribii- 

3.  

3 .  
f ,  = - @ - I @ ,  ) = @ -  I@,")  
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