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1 Introduccion

El estudio de los imaginarios y la eliminacién de imaginarios tiene su inicio a finales
del siglo pasado principalmente en los trabajos de Shelah ([9]), Makkai ([8]) y Poizat
([1]). Dado un subconjunto definible D C C del modelo monstruo de una teorfa (que
se introducird més adelante), se dice que una tupla ¢ de elementos imaginarios es un
parametro canénico de D si para cada automorfismo f de la estructura imaginaria
se tiene que f fija D como conjunto (no necesariamente elemento a elemento) si y
sélo si fija la tupla c. Los imaginarios se definen como las clases de equivalencia de
las relaciones de equivalencia en C™ definibles sin pardmetros. Es interesante tener
parametros candnicos para los subconjuntos definibles de C; y una manera de asegurar
su existencia es pasando al universo imaginario C¢? anadiendo nuevas suertes para
cada uno de los universos cocientes por las distintas relaciones de equivalencia O-
definibles. En algunos casos ocurre que existen estos parametros canénicos en C para
todos los conjuntos definibles (e.d. que los pardmetros candnicos son reales), y se dice
entonces que la teoria tiene eliminacion de imaginarios, haciendo referencia a que
no hay necesidad de anadirlos para conseguir los parametros candnicos. Sin embargo,
existen casos intermedios en los que la teorfa inicial no tiene eliminacién de imaginarios
pero se pueden conseguir parametros canénicos para todos los subconjuntos definibles
anadiendo sélo pocas suertes.

Es sabido, por ejemplo, que la teoria de cuerpos algebraicamente cerrados elimina
imaginarios (véase [1]). El afio pasado D. Haskell, E. Hrushovski y D. Macpherson
lograron mostrar en [4] que la teoria de cuerpos valorados algebraicamente cerrados
elimina imaginarios anadiendo s6lo unas pocas y naturales suertes al lenguaje. La
teorfa que desarrollaron para mostrar dicho resultado tiene un alcance mas general y
profundiza en temas de independencia para n-tipos, lo que abarca un territorio mucho
mas amplio del que se trata en este trabajo, pero el camino que siguieron para probar
la eliminacién de imaginarios es claramente motivado en principio por las nociones
y resultados presentados por J. E. Holly en [7], donde se muestra que existe un tipo
particular de eliminacién de imaginarios para subconjuntos definibles del cuerpo en una
variable en el caso en el que el cuerpo valorado y su cuerpo residual tienen caracteristica
cero. En el trabajo de Holly se desarrolla la teoria de los prototipos para dicho fin y
el camino hacia la prueba de eliminacién de imaginarios sigue un enfoque sintactico
que dificulta en algunos casos entender de manera clara las propiedades bésicas de los
modelos de esta teoria que se estdn utilizando.

El objetivo de este trabajo es entonces dar una nueva prueba més breve del re-
sultado obtenido en [7] utilizando herramientas clédsicas de la teorfa de modelos para
mirar en detalle el comportamiento de los conjuntos definibles bajo la accién de los
automorfismos de los modelos de la teoria en cuestién; y de esta manera poder enten-
der de manera mas clara qué propiedades a nivel de las estructuras son importantes
para que pueda darse tal tipo de eliminaciéon de imaginarios. Es importante aclarar
que si bien el enfoque de la prueba expuesta en este trabajo es distinta, en muchos
casos las pruebas de las proposiciones y lemas son adaptaciones de las presentadas en
[7], y algunas hdbiles manipulaciones algebraicas son tomadas directamente de éstas.

En la siguiente seccién se introducen los imaginarios y distintos tipos de elimina-
cién de imaginarios, junto con algunas equivalencias y resultados cldsicos obtenidos en
relacién a éstos y relevantes para el objetivo de este trabajo. En la tercera seccion se
introduce la teorfa de los cuerpos valorados algebraicamente cerrados, se presenta el
resultado principal obtenido por Holly en [6] que caracteriza de manera muy ttil los
subconjuntos del cuerpo valorado en una variable en términos de nuevos objetos lla-
mados discos, y se introduce la estructura multivalorada con la que se trabajara para



poder tener parametros candénicos asociados a dicho tipo de subconjuntos. En la cuar-
ta seccidn se introduce la teoria de los drboles y conjuntos valorados y los principales
resultados y conceptos asociados, presentados en [7], que permiten clasificar y analizar
de manera muy fina los conjuntos finitos de discos, protagonistas durante el resto del
trabajo. La quinta seccién se encarga de presentar las principales propiedades relacio-
nadas con las operaciones entre los discos y los arboles valorados construidos sobre
conjuntos finitos de éstos. Finalmente, en la sexta seccién se construyen pardmetros
canodnicos para los conjuntos finitos de discos y se prueba entonces la existencia de
parametros canénicos para los subconjuntos definibles del cuerpo en una variable.

Se denotard por C al modelo monstruo de la teoria, un modelo saturado cuyo
universo es una clase propia. Todo modelo de la teoria se verd como un submodelo
elemental de C y todo conjunto de pardmetros se vera como un subconjunto de C.

Si a es un elemento o una sucesion de elementos y A es un conjunto de parametros,
se denotard por tp(a/A) al tipo de A sobre A, el conjunto de férmulas con pardmetros
en A satisfechas por a. Se denotard por Aut(C/A) al conjunto de los automorfismos
f de C que fijan A elemento por elemento, e.d., tales que f(a) = a para cada a € A.
La siguiente propiedad de C es muy util y frecuentemente utilizada: si dos sucesiones
de elementos a y b (posiblemente infinitas) tienen el mismo tipo sobre un conjunto de
pardmetros A, existe entonces un automorfismo f € Aut(C/A) tal que f(a) = b.

Dado un conjunto de pardametros A C C, se dird que un elemento o una sucesién
de elementos a pertenece a la clausura algebraica de A, que se denotard por acl(A),
si existe una férmula p(z) con pardmetros en A tal que a = ¢(x) y el conjunto de
realizaciones de ¢(z) en C, ¢(C), es finito. Se dird que a pertenece a la clausura
definible de A, que se denotard por del(A), si existe una férmula p(z) con pardmetros
en A tal que (C) = {a}. Equivalentemente, se dice que a € acl(A) si la érbita de a
bajo Aut(C/A) es finita y que a € dcl(A) si la érbita de a bajo Aut(C/A) tiene un

solo elemento.

Agradezco la direccién y las valiosas ideas que Rafel Farré ha aportado y que
permitieron la elaboracién de este trabajo.



2 Eliminacién de Imaginarios

En esta seccion se introducen los imaginarios y se presentan algunas equivalencias
y resultados importantes al respecto. La mayoria del material aqui presentado puede
encontrarse en [3] y [1].

DEFINICION 2.1. Un imaginario es una clase de equivalencia a/F de una tupla a € C"
(para algiin n € w) con respecto a una relacién de equivalencia (-definible F.

La primera aparicién de los imaginarios fue debido a Shelah en [9]. Lo que hizo
fue introducir en el lenguaje un nuevo simbolo de predicado Pg para cada relacion
de equivalencia (-definible £ y un nuevo simbolo funcional 7. Definié entonces el
universo imaginario C? como una expansién de C en el nuevo lenguaje donde cada
Pg es interpretado como el universo cociente con respecto a E y cada mg interpretado
como la proyeccion que envia a cada tupla a de C en su respectiva clase de equivalencia
a/E.

Posteriormente Makkai en [8] propuso construir C®? como una estructura multiva-
lorada introduciendo, para cada relacién de equivalencia (-definible, una nueva suerte
asociada al cociente C/F y la respectiva proyeccién mg. El universo C puede identifi-
carse asi con su cociente por medio de la igualdad. Desde entonces esta es la manera
acostumbrada para construir C°? y de esta forma cada modelo M de T resulta tener
una dnica expansiéon a un modelo M*“? de la teoria T°? de C*1.

Es importante observar también que de esta manera todo automorfismo f de C se
extiende de manera tinica a un automorfismo f de C°?, donde para cada imaginario
¢ = a/E, f(c) = nu(f(a).

Guiado por el interés de saber cuando el paso de C a C®? era innecesario, Poizat
en [1] introdujo las nociones de eliminacién de imaginarios.

DEFINICION 2.2. Sea T una teoria de primer orden.

1. T elimina imaginarios (tiene EI) si cada imaginario es interdefinible con una tupla
real, es decir, si para cada e € C®? existe una tupla a € C" (para algiun n € w) tal
que dcl®(a) = dcl®(e).

2. T elimina débilmente imaginarios si para cada imaginario e € C¢ existe una tupla
a € C" (para algin n € w) tal que e € dcl®(a) y a € acl®(e)

Dado un conjunto D C C y un automorfismo f € Aut(C), se utilizard la notacién

f(D) = D para decir que D queda fijo como conjunto (se permutan sus elementos)
bajo f.

DEFINICION 2.3. Sea D un subconjunto definible de C. Se dice que una tupla ¢ € (C¢?)"
es un pardmetro candnico de D si para cada automorfismo f € Aut(Ce9),

fle)=cssi f(D)=D.
Si ¢ es una tupla de elementos de C, se dice que es un pardmetro cancénico real.
Los siguientes resultados son bien conocidos y pueden encontrarse en [1] y [2].
PROPOSICION 2.4. Las siguientes son equivalentes:
i) T tiene EL

11) Para cada conjunto definible (posiblemente con pardmetros) de C™ (para cualquier
n € w) existe un pardmetro candnico real.



PROPOSICION 2.5. Las siguientes son equivalentes:
1. T tiene Eliminacion débil de imaginarios.

2. Para cada subconjunto definible D C C™ existe un conjunto finito A de tuplas de
C tal que para todo automorfismo f € Aut(C) se tiene que f(A) = A si y sdlo si
f(D)=D.

DEFINICION 2.6. Se dice que una teorfa T tiene I-eliminacidn de imaginarios (1-EI) si
para cada conjunto definible D C C (jen una variable!) existe un pardmetro candénico
real.

Poizat probo que la teoria de los cuerpos algebraicamente cerrados tiene eliminacién
de imaginarios. El siguiente criterio es muy 1til para probar eliminacién de imaginarios
en ciertos contextos y se utiliza para dar la prueba de 1-eliminacién de imaginarios
que se presenta en este trabajo.

DEFINICION 2.7. Se dice que T' codifica los conjuntos finitos si para cada conjunto
finito A C C" (n € w) existe un pardmetro canénico.

LEMA 2.8. Una teoria T tiene eliminacion de imaginarios si y solo si tiene eliminacion
débil de imaginarios y ademds codifica los conjuntos finitos.

DEMOSTRACION. Supéngase que T tiene EI y ademds codifica los conjuntos finitos.
Sea D un conjunto definible de C. Al tener eliminacién débil, por la proposicién 2.5
existe un conjunto finito de tuplas A C C™ tal que para todo f € Aut(C), f(D) =D
ssi f(A) = A. Como T codifica los conjuntos finitos, existe un pardmetro canénico ¢
para A. Nétese entonces que si f € Aut(C),

fD)=D < f(A) =A< flc)=c

con lo cual ¢ es también un pardmetro candnico para D. La otra implicacion es clara.

O

El siguiente hecho es bien conocido también, y su prueba se basa esencialmente en
el uso de las funciones simétricas.

HecHO 2.9. Si T 2 ACF, donde ACF es la teoria de los cuerpos algebraicamente
cerrados, entonces T codifica los conjuntos finitos.



3 Cuerpos Valorados

DEFINICION 3.1. Un cuerpo valorado es un cuerpo K junto con una funcién de valora-
cién | | : K — Ty, donde Ty es un grupo abeliano multiplicativo totalmente ordenado
junto con un nuevo simbolo, 0, tal que 0 < -y para todo 7 € I' y tal que para cuales-
quiera 1,72 € I', si 71,72 > 1 entonces 7; - v2. La funcién de valoracién debe cumplir
las siguientes condiciones:

1. |z|=0siysélosiz=0
2. eyl = |xllyl
3. o +yl <mdx{lal lyl}, v si|z] # |y|, |z + y| = méx {[«], [y[}

Dado un cuerpo valorado K, los siguientes objetos asociados son de especial interés:

1. El Anillo de valoracion, dado por R = {x € K : || < 1}.
2. El Ideal mazimal del anillo de valoracién, dado por M = {z € K : |z| < 1}.
3. El Cuerpo residual, dado por k = R/M

4. La funcién res : R — k, que envia cada elemento de R a su respectiva clase médulo
M

5. Dados b € K y v € T', el subconjunto de K dado por {x € K : |[x —b| <~} se
conocera como el disco cerrado con centro by radio 7. La clase de los discos cerrados
de K se denotara por D.

6. Andlogamente, dados b € K y v € I, el subconjunto de K dado por
{r € K : |z —b] <~} se conocerd como el disco abierto con centro by radio 7.
La clase de los discos abiertos de K se denotard por O.

Es facil ver que si K es algebraicamente cerrado, entonces k también lo serd. En
caso de que ambos tengan caracteristica cero, se dird que K es un cuerpo valorado
algebraicamente cerrado de equi-caracteristica cero.

Dado un disco (abierto o cerrado) D, se denotard por rad(D) al radio de D. Las
siguientes son algunas propiedades interesantes de los discos que se deducen facilmente
y que se utilizardan constantemente a lo largo del trabajo.

PROPIEDADES 3.2. Sea K un cuerpo valorado y D y O sus clases asociadas de discos
cerrados y abiertos.

1. Dados dos discos disjuntos D, E (en D o O), existe v € T tal que |v —y| = v
Ve € D,y € E. Tal vy se denotard por |D — E|.

2. Dado un disco D, todo b € D es centro de D.

3. Dados dos discos disjuntos D, E (en D o O), si DNE # (), entonces D C E o
ECD.

DEMOSTRACION. 1. Sean D1, D, dos discos disjuntos con centros en by y by y de radios
Y1 ¥ Y2 respectivamente. Sean ¢; € D1 y co € Do dos elementos cualesquiera. Notese
que

|Cl_02| = |(Cl—bl)+(b1_b2)+(b2_c2)|
= max {|c; — bil, [b1 — ba|, b2 — 2|}
= |b1 _b2|7



pues los discos son disjuntos y entonces sus centros estardn a una distancia mayor
estrictamente que méax {71,v2} si alguno de los dos discos es cerrado, o mayor o igual
a méx {y1,72} en caso de que ambos discos fueran abiertos.

2. Sea D un disco con centro en b y radio v y sea ¢ un elemento arbitrario de D.
Supéngase que D es cerrado (la prueba para el caso abierto es anédloga). Se vera que si
E es el disco cerrado con centro en ¢ y radio v, entonces D = E. Pues bien, sea z € D.
Nétese que

lz—c = |(x—=0)+(b—0¢)]
< méax{|z —b|,|b—c|}
< 7

con lo cual D C E. Andlogamente, si x € E, nétese que

[z —b] = |(z—c)+(c-b)
< méx{|z —c|,|c— b}
<7

verificindose entonces que D = F.

3. Sean D1, Dy dos discos cualesquiera de radios 71 y 2 respectivamente y sea ¢ €
D1 N Dy un elemento que pertenece a ambos discos. Por el resultado anterior Dy y Do
son discos con centro en ¢ y radios 1 y 2. Dependiendo si los discos son cerrados o
abiertos y si y1 < 2 0 si 1 > 79, se ve claramente que D1 C Dy 0 Do C Dq. [

A continuacién se presentard el resultado obtenido en [6] que describe de manera
precisa los subconjuntos definibles en una variable de los cuerpos valorados algebrai-
camente cerrados y que motiva la construccién de la estructura multivalorada en la
que se tendra la 1-eliminacién de imaginarios para subconjuntos definibles del cuerpo.
Los discos recién introducidos seran la base de dichos subconjuntos definibles.

DEFINICION 3.3. En un cuerpo valorado K, un Queso Suizo es un subconjunto no
vacio de K de la forma D~ (E;U...UE,), donde D es un disco (o todo K) y cada FE;
es un subdisco propio de D. D se conocera como el blogue del queso suizo y los E;’s
como los huecos.

TEOREMA 3.4 (HoLLY). Todo subconjunto definible (con pardmetros) en una variable
D C K de un cuerpo valorado algebraicamente cerrado es la union de un unico conjunto
{S1,...,Sn} de quesos suizos disjuntos no anidados, es decir, tales que para ningin
i,7, el blogue de S; coincide con un hueco de S;.

En [5] se muestra que la teoria de los cuerpos valorados algebraicamente cerrados de
equi-caracteristica cero no tiene eliminacién de imaginarios; y que incluso no se tiene
anadiendo nuevas suertes para el grupo de valores y el cuerpo residual. Sin embargo
se verd que con el fin de tener pardmetros canénicos para los subconjuntos definibles
en una variable del campo, es suficiente anadir a la estructura nuevas suertes para las
clases de discos.

La estructura multivalorada con la que se trabajara de ahora en adelante estara da-
da por

K= (Ka Fo,k,D,O, ‘ |7T€5307 d)a

donde

e K, el cuerpo valorado, es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica
cero sobre el lenguaje de cuerpos {+,-,0,1}.



e Iy, el grupo de valores aumentado, es un grupo abeliano multiplicativo ordenado
junto con un nuevo simbolo, 0, sobre el lenguaje {-,1,0}.

e k el cuerpo residual, es un cuerpo algebraicamente cerrado de caracteristica cero
sobre el lenguaje de cuerpos {+,-,0,1}.

e D es el espacio de discos cerrados.
e O es el espacio de discos abiertos.
e | |: K — T es la valoracién.

e cd: K xTg— D es la funcién que le asigna que al par (b, ) el disco cerrado con
centro en b y radio v, es decir, cd(b,y) = {z € K : |z — b| < ~}.

e od: K xTg — O es la funcién que al par (b,~) le asigna el disco abierto con
centro en b y radio v, es decir, co(b,y) = {x € K : |zt — b| < ~}.

La teoria multivalorada de cuerpos algebraicamente cerrados de equi-caracteristica
cero asociada a la anterior estructura se denotara por ACV Fy .

Nétese que las nociones de eliminacién de imaginarios y eliminacion débil de imagi-
narios fueron formuladas para estructuras univaloradas, mientras que aqui se trabaja
con una estructura multivalorada. De esta manera, al hablar de 1-eliminacién de ima-
ginarios (o eliminacién débil) en AC’VF(’)’07 se especificard la suerte de los conjuntos
definibles asociados a los imaginarios en cuestién. Es decir, al ver, por ejemplo, que hay
parametros candnicos para subconjuntos definibles del cuerpo valorado en una varia-
ble (objetivo de este trabajo), se dird que ACV Fy  tiene 1-eliminacién de imaginarios
para la suerte correspondiente al cuerpo valorado.

Los siguientes resultados pueden verse en [4] y permiten ver que AC VFé,0 tiene 1-
eliminacion de imaginarios para las suertes I'g y k correspondientes al grupo de valores
y al cuerpo residual.

DEFINICION 3.5. Sea T una teoria de primer orden sobre un lenguaje £ y sea p un tipo
parcial sobre (). Se dice que p estd establemente inmerso en C si para todo conjunto
definible D C C™ (para cualquier n € w) existe un D’ C C p(C)-definible tal que que
Dn(p(C))" = D' N (p(C))".

Si P = p(C) y p estd establemente inmerso en C es usual decir que P estd estable-
mente inmerso en C. Como I'y y k son definibles en K, se hablard de que I'y y k estdn
establemente inmersos en K en este sentido. En la proposicién 2.1.3 de [4] se prueba
precisamente que:

PROPOSICION 3.6. 1) Ty estd establemente inmerso en C.
it) k estd establemente inmerso en C

Por otro lado, como la teorfa de grupos abelianos ordenados divisibles (la teorfa
asociada a T'y) y la teorfa de cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica cero
(la teorfa asociada a k) tienen eliminacién de cuantificadores, junto con el anterior
resultado puede verse que:

1. Cada subconjunto KC-definible de I'y es una unién finita de puntos e intervalos, y por
lo tanto tiene un pardametro canénico dado por la tupla de los puntos y extremos
de los intervalos.

2. Cada subconjunto K-definible de k es finito o cofinito, y por lo tanto tiene un
parametro candnico dado que la teoria de k codifica los conjuntos finitos.



De esta manera se tiene que ACVF('LO tiene 1-eliminacién de imaginarios para las
suertes I'g y k.

Andlogamente a la definicion de 1-eliminacién de imaginarios introducida en la
seccién pasada, se dice que una teoria tiene I-eliminacion débil de imaginarios si para
cada conjunto definible (jen una variable!) D C C existe un conjunto finito A de tuplas
de C tal que para todo automorfismo f € Aut(C) se tiene que f(A) = A siy sélo si
f(D)=D.

Nétese que con el teorema de Holly (teorema 3.4) se concluye entonces que ACV Fy
tiene 1-eliminacién débil de imaginarios para subconjuntos definibles del cuerpo, pues
dado un subconjunto definible A C K, el conjunto finito S de los discos de los quesos
suizos que aparecen en su descomposicién es tal que para cada f € Aut(K), f(A) = A
ssi f(S) =S, donde f(S) = S significa que los discos de S se permutan entre si bajo f.
La implicaciéon de izquierda a derecha es clara. Para la otra direccién basta ver que la
imagen bajo un automorfismo de un bloque serd de nuevo un bloque y que la imagen
de un hueco serd un hueco. Sea entonces S = {D1, D2, ..., D,} el conjunto de todos
los discos (sin repeticiones) que aparecen en la descomposicién en quesos suizos de un
subconjunto definible A C K. Para cada D € S, considérese el nimero

np=|{E€S:DCE}|

el numero de discos de S en los que D estd incluido. Nétese que este nimero se
respetard bajo automorfismos, es decir, para cada f € Aut(K) se tiene que

nf(D) =np.
Pues bien, nétese que np es impar si y sélo si D es un bloque y es par si y sélo si D
es un hueco. Se tiene entonces lo que se queria.

Lo que se haré en la 1ltima seccién es precisamente construir parametros canénicos
para conjuntos finitos de discos. Para esto sera importante clasificar el espacio de los
discos de manera muy fina; y con este fin, dada su estructura arbdrea intrinseca, se
introducird en la siguiente seccién la teorfa desarrollada por Holly en [6] y [7] con
relaciéon a conjuntos y arboles valorados.
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4 Arboles y conjuntos valorados

DEFINICION 4.1. Sea S un conjunto y I" un conjunto totalmente ordenado. Se define
inductivamente un T'-drbol sobre S, su valor en T'U {0} y sus hojas de la siguiente
manera.

i) Sib e S, (b,0) es un I'-drbol valorado atémico con una sola hoja, b, y con valor
0. El valor 0 se define como < v para todo v € I'.

ii) Sean Ty, ...,T,,, n > 2, I'-arboles valorados cuyos conjuntos de hojas son disjuntos
por pares, y cuyos valores respectivos son 71, ..., vn. 91 v € I' es tal que v > ~;
(i € {1,2,...,n}), entonces el par ({711, ...,T},7) es de nuevo un I'-4rbol valorado,
T, con valor 7. b es una hoja de T ssi b es hoja de algin T;.

DEFINICION 4.2. Un subdrbol de un I'-arbol valorado T es cualquier I'-4rbol valorado
utilizado en su construccién. Asi, si U = (7,+) es un I'-4rbol valorado, entonces cada

T € T es un subarbol de U.

Noétese que dados dos subarboles T7,T5 de un I'-arbol T', o bien T3 es un subéarbol
de 15, o Ty es un subarbol de T3, o sus conjuntos de hojas son disjuntos. También,
si by ¢ son hojas del arbol T, existe el subarbol mas pequeno de T que contiene a b
y ¢ (de ahora en adelante b € T significard que b pertenece al conjunto de hojas de
T). Su valor se denotard por dr (b, c). Asi, dos hojas de un drbol estardn "més cerca”,
mientras menor sea dr (b, ¢).

DEFINICION 4.3. Un conjunto valorado es un conjunto @ con una funcién asociada
d:QxQ — TU{0} (0 <~ para todo v € T') que llega a un conjunto totalmente
ordenado donde Vy € I', 0 < v, y tal que:

i)

i) d
iii) d
d

z,y) =0ssix =1y

d(y, )

max{d(z,z),d(z,y)} para cualquier z € @. De aqui se sigue que si
d(y, z), entonces d(z,y) = max {d(z, z),d(y, 2)}.

T,y

Z,y
T,z

d(z,y)
(z,y) =
(z,y) <
(z,2) #

Noétese que un cuerpo valorado puede verse como un conjunto valorado donde la
funcién asociada d : K x K — I'y viene dada por

d(z,y) = |z —y|.

De manera andloga, como se notara en la siguiente seccion, las clases de discos abiertos
(cerrados) del mismo radio, pueden verse también como conjuntos valorados.

PROPOSICION 4.4. Sea S un subconjunto finito no vacio de Q, donde QQ es un conjunto
valorado con d : Q x Q — T'g. Entonces existe un unico I'-drbol valorado T sobre S tal
que Vz,y € S se tiene que d(z,y) = dr(z,y).

DEMOSTRACION. Ezistencia. Se mostrara por induccién en [S|. Si S = {b}, el
arbol deseado es (b,0). Supdéngase entonces que S tiene més de un elemento. Sea
v =méx {d(z,y) : x,y € S} y sea ~ la relacién de equivalencia en S dada por

x ~ysiy solosid(z,y) <.
Sean S1,S9,...,5, las ~-clases de equivalencia. Claramente para cada i € {1,...,n},

|Si| < |S|. Por hipétesis de induccién, existen arboles valorados Ti,...,T, sobre
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Si,...,S, respectivamente con las propiedades deseadas. El arbol ({T4,...,Tn},7)
es entonces el arbol deseado.

Unicidad. Si S tiene un sélo elemento no hay nada que probar. Supéngase entonces que
T={T,....,Tu},v) yU=({U1,...,Un},0) son dos I'-4rboles sobre S con las pro-
piedades deseadas. Supéngase que v # J; sin pérdida de generalidad, que < . Nétese
que cualesquiera dos elementos de S que estén en distintos 7;’s estarian a distancia +,
mientras que esto es imposible para cualesquiera dos elementos en cualesquiera U;’s,
con lo cual v = §. Supdngase entonces que {T1,...,T,} # {U1,...,U,}. Nétese que
los conjuntos de hojas de los T;‘s y los U;’s forman particiones de S. Sean b y ¢ dos
elementos de S que estén en un mismo 7; pero en distintos U;’s. De acuerdo con T,
d(b,c) < =, pero de acuerdo con U, d(b,c) =, con lo cual se tiene una contradiccién
y se concluye que n =m y {T1,...,T,} = {Uy,...,U,}, como conjuntos de conjuntos
de hojas. Sin pérdida de generalidad, supéngase que cada T; tiene el mismo conjunto
de hojas que U;. Por hipdtesis de induccién se tiene entonces que T; = U; y por tanto
que T=U0.0

De ahora en adelante un arbol valorado sobre un subconjunto finito de un conjunto
valorado serd precisamente el arbol recién descrito.

Con el fin de descomponer los drboles valorados construidos sobre conjuntos finitos
de conjuntos valorados y poder clasificar y analizar mas detalladamente los conjuntos
finitos de discos en las siguientes secciones, se introducen a continuacién los clusters
de los drboles valorados.

DEFINICION 4.5. Sea T un I'g-4drbol valorado. Para cada subdrbol de T' de la forma
({b1,.. .0, U, ..., Un},y) (m>1, m >0y~ >0), donde by,...b, son atémicos y
Ui,...,U, no lo son, el conjunto {b1,...,b,} es un n-cluster en T, o simplemente un
cluster en T. Si T = (b,0) es un I'-4rbol atémico, entonces {b} es un 1-cluster en T.

Notese que como cada hoja de un arbol valorado 7" no atémico aparece de la forma
descrita anteriormente en un subarbol de T' una sola vez, los clusters en T forman una
particién de su conjunto de hojas.

DEFINICION 4.6. Sea T un I'g-drbol valorado sobre un conjunto S. Dados
q,Ng,Ng—1,-.-,N1 enteros positivos, se definen ciertos subconjuntos C' de S llama-
dos (ng,...,n1)-clusters en T, y se le asigna, a cada C, su i-ésima altura, h;(C), para
cada i € {1,...,q}, que serd un elemento de T'y. La definicién es por induccién en gq.

1.Sig =1y n; =n, se trata de un n-cluster C = {by,...,b,} en T. Si C aparece en un
subdrbol de la forma ({b1,...,b,,U1,...,Un},7) donde Uy, ..., U,, son no atémicos,
hi(C) = .

Observacion 1. Si Cy y Cy son dos n-clusters distintos en 7', con la misma altura,
existe un § € I'y tal que para cada b € Cy y ¢ € Cy, d(c1,c2) = §. Para ver esto
supéngase que Cj proviene de un subdrbol S; = ({b1,...,bn,Ur,...,Un},y) v Co
de un subéarbol Sy = ({e¢1,...,¢n, Vi,...,Vp},7). Nétese que ninguno puede incluir
al otro porque tienen el mismo valor, con lo cual son disjuntos. Asi, dado b; € Cy y
¢; € O, el menor subdrbol que contiene a b; y ¢; es precisamente el minimo subédrbol
de T que contiene a S1 y a Sa; sea § > y su valor. Entonces d(b;, ¢;) = 6. O

Observacion 2. Analogamente puede verse que si Cy y Cy son dos (n,, . .., ny)-clusters
distintos en T para algin p € N tales que h;(C1) = h;(C2) para cada i € {1,...,p},
entonces existe un ¢ € I' tal que para cada b € C; y ¢ € Cq, v(b, ¢) = 4. Esto implica que

C1 y Cy son disjuntos y también que si C1, ... Cj son (np, ..., nq)-clusters distintos en
T para algin p € N tales que h;(Cy) = --- = h;(Cy) para cada i € {1,...,p}, entonces
el conjunto {C1,...,Ck} puede verse a su vez como un conjunto valorado, definiendo,
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parai # j, d(C;, C;) = d(b1, b;) para cualesquiera b; € C;, b; € Cj, o equivalentemente,
como el valor del minimo subérbol de 1" que contiene a C; y Cj.

2. 5i ¢ > 1, sean nq,...,ng—1 enteros positivos y 71 < ... < y—1 elementos de I'y.
Supéngase que C1,...,Ck (k > 2) son todos los (ng—1,...,n — 1)-clusters en T' tales
que h;(Cy) = --- = hy(Cy) paracadai € {1,...,q — 1}. De las observaciones anteriores
se tiene que ({C1,...,Ck},T) es un conjunto valorado. Sea entonces T” su I'—0-arbol.
SiD'={Dy,... Dy} C{C1,...,Ck} esun m-cluster en 7", entonces D = D1U- - -UD,,
es un m-cluster en T' cuya g-ésima altura hy (D) serd el valor de hy(D’) como m-cluster
de T" y tal que h;(D) = h;(Cy) parai € {1,...,q¢—1}.

Por ejemplo, en la FIGURA 1 correspondiente al arbol valorado T sobre
{a,b,c,d,e, f,g,h,i}, puede verse que {a,b},{d, e} son todos los 2-clusters en T con
altura primera v y {a,b,d,e} es un (2,2)-cluster con primera altura 7, y segunda
altura 4.

Ficura 1
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5 El algebra de los discos

En esta seccién se introducen los principales resultados relacionados con las opera-
ciones entre discos y los arboles valorados construidos sobre conjuntos finitos de discos
del mismo radio. Las pruebas que se presentan aqui son tomadas en su mayoria de [7]
con leves cambios.

Dado un v € I'g, el conjunto de discos cerrados de radio v se denota por D,.
Anilogamente, el conjunto de discos abiertos de radio -y se denota por O,.

Recuérdese (seccién 3) que dados dos discos disjuntos no vacios D, E, existe un
v € Ty de tal manera que para cualesquiera a € D,b € E, |a — b| = 7. Esto es una
consecuencia inmediata de la propiedad no arquimediana de la valoracién y permite
tener una nocién de distancia entre los discos |D; — Dsy| = 7.

LEMA 5.1. Sea v € I'y. Entonces D, puede verse como un conjunto valorado con la
funcidn asociada d : Dy x D, — D, dada por d(D,E) = |D —E| si D # E, y
d(D,E)=0siD=E.

Andlogamente, O~ es un conjunto valorado.

DEMOSTRACION. Basta notar que |D — E| se comporta en los discos del mismo radio
de igual manera que |z — y| en los elementos del cuerpo valorado. O

DEFINICION 5.2. La valoracién en Iy para un disco no vacio D, denotada por |D| se
define como el sup {|b] : b € D}. Nétese que si 0 ¢ D, entonces |D| = |a| para cualquier
a€D.Ysi0e D, entonces |D| = rad(D).

Dado un elemento no nulo del cuerpo b € K* y un disco D en D o O, se denota por
bD al disco {bx : x € D}. Para —1D), se escribird simplemente —D. Es facil ver que si
D = ¢d(0,7), entonces bD = ¢d(0,~|b]); y andlogamente si D = od(0, 7).

DEFINICION 5.3. Dados dos discos D, E, ambos en D o en O, se define la suma y el
producto entre discos de manera natural:

D+E = {z+y:xz€D,yeE}
DE = {ay:zxe€D,ycE}
Se vera mas adelante que la suma y el producto de discos es de nuevo un disco.

Es importante anotar en este momento que si D, E son discos disjuntos, la distancia
entre D y E mencionada al inicio de esta seccién, d(D, E), coincide con la valoracién
del disco que resulta al sumar los discos D y —F, |D + (—E)].

Los siguientes resultados estdn expuestos claramente en el noveno capitulo de [7],
y son de gran utilidad para la construcciéon de pardmetros canénicos en la siguiente
seccion.

PROPOSICION 5.4. Sean by,bs € K y~y1,7v2 € I'g. Sea D1 = cd(b1,71), D2 = cd(bs, o).
Entonces:

’L) Dy + Dy = Cd(bl + by, méx {’71,’}/2})
Z’L) D1D2 = cd(blbg,max {’}/1|D2|, |D1|’)’2})
Lo mismo vale para los discos abiertos.
DEMOSTRACION. i) Nétese que
Di+ Dy = (b1 +cd(0,7)) + (b2 + cd(0,72))
= (b1 +b2) + (cd(0,71) + ¢d(0,72)))
= (b1 + b2) + ¢d(0, max {y1,72})
- Cd(bl + b27 max {’717 72})
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1) Noétese que

Dy-Dy = (by+¢d(0,71)) - (ba 4 ¢d(0,72))

b1ba + by - ed(0,v2) + ba - ed(0,71) + ¢d(0,7v1) - ¢d(0,v2)
b1ba + ¢d(0, |b1|y2) + ¢d(0, [ba]y1) + ¢d(0,717y2)

= cd(biba, max {[b1]y2, [b2|71,7172}),

con lo cual, dependiendo si 0 estd o no en alguno de los discos, se tiene la igualdad
deseada. La prueba es analoga para los discos abiertos. [J

COROLARIO 5.5. Sean D1, Dy dos discos abiertos o dos discos cerrados. Entonces

rad(D1 4+ D3) = maz{rad(D;),rad(D3)}
rad(D1Ds) = max{rad(D1)|Ds|,|D1|rad(D2)}

Con los resultados obtenidos en la proposicién 5.4, y analizando los casos en que
el cero esta o no en los discos, se verifica facilmente el siguiente resultado.

LEMA 5.6. Sean D1, Do dos discos abiertos o cerrados. Entonces
i) [D1Ds| = |D1||Ds|

it) | D1 + Ds| < max {| D], |D2|}

iii) Si|D1| # |Da|, entonces |D1 + Da| = max {| D1, D2|}

LEMA 5.7. Sea K un cuerpo valorado de equi-caracteristica cero, y sean € N, n > 0.
Entonces dados dos discos cerrados (o abiertos) Dy y Ds, si nDy = nDa, entonces
D1 = Dy, donde nD =D+ ---+ D, n veces.

DEMOSTRACION. Se mostrard el resultado para discos cerrados. Sea D1 = cd(by,71),
Dy = cd(ba,y2). Supdéngase entonces que nD; = nDs. Asi, por el corolario 5.5, se
tiene que rad(D;) = rad(nD1) = rad(nDz) = rad(Dz), con lo cual y; = ~o. Basta ver
entonces que by € Dy. Como K tiene caracteristica residual cero, n puede verse como
un elemento de K tal que |n| = 1. Como nb; € cd(nby,v1) = nDy = nDy = cd(nba,2),
entonces [nb; — nba| < 72, y por tanto

b1 —b2| = |n[|by — b2
= [n(br — bo)|
= |nby — nbs|
< 72

con lo cual by € ¢d(be,y2) = D2 vy se tiene entonces que Dy = Dy. O

LEMA 5.8. Sea K un cuerpo valorado de equi-caracteristica cero, D un disco, y n € N*.
Entonces [nD| = |D|.

DEMOSTRACION. Por el corolario 5.5, rad(D) = rad(nD), con lo cual si 0 € D (y por
tanto 0 € nD), el resultado se tiene inmediatamente. En caso contrario, |D| = |b| para
cualquier b € D. Si D es cerrado, rad(D) < |b|, y si D es abierto, rad(D) < |b|. Como
n puede verse como un elemento de K tal que |n| = 1, al tomar nb como elemento de
nD, se tiene que |nb| = |n||b| = |b|. Como 0 ¢ nD, entonces |[nD| = |nb| = |b| = |D|. O
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Un n-cluster en D o en O sera un conjunto de n discos Dy, ..., D, € D (€ O) del
mismo radio tales que para cualesquiera 4, j € {1,...,n} distintos, |D; — D;| = v para
cierto v € I'g. En general, un cluster en D o en O, serd un conjunto finito S de D,
(O,) para un cierto v € I'g que es un cluster en el drbol valorado (viendo a D, y O
como conjuntos valorados) construido sobre él.

DEFINICION 5.9. La valoracién en I'y para un cluster S en D o en O estd dada por
|S| = maz {|D| : D € S}. Nétese que para clusters S en D o en O, |S| > hi(S5), y alo
sumo un disco D € S puede ser tal que |D| < |S]. Si |S| > h1(S), entonces para cada
D € S se tiene que |D| = |S]|

LEMA 5.10. Sea K wun cuerpo walorado de equi-caracteristica cero, y S un
(N,ng,...,n1)-cluster en D. Sean Si,...S, (n < N) distintos (ng,...,n1)-clusters
deS.Sim>0y

Di1,... D1 ESl;Dgl,...ng ESQ;...;Dnl,...Dnm ESn,

entonces el conjunto {D11 + -+ 4+ Dim,Da1 + -+ Dopy .., Dpt + -+ 4+ Dy } €5 un
n-cluster en D.
Lo mismo es cierto en O.

DEMOSTRACION. Como las sumas de los discos tienen el mismo radio que los discos,
todas las sumas tienen el mismo radio. Sea v = hg41(5). Entonces para cada i €
{1,...,n}, si bj; es un elemento de D1, se tiene que los discos D, ..., Din estén
contenidos C; = od(b;1,7), pues |D;r — D;| < v para cualesquiera k,l € {1,...,m}.
Ademés nétese que para i # j, C; # C; y |C; — Cj| = .

Por el lema 5.7, se tiene que si ¢ # j, entonces mC; # mCj; y de hecho son disjuntos
al tener el mismo radio. Utilizando el lema 5.8 se verifica que

ImC; — mCj| = |m(C; — Cj)| = |C; = Cj| =~.

Como para cada i € {1,...,n} D;, +- -+ D;p, € mC; (pues D, C C; para cada
1 < k < m), entonces se tiene que para i # j,

(Dit 4+ + Dima) N (Dj1 + -+ + Dyjp) = 0,
y ademas
|(Di1 + -+ Dim) = (Dj1 + -+ + Djm)| = [mC; — mCj| =,
lo cual verifica que
{Di1+ 4+ Dim,Dar+-+Dap,....,Dp1+ -+ Dpm }
es un n-cluster en D (o en O0). O

Se denotara por C al conjunto de discos de D con valoraciéon < 1 y radio < 1, es
decir, al conjunto de discos cerrados de radio < 1 contenidos propiamente en el disco
cerrado de radio 1 (el anillo de valoracién). Como cada D € C estd contenido en una
clase lateral del ideal maximal M dentro del anillo de valoracién R, tiene sentido hablar
de la clase residual de D; que serd un elemento del cuerpo residual, y se denotara por
t(D).

Andlogamente se denotara por C’ al conjunto de discos de O con valoracién < 1y
radio < 1, es decir, al conjunto de discos abiertos de radio < 1 contenidos propiamente
en el disco cerrado de radio 1. Y de igual forma, para cada E € C’ se denotard por
t(E) a la clase lateral del ideal maximal en el anillo de valoracién que contiene a E.
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LEMA 5.11. Sea k el cuerpo residual del cuerpo valorado K. Entonces C estd cerra-
do bajo suma y producto de D, y la funcidn v : C — k dada por D +— (D) es un
homomorfismo aditivo y multiplicativo.
Lo mismo es cierto para C' yt:C' — k.

DEMOSTRACION. Se mostrard el resultado para C. Sean Dy = cd(by,v1), D2 =
cd(ba,y2) tales que |b1],|b2] < 1 y 71,72 < 1. Por el corolario 5.5, rad(D; +
Ds),rad(D1D3) < 1 y por el lema 5.6, |D; + Dsl,|D1D2| < 1, con lo cual se veri-
fica que C es cerrado bajo suma y producto.

Nétese que v(D1) = v(b1), v(D2) = v(b2), v(D1 + D2) = v(b1 +b2) y v(D1D2) = t(b1b2),
con lo cual se tiene que

t(D1+D2) = (b +ba) =rt(b1) +t(b2) = v(D1) +v(D2)
‘C(DlDQ) = t(blbg) = ‘C(b1>‘c(b2) = ‘C(D1)t(D2),

como se queria ver. [J

LEMA 5.12. Sea S = {D1,..., Dy} C Dy (resp. O) un n-cluster, donde v < 1 (resp.
v<1)yhi(S)=1. Si D; = cd(b;,7y) (resp. od(b;,7)) para cada 1 < i < n, entonces

x€D1U---UD, & |(x —b1)(x—ba)...(x —by)| <7 (resp. <7).

DEMOSTRACION. Se mostrard para los discos cerrados. La prueba para los discos abier-
tos es analoga.

<) Sin pérdida de generalidad, asimase que x € Dy, con lo cual |z — by| < v y para
cada 1l <i<mn, |z —b|=1. Asi,

[(x—=b1)(x —bo)...(x —=by)| =]z —=bi]jJz —ba| ... |z = bp| = |z —b1| <~
=) Supéngase que x ¢ Dy U...D,. Si |x — b;| > 1 para todo 7, entonces
[(—b1)(x—b2)...(x =) =>1>7.

Asi, astimase, sin pérdida de generalidad que |x —by| < 1y | —by| > 7 (pues « ¢ Dy).
Entonces para cada i # 1 se tiene que

|z — b = [(z = b1) + (b1 — bi)| = max {|x = by|, [by — bi|} = [br — b5 =1,
pues |z —by| <1y |by —b;] =1, ya que hy(S) = 1. Con esto se puede concluir que
(x —b1)(x —ba)...(x —by)| = |z —b1] >,
con lo cual queda verificada la contrarreciproca. [J

LEMA 5.13. Sean > 2, y sean S = {D1,...,D,} yT ={E1,...,E,} n-clusters en D
tales que |S| =h1(S) =y y |T|=h(T)=6. Si

DlDQ...Dn = ElEQ...En}y
n n
ZDlDQ...Di...Dn = ZEIEQEEn
i=1 i=1
donde significa omitir dicho término, entonces v = 4.

DEMOSTRACION. Supéngase, en busqueda de una contradiccién, que v > 4. Notese
que segun la definicién 5.9, a lo sumo un D; puede ser tal que |D;| < 7. Se analizaran
entonces los dos casos.
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Caso 1. |D;| = v para cada i € {1,...,n}. Asi,
|D1D2...Dn‘ :’)/n > 6" > |E1E2En|
, contradiciendo el hecho de que D1Ds...D,, = E1Es... E,.

CAs0 2. Sin pérdida de generalidad, supéngase que |Dq| < 7, con lo cual, para cada
i€{2,...,n}, |D;| = 7. De esta manera se tiene que

‘D2D3Dn|:7n_1>|D1ﬁan‘7

para i # 1, con lo cual

n n
ZDI"'ﬁi"'DTL = D2D3 D7L+ZD1 lA)7, Dn
i=1 =2

— ,ynfl

> 5n71

v

i=1

contradiciendo la segunda hipétesis. [
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6 1-Eliminacién de imaginarios en ACV Fj

En esta seccién se utilizan los resultados previos para mostrar la 1-eliminacion de
imaginarios en la teoria multivalorada de los cuerpos algebraicamente cerrados valo-
rados de equi-caracteristica cero ACV I  para los conjuntos definibles del cuerpo en
una variable. El enfoque de la prueba de 1-eliminacién de imaginarios que se presenta
a lo largo de esta seccion es original y simplifica significativamente el camino desarro-
llado en [7]. Las pruebas de los resultados adaptan elementos presentes en las pruebas
alli presentadas.

Por el teorema de Holly (Teorema 3.4), cada conjunto definible A estd asociado a
dos conjuntos finitos de discos S1 = {Bi,...,Bn} vy S2 = {D1,...,D,}, donde los B;’s
son los bloques (disjuntos dos a dos) y los D;’s son los huecos (también disjuntos) en
la descomposicién unica en quesos suizos. Ndtese que para cualquier f € Aut(C), se
tiene que

f(A) =A< f(S1) =51 A f(S2) = 52,

pues la imagen bajo un automorfismo de un bloque serd de nuevo un bloque y la de
una hueco serd un hueco. Es importante aclarar que se estd haciendo un abuso de
notacién, pues f(S;) = S; significa, en este contexto, permutar los discos de S;, y no
f(US;) = US;. De esta manera es suficiente entonces encontrar pardmetros canéni-
cos para conjuntos finitos de discos disjuntos. Las siguientes observaciones y lemas
reduciran ain maés el problema.

OBSERVACION  6.1. Sea S un conjunto finito de discos. Sea A =
{DeS:Desabierto} y B = {De€S:D escerrado}. Entonces para cada
f € Aut(C) se tiene que

f(S)=5« f(A)=AAN[(B) = B.

DEMOSTRACION. Basta ver que la imagen bajo un automorfismo de un disco abierto
es de nuevo un disco abierto e igualmente para los discos cerrados. -

Por la anterior observacién, el problema se reduce a encontrar parametros canénicos
para conjuntos finitos de discos cerrados (abiertos) disjuntos.

OBSERVACION 6.2. Sea S un conjunto finito de discos cerrados (abiertos) disjuntos.
Sean y1 < 2 < ... < Yy los radios de los discos de S, y sea S; el subconjunto de S
formado por los discos de radio v;. Entonces para cada f € Aut(C) se tiene que

f(S)=8< f(S1)=S1 A A f(Sn) = Sn.

DEMOSTRACION. Basta ver que para todo f € Aut(C) y cualesquiera y1y2 € T, si
v1 < 2, entonces f(y1) < f(y2). -

Asi, el problema se reduce entonces a encontrar parametros candnicos para con-
juntos finitos de discos cerrados (abiertos) disjuntos del mismo radio.

LEMA 6.3. Para tener 1-eliminacion de imaginarios para conjuntos definibles del cuer-
po en ACVFé’O, basta encontrar parametros candnicos para clusters en D o en O.

DEMOSTRACION. Sea S un conjunto de discos cerrados (abiertos) disjuntos del mismo
radio §. Considérese el arbol valorado T de S. Durante esta prueba se considerarian
tUnicamente automorfismos que fijan S como conjunto, con lo cual dichos automorfismos
dejaran fijo el arbol T'.

Paso 1. Nétese que si {D;,,...D; } €S es un n-cluster en Ty f es un automorfismo
que fija S, entonces {f(D;,),...f(D;,)} es de nuevo un n-cluster en T’; sélo hace
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falta notar que las proporciones de las distancias entre los discos se conservan bajo
automorfismos. Con esto se puede suponer entonces que

S=5{U...08},,,
donde cada S} (1 < i < my) es un ni-cluster disjunto de los demés, para ciertos
n1,m; € N fijos. Sea v} = h1(S}) y supéngase spdg que yf < 7a -+ < 'y%h. Como los
ni-clusters con igual altura primera irdn, bajo automorfismos, a ni-clusters de igual
altura primera, y los automorfismos preservan el orden de I'y, puede suponerse que S
es la reunién de m; ni-clusters con altura primera '. Es decir, que S es la reunién
de (k,r1)-clusters para un ntmero finito de k’s.
Paso 2. Por observaciones andlogas, puede verse que la imagen bajo automorfismos
que fijan S de un (k,n;)-cluster en T' es de nuevo un (k, nq)-cluster en T'; con lo cual
se puede asumir que

S=830...U8?

ma?

donde cada S? (1 < i < mg) es un (ng,n;)-cluster distinto de los demds con altura
primera !, para ciertos ni,na, ms € N fijos. Sea entonces v = hy(S?) y supdéngase
spdg que 72 < 3. < 7,2n2. Por razones andlogas a las del paso anterior, se puede
suponer que S es la reunién finita de mgo (ng2,n1)-clusters con altura primera ' y
altura segunda 2.

Como S es finito, ndtese que el proceso esbozado terminara en un nimero finito de
pasos reduciendo el problema hasta el caso en que S es un (1,74, ng—1,...,n1)-cluster
en D para ciertos ng,...,n1 € N, es decir, un clan. [J

El préximo lema es 1til para la construccién de parametros canénicos de conjuntos
definibles y se enuncia en un contexto mas general. Antes se mostrara un hecho sencillo
que ha de tenerse claro y se introducird alguna notacién.

OBSERVACION 6.4. Sea A un conjunto definible con pardmetro candnico a. Si g es un
automorfismo, entonces g(a) es un pardmetro candnico de g(A).

DEMOSTRACION. Sea f un automorfismo. Nétese entonces que

flg(A) =g(A) & g ' fg(A) = A< g ' fgla) =a = f(g(a)) = g(a).

Sea A = Ay U...U Ay la unién disjunta de N conjuntos y sea ~ la relacién de
equivalencia en {Ay,..., Ay} dada por:

A; ~ A; ssi existe un f € Aut(C) tal que f(A;) = A;

Sea E; = {B{,...,B. } lai-ésima de las n ~-clases de equivalencia. Sea B' = Ui, Bi,
de tal manera que A = B1U...UB,.Y para cada i, j sea f; € Aut(C) tal que fj’(Bi) =
Bt

J

LEMA 6.5. Con la notacion recién introducida, si:

1. Para todo f € Aut(C), f(A) = A implica que para todo i € {1,...n} y todo
je{l,...,ri}, existe un k tal que f(B}) = Bj,.

2. Para cada i € {1,...,n}, a} es un pardmetro candnico de Bj.

3. Para c_adq i €{1,...,n}, ¢; es un pardmetro candnico de {ai, . ,aii}, donde
[ 1 1
a; = fj (ai)-

Entonces c =cy ...c, es un pardmetro cancnico de A.

20



DEMOSTRACION. Sea f € Aut(C) un automorfismo arbitrario. Se verd que
f(A)=A& flc)=c
<). Supéngase que f(c) = c. Entonces para cada i € {1,...,n}, f(¢;) = ¢;, y por
tanto , , ' .
f({al, ... al}) ={al,... al
Observacion. f(a}) = aj, < f(B}) = Bj,
Demostracion. Nétese que

f(a)) = aj,

F1(By) = fi(BY)
f(BY) = B

A
L
~
Sh
=
I
=

Como para cada j € {1,...,r;} existe k tal que f(aé) = al, por la observacién se tiene
que f(B;) = B.. Con esto se concluye que para cada i € {1,...n}, f(B?) = B'y, por
lo tanto, que f(A) = A

=). Nétese que si f(A) = A, entonces para cada i € {1,...,n} ycada je€ {1,...,7;},
f(B}) = Bj, para algtin k € {1,...,7;}; con lo cual f(a}) = aj, y entonces f(c;) = ¢,
ie, f(e)=c. O

En los lemas siguientes se mostrard que ciertos conjuntos finitos de discos y de
finitas tuplas de discos tienen parametros canénicos. En particular, se hara uso de la
técnica para codificar conjuntos finitos en la teoria de cuerpos trabajando con las fun-
ciones simétricas. Estos resultados se utilizaran fuertemente en la prueba del teorema
principal que se hara por induccién.

LEMA 6.6. Todo n-cluster en D o en O tiene una pardmetro candnico.

DEMOSTRACION. Se mostrard sélo para los discos cerrados. La prueba es andloga para
los discos abiertos. Sean € N, n>1ysea S={Dy,...,D,} un n-cluster en D.
Para cada i € {1,...,n}, sea

Dj=(n—1)D; =Y Dj.
i#]
Se vera que la tupla dada por

C:(D1+D2+Dn7§1( llaaD;L)77§n( ,177D;’l))’

donde
&Di,....,D,)= Y D, Dj.. D]
1<i; <--<i<n

es la [-ésima funcién simétrica calculada en los D}’s, es un pardmetro canénico para S.
Nétese que es suficiente verificar que se trata de una asignacioén inyectiva. En tal caso,
todo automorfismo que fije dicha tupla, fijara S; y es claro que todo automorfismo que
fije S como conjunto fijard la tupla en cuestion. Si n = 1, no hay nada que probar.
Supdngase entonces que n > 1y que T'= {Fy,..., E,} es un n-cluster en D tal que

(D1 + Do+ ...Dp,&1(D),...,D.),....en(D},...,D.))
= (Bv+EBa+...En,&(E,, ... EL),....&a(E},. .. EL)).
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Como todos los D;’s tienen el mismo radio, ¢, entonces rad(D1 + - -+ D,,) = §; con lo
cual se concluye que rad(E;) = 0 para cada i € {1,...,n}. De igual manera se observa
que

rad(D}) = ...rad(D)) = rad(EY)...rad(E]) = 4.

Noétese que existe un v > 6 tal que S’ = {Dj,..., D]} es un n-cluster en D tal que
h1(S") = |S’| = 4. Para ver esto basta tomar v = h1(S) y notar que

|D§—D}\ = ((n—l)Di—sz)—((n—l)Dj_ZDk)

ki Py
= |nD; —nDj]
= [n(Di— D;)|
= |D; — Dj|
v

Més atn, |D;| = |(D;—D1)+(D; —D2)+- - -+(D;—D,,)| < v por el resultado anterior;
con lo cual se tiene que |S’| < .Y de hecho, como h;(S’) =+, por lo observado en la
definicién 5.9 se tiene que |S'| = 7.

Andlogamente se tiene que 77 = {FE1,..., E/} es un n-cluster en D tal que |T"| =
h1(T"); y por hipétesis, utilizando el lema 5.13 se tiene que |T'| = hy(T") = 7.
También es cierto que & (D1,..., D)) =& (Eq,..., El), pues

&(DY,...,DL) = Di+---+ D,
= (n—l)D1 —D2 _D3_-~- _Dn
—D1+(n—1)D2 —Dg—... —Dn
- Dy + Do —D3—---4(n—1)D,
= ¢d(0,0)

&(EY, ..., E))

Ahora bien, sea e € K tal que |e|] = 1/v, y para cada i € {1,...,n}, sean

Sea a = §/v. Nétese que

1. Para cada i, |B;| = |Ci| =d0/y =a < 1.

2. Parai # j, |B; — Bj| = |eD; — eDj| = |e(D; — D})| = 1/~|D; — D}| = 1.

Asi, {By,...,B,} es un n-cluster en D, con hi({Bi,...,B,}) = 1. Ademds, por la
definicién 5.9, se tiene que |{Bi,...,Bp}| =1,y a lo sumo para un i € {1,...,n},
|B;| < 1. Andlogamente {C1,...,Cy} es un n-cluster en D, tal que | {C1,...,Cp}| =
hi({Cy,...,Cy}) =1y tal que a lo sumo un C; cumple |C;| < 1.

Més atin, es facil ver que para cada i € {1,...,n}
fi(Bla-”aBn) = fi(BDll,...,eD;L)
= (eEy,...,ek))
- 61(01,,Cn)

Supéngase ahora que para cada i, B; = cd(b;, ) y C; = ed(c;, a). Nétese que el
producto de finitos y distintos B;‘s tiene radio a (proposicién 5.5). E igualmente para
los productos de finitos y distintos C;’s. Como las funciones simétricas calculadas
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en los B;’s y los C;’s son sélo sumas y productos de éstos, se tiene que para cada
ie{l,...,n}, rad(&(B1,...,Bn)) =rad(§(Ch,...,Cp)) = a.
Nétese ademéds que para cada i,

fi(bh FR ?bn) € fi(Bla se aB’ﬂ) = Ei(Ch e aCn) = fi(ch e 7671)7

con lo cual se tiene que [&;(b1,...,b,) — &(c1, ..., cn)| < v para cada i.

Con el objetivo final de mostrar que {D1,...,D,} = {E1,...,E,} y tener que la asig-
nacion es en efecto inyectiva, se mostrara primero que {By,...,B,} = {C1,...,C,}.
Esto se hard verificando que {—By,...,—B,} = {—C4,...,—C,}, que también son
n-clusters en D,, tales que |-| = hy(-) = 1. Como cada uno de estos n-clusters consiste
de n discos disjuntos del mismo radio, basta verificar que

—BiU--U=Bp=-C1U---U—Ch.
Supdngase entonces que r € —B; U --- U —B,,. Nétese que |r| < 1, y por el lema 5.12,
[(r+b1)(r +b2) -+ (r+b)| < a,

con lo cual
Ir™ 4 &1(by, . b)) 4 (b, b)) | < @

Como para cada 4, |§;(b1,...,bn) — &i(c1,...,cn)| < vy |r| <1, nétese que
1€i(D1, ., b)) = Ei(cry ey )™ T <,
con lo cual, por la desigualdad triangular se concluye que
[P+ &r(cty )™ e (e, )| < a

es decir, que |(r + ¢1)(r + c2) - -+ (r + ¢n)| < @, lo cual, por el lema 5.12 implica que
r € —C1U---U—C),. Analogamente se muestra que —C1U---U—-C,, C —ByU---U—B,.
De esta manera se tiene que

{By,....,B,} = {Ci,...,Cn}
= {eD},...,eD.} = {eFE},...,eE,}
={Di,....D,} = {Fi,....E}
= {Di+A,....D,+A} = {Ei+A,... E, +A},

donde A=Dy+---+D,=FE1+ -+ E,.
Noétese que para cada i € {1,...,n}, Di+ A= (n—-1)D,— > D;+> Dj=nD; y
J#i J
E!+ A =nE;, lo cual implica que
{nDy,...,nDy} ={nEy,...,nE,}.

Asi, asumiendo sin pérdida de generalidad que nD; = nFE; para cada ¢, por el lema 5.7
se tiene que
{D1,...,Dn} ={E1,...,En},

como se queria ver. [J
LEMA 6.7. Sean € N, n > 1 y sea
S = {(Dla El)a s (Dna En)}

un conjunto de n 2-tuplas de discos cerrados (abiertos) tal que {D1,...,D,} y
{E1...,E,} son n-clusters en D (en ©). Entonces S tiene un pardmetro candnico.
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DEMOSTRACION. Se mostraré sélo para los discos cerrados. La prueba es andloga para
los discos abiertos.
Se vera que la tupla dada por

Cs = (Di+--+Dp&(DY,....D)),....6.(Dy,...,D.),
E1++Ena§2(E£77E;l))a§n(Ei77D;z)a
fl,l(D/h"'7D;7,uE17"'7E;1)7f1,2( /17"'aD7/17 17"')E;7,)7"'7f1,n71(')7
f2,1(D/17"'7D;uE17"'7E;1),f2,2( /1»“';D;Lv 17"')E7/1)7"'7f2,n72(’)7

fn—l,l( /17~--5D:L7 17?E7/’L))

donde los D}’s y los E/’s son como en el lema anterior y para cada I,m € {1,...,n}
tales que [ +m < n,
flﬂn( ,17"'7D;L7 175E;l): Z DilD;lE.;lE.;m

1< <. <1 <n
1<j1<...<jm<n
{i1, 00 }0{G15020m } =0

es un parametro candénico para S. Nétese que es suficiente verificar que se trata de una
asignacion inyectiva. En tal caso, todo automorfismo que fije dicha tupla, fijard S; y es
claro que todo automorfismo que fije S como conjunto fijara la tupla en cuestién. Sea
entonces T otro conjunto de n pares de discos tales que las primeras y las segundas
componentes formen n-clusters en D y tal que Cs = Cp. Se verd que S = T. Por
el lema anterior, las primeras coordenadas de los pares de T formaran el mismo n-
cluster que {D, ..., D,}; y de igual manera las segundas formarén el mismo n-cluster
que {E1,...,E,}, con lo cual se puede asumir, sin pérdida de generalidad, que T' =
{(Dl,EU(1)),---,(Dn,Eg(n))}, donde ¢ € S, es una permutacién de {1,...,n}. Se
mostrard que Vk € {1,...,n}, E;u) = Ej.

Considérense Sy = {D1,...,D.,} y So = {E{,...,El}, que como en el lema anterior
son n-clusters en D tales que |Si| = h1(S1) = v y |S2| = h1(S2) = 6, para ciertos
7,6 € I'g. Para ver que VkE, ) = Ej, basta ver que E(;(k) = Ej,. Pues bien, sean
d,e € K tales que |d| =1/v y |e| =1/0, y para cada i, sean

Como en el lema anterior, {Bi,..., B}y {C1,...,Cy} son n-clusters en D tales que
| -] = h1(-) = 1. Adicionalmente, como Cs = Cr, se tiene que para cualesquiera
I,me{l,...n} tales que | + m < n,
’ ! r ’ ! /
Z D, ---D.,E, - E| = Z Dj - DyEL By,
1<ir<...<i;<n 1<ir<...<i;<n
1<j1<..<jm<n 1<j1<...<jm<n
{i1,e 8 30150 =0 {i, a0 {gn, e dm } =0

y es fécil verificar que las mismas igualdades se cumplen si se reemplazan los D}’s por
los correspondientes B;’s y los E!’s por los correspondientes C;’s; lo cual significa que
tomando variables X,Y, Z, se satisface que

(X +BY +C12)(X + BoY + CoZ) - (X + BoY + Cp2)
= (X +BY+Co0)2)(X + BoY + CoZ) - (X + BpY + Cp(n)2)

en el sentido de que los coeficientes, al expandir la expresién, son iguales. Claramente
los B;’s y los C;’s estan en la clase C definida en la seccién anterior, con lo cual se
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puede tomar la proyeccién al cuerpo residual (de caracteristica cero) de la expresién
anterior pues ésta se comporta como un homomorfismo aditivo y multiplicativo en C
(lema 5.11). Asi, si ¢(B;) = r; y t(C;) = s;, se tiene que

(X+nmY +812) - (X +7rY +5,2Z) = (X +711Y +5,1)2) - (X + 7Y + 5,(1)Z)

Nétese que para ¢ # j, |B; — B;| =1, conlo cual r; # r;. Y como (k)[X,Y, Z] es domi-
nio de factorizacién tnica, se concluye entonces que para todo k € {1,...,n},s54) =
sk. Adicionalmente, nétese que como hy({Cy,...,C,}) = 1, los elementos s; =
t(C1),..., 5, = t(Cy) son distintos, con lo cual se tiene que V&, Cy(y) = Ck.
Finalmente, como los discos C; = eFE},...,C,, = eE] son distintos, se tiene que para
todo k € {1,...,n}, E(’T(k) = FE}, como se queria ver. [

LEMA 6.8. Sean k,n e N, k,n>1 y sea

S ={(D11,D12,...D1x),...(Dn1,Dna, ... Dyi)}

un conjunto de n k-tuplas de discos cerrados (abiertos) tal que para cada j € {2,...,k}
el conjunto de tuplas {(D11,D1;),...(Dn1, Dnj)} tiene pardmetro candnico, entonces
S tiene un pardametro candénico.

DEMOSTRACION. Supdngase que para cada j € {2,...,k}, ¢; es un pardmetro candénico
para el conjunto S; = {(Di1,D1j),...(Dn1,Dn;)}. La tupla ¢ = coc3...¢, €s un
pardmetro candnico para S. Es facil verificar que para cada f € Aut(C), f(S) =S si
y s6lo si para cada j € {2,...,k} se tiene que f(S;) = S;. Y esto pasa siy sélo si para
cada j se tiene que f(c;) = ¢;; lo cual equivale a que f(¢) =¢. O

COROLARIO 6.9. Sean k,n € N, k,n>1 y sea

S ={(D11,D12,...D1x),...(Dn1, Dna, ... Dpr)}

un conjunto de n k-tuplas d discos cerrados (abiertos) tal que para cada i € {1,...,k},
{D1iy. .., Dyn;} es un n-cluster en D (en O). Entonces S tiene un pardmetro candnico.

DEMOSTRACION. Tanto para discos abiertos como para discos cerrados la prueba es
inmediata a partir de los dos lemas anteriores

LEMA 6.10. Sean k,n € N, k,n > 1 y sea
S ={(B1,D12,...D1k)y...(Bn, Dna,...Dnr)}

un conjunto de n k-tuplas de discos cerrados (abiertos) tal que {By,...,B,} es un
n-cluster en D (en O). Entonces S tiene un pardmetro candnico.

DEMOSTRACION. Se probard el hecho para discos cerrados. El argumento para los
discos abiertos es analogo. La prueba se hard por induccién en n, y la hipdtesis de
induccién explicita es:

HI. Para cada j < n y todo k € NT, todo conjunto de la forma

{(3171)127 .. .le), . (Bj,DjQ, .. ~Djk)}7

donde {By,...,B;} es un j-cluster en D, tiene un pardmetro canénico.
Noétese que por el lema 6.8, es suficiente encontrar parametros candnicos para con-
juntos de pares de discos

S = {(Bth)v RN (Bn,Dn>}7
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donde {Bj,..., By} es un n-cluster en D.

Dado un par (B, D) € S, se dice que (B, D) tiene orden m en S si el D aparece
m veces como segunda coordenada en algin par de S. Notese que bajo automorfismos
que fijen S, la imagen de un par de orden m tendra de nuevo orden m, con lo cual es
suficiente encontrar parametros canénicos para los subconjuntos de pares de S con el
mismo orden. Y en caso de que aparezca un par con orden mayor que 1, la hipotesis
de induccién aplica y se obtiene el resultado. Asi, puede entonces suponerse que los
D;‘s son todos distintos.

Mas atn, utilizando los mismos argumentos que aparecen en la prueba del lema
6.3, puede reducirse el problema a encontrar parametros candnicos para conjuntos de
pares de discos de la forma S = {(Bi1,D1),...,(Bn,Dy)}, donde {B1,...,B,} es un
n-cluster en Dy {D1,...,Dp} esun (1, N,ng,n4_1,...,n1)-cluster en D, para ciertos
N,ng,...,n1 € N mayores que 1. Ahora bien, ndtese que S puede expresarse de la
forma S = S;U...USy, donde

Si ={(Bi1,Di),...,(Bu,Dy)} (te€{1,...,N}),

l = ng-ng_1----n1, y para cada i, {D;1,..., Dy} es uno de los N (ng,...,n1)-
clusters del 4rbol asociado a {Dj,...,D,}. Por hipétesis de induccién, como [ <
n, existen pardmetros canénicos C; = (Ci1y...,Cim) C D™ para cada S;. * Mds
atn, puede asumirse que para cada i, Cj7 = Dj; + --- + D;;. ¥ Pues bien, por el
lema 5.10, {C11,C51,...,Cn1} es un N-cluster en D, con lo cual, como N < n, la
hipétesis de induccién asegura la existencia de un pardmetro canénico para el conjunto
{C’l, e C’N} ={(Ci1y.-,Cim),---,(Cn1,...,Cnm)} de pardmetros canénicos de los
S;’s. Finalmente, aplicando el lema 6.5 , se concluye que existen pardmetros canénicos
para S, como se queria ver. [J

TEOREMA PRINCIPAL 6.11. Sea S un (ng,...,n1)-cluster en D con ng,...,n1 > 1.
Entonces S tiene un pardmetro candnico.

DEMOSTRACION. La prueba se hara por induccién en ¢. Para el caso en que ¢ = 1, el
lema 6.6 asegura la existencia de un pardmetro canénico para S. Supdngase entonces
que g > 1. Nétese que S puede expresarse de la forma S = S1U. .. Uan, donde

Si:{Di17~-~7Dil} (iE{l,...,N}),

l=mng_1-ng_2----n1, y para cada i, {D;1,..., Dy} es uno de los ng (ng—1,...,n1)-
clusters del arbol asociado a S. Por hipétesis de induccién, existen parametros canéni-
cos C; = (Cj1,...,Cip) € D™ para cada S;. Més atin, puede asumirse que para cada
i, C;1 = Dj1 + -+- 4+ Dy (tomando en cuenta las observaciones que se hicieron en la
prueba del lema anerior). De esta forma, por el lema 5.10, {C11,Ca1,...,CNn1} €s un
N-cluster en D, con lo cual el lema anterior asegura la existencia de un parametro
canénico para el conjunto {C_'l, e C_’N} ={(Ci,y--,Cim)y---,(Cn1,...,Cnm)} de
parametros candnicos de los S;’s. Finalmente, aplicando el lema 6.5, se concluye que
existen parametros candnicos para S, como se queria ver. [J

*Notese que los pardmetros candnicos construidos en los lemas 6.6, 6.7 y 6.9 son precisamente
tuplas de discos cerrados (abiertos).

TBasta afiadir una primera componente (la suma deseada) a una tupla que funcione como pardme-
tro canénico para S; y verificar ficilmente que ésta nueva tupla es también un pardmetro canénico.

fPara ver que las hipétesis del lema se satisfacen, basta notar que la imagen bajo automorfismos
que fijan S de cada S; es de nuevo un S}, y esto es debido a que la imagen de las segundas coordenadas
de cada S; (que forman un (ng, ..., n1)-cluster sobre el drbol T asociado a {D1, ..., Dn}) es de nuevo
un (ng,...,n1)-cluster sobre T
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