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1 Introduccion

Los grupos de automorfismos asociados a los modelos de las teorias han sido es-
tudiados a menudo por la Teoria de Modelos y han permitido solucionar antiguos
problemas y abrir nuevas lineas de investigacién. En particular se ha visto que pue-
den asignarse sistemdaticamente a cada teoria ciertos grupos topolédgicos, conocidos
como grupos de Galois generalizados. Actualmente siguen sin resolverse problemas
importantes alrededor de estos grupos, como, por ejemplo, en qué casos coinciden y
qué propiedades de las teorias son necesarias y suficientes para que esto se dé.

El primero en introducir este tipo de grupos fue Poizat a principio de los afios
ochenta. Su trabajo consistié en lo siguiente. Dados un modelo saturado M de la teoria
T de cardinalidad |M| > |T|, y un subconjunto de pardmetros A C M con |A| < |M],
consideré el conjunto de las aplicaciones elementales f de la clausura algebraica de A,
acl(A), en si misma, que son la identidad en A. Este conjunto resulta coincidir con
las restricciones a acl(A) de los automorfismos de M que son la identidad en A, y se
conoce como el grupo de Poizat sobre A, denotado por Aut(acl(A)/A). Este grupo es
un grupo topolégico Hausdorff, compacto y totalmente disconexo, donde los abiertos
bésicos estdan dados por los conjuntos

Oup = {f € Aut(acl(A)/A) : f(a) = b},

para ciertas tuplas a y b de elementos de M. Resulta ser que cuando la teoria considera-
da tiene eliminacién de imaginarios, es decir, cuando todo imaginario es interdefinible
con una tupla de elementos reales, se tiene una correspondencia de Galois entre los
subgrupos cerrados de Aut(acl(A)/A) y los subconjuntos B tales que A C B C acl(A)
y B = dcl(B).

La segunda propuesta de un grupo de Galois generalizado fue debido a Lascar
en [7]. Dado un modelo saturado N de la teoria T, [N| > |T| y un conjunto finito de
pardmetros A C N, considera primero el subgrupo Autf(N/A) de Aut(N/A) generado
por aquellos automorfismos que son la identidad en algiin submodelo M < N de
cardinalidad menor que |N| y que contiene a A. Este resulta ser un subgrupo normal
de Aut(N/A) y define entonces el grupo de Lascar de N sobre A como el cociente

G(N/A) = Aut(N/A)/Aut f(N/A),

que resulta ser independiente del modelo saturado inicialmente elegido. Lascar de-
finié una topologia en este grupo trabajando bajo la hipétesis de G-compacidad y
caracterizando los cerrados por medio de ultraproductos. Obtuvo entonces que en es-
te caso G(N/A) era un grupo topolégico Hausdorff compacto, que en algunos casos
interesantes resultaba, ademads, totalmente disconexo.

Por otro lado, Lascar y Pillay en [8] definieron una topologia en G(IN/A) sin hacer
uso de la hipétesis de G-compacidad, caracterizando los cerrados en términos de tipo-
definibilidad de ciertas érbitas de elementos bajo automorfismos. En caso de que la
teoria es G-compacta, éste coincide con el grupo de Lascar recién mencionado.

En este trabajo se abordan los problemas tratados por Lascar en [7] en el contexto
mds general de los modelos |T'|T-resplandecientes y se simplifican significativamente
algunas pruebas alli expuestas. Estos modelos existen siempre en cardinales arbitraria-
mente grandes sin anadir ninguna hipotesis conjuntista adicional a ZF. El uso de las
propiedades de estos modelos se centra principalmente en la capacidad que tienen, ju-
gando con el lenguaje, para extender funciones elementales parciales a automorfismos
del modelo. Se generalizan también algunos resultados permitiendo que los conjuntos
de parametros A con los que se trabaja alcancen la cardinalidad de la teoria.



En la siguiente seccién se introducen los modelos |T'|T-resplandecientes con los
que se trabajard a lo largo de todo el trabajo y se observa que el contexto en el
que se trabaja es interesante y generaliza al que utiliz6 Lascar originalmente. En la
tercera seccion se introducen los subgrupos muy normales, nociéon que generaliza el
concepto de subgrupo normal y resulta ttil para extender los automorfismos de una
buena manera a las extensiones elementales de los modelos |T'|"-resplandecientes. En
las dos secciones siguientes (4 y 5), se introduce el grupo G(N/A) y el concepto de
G-compacidad necesario para poder definir en la sexta seccién el grupo topoldgico
de Lascar, y tratar sus principales propiedades. Finalmente, en la ultima seccién se
introduce una nueva topologia para G(N/A), la de Lascar y Pillay en [8], y se observa
que bajo la hipdtesis de G-compacidad, ésta coincide con la anterior.

Se denotard por C al modelo monstruo de la teoria, un modelo saturado cuyo
universo es una clase propia. Todo modelo de la teoria se verd como un submodelo
elemental de C y todo conjunto de pardmetros se vera como un subconjunto de C. Si B
es un conjunto cualquiera, se denotara por Py (B) al conjunto de todos los subconjuntos
finitos de B.

Si a es un elemento o una sucesién de elementos y A es un conjunto de parametros,
se denotard por tp(a/A) al tipo de A sobre A, el conjunto de férmulas con pardmetros
en A satisfechas por a. Se denotard por Aut(C/A) al conjunto de los automorfismos
f de C que son la identidad en A. La siguiente propiedad de C es muy 1til y frecuen-
temente utilizada: si dos sucesiones de elementos a y b (posiblemente infinitas) tienen
el mismo tipo sobre un conjunto de parametros A, existe entonces un automorfismo
f € Aut(C/A) tal que f(a) = 0.

Dado un conjunto de parametros A C C, se dird que un elemento o una sucesién
de elementos a pertenece a la clausura algebraica de A, que se denotard por acl(A),
si existe una férmula (z) con pardmetros en A tal que a = ¢(x) y el conjunto de
realizaciones de ¢(x) en C, p(C), es finito. Se dird que a pertenece a la clausura
definible de A, que se denotard por del(A), si existe una férmula p(z) con pardmetros
en A tal que p(C) = {a}. Equivalentemente, se dice que a € acl(A) si la dérbita de a
bajo Aut(C/A) es finita y que a € del(A) si la érbita de a bajo Aut(C/A) tiene un
sélo elemento.

Agradezco la valiosa y constante direccién por parte de Enrique Casanovas en la
elaboracién de este trabajo. Sus aportes fueron de gran importancia y profundizar en
este tema con su guia ha sido maravilloso.



2 Modelos especiales y resplandecientes

DEFINICION 2.1 (MODELOS k-RESPLANDECIENTES). Se dice que un modelo M aso-
ciado al lenguaje L es k-resplandeciente si para todo subconjunto A C M (|4| < k)
y todo nuevo lenguaje £y D L4 con estrictamente menos de x nuevos simbolos, y
todo conjunto de sentencias ¥ C L', tal que Th(M4) U X es consistente, existe una
expansion M’ de M en el nuevo lenguaje de tal manera que M’ = X.

DEFINICION 2.2 (MODELOS EXPANDIBLES). Se dice que un modelo M asociado al
lenguaje L es expandible si para todo nuevo lenguaje £ D L (|£'| < |M]) y para todo
conjunto de sentencias X C £’ tal que X UTh(M) es consistente, existe una expansién
M’ de M4 en L' que satisface X.

DEFINICION 2.3 (MODELOS ESPECIALES). Se dice que un modelo M es especial si 'y
s6lo si es la unién de una cadena elemental (Mg : 5 es un cardinal menor que |M])
donde cada Mg es 3T -saturado. A la cadena de los Mg, 8 < |M| se le llama cadena
especializadora de M.

Con respecto a los modelos especiales es importante resaltar los siguientes resulta-
dos que se encuentran en [5] y [?].

PROPOSICION 2.4. i) Todo modelo saturado es especial.
1) Todo modelo finito es especial.
i11) Todo modelo de tamano un cardinal reqular es saturado si y sélo si es especial.

i) (GCH). Si T tiene modelos infinitos, entonces tiene modelos especiales en todo
cardinal k > ||L]|.

Si k es un cardinal, 2<% = sup {2° : B < K}.

TEOREMA 2.5 (EXISTENCIA DE MODELOS ESPECIALES). Una teoria T tiene modelos
especiales en cada cardinal & tal que k> |T| y kK = 2<%,

TEOREMA 2.6 (UNICIDAD DE LOS MODELOS ESPECIALES). Si M y N son dos mo-
delos especiales elementalmente equivalentes de la misma cardinalidad, entonces son
isomorfos.

Se denotard por I, al conjunto de cardinales menores que k.

PROPOSICION 2.7. Si N es un modelo especial de T y A C N con |A] < c¢f(|N]) < |N]|,
entonces N 4 es especial.

DEMOSTRACION. Sea N = |J Ng, donde k = |N|y cada Ny es 3T -saturado. Si x es
BEIL
regular, N es saturado y entonces N4 es especial. Ahora bien, si x es limite, nétese

que |I;| > ¢f(k), pues se trata de un conjunto cofinal en x y por lo tanto debe tener
como minimo cardinalidad cf (k).

Sea f : A — k& la funcién dada por f(a) = min {8 < k : a € Ng}. Nétese que f[A]
no es cofinal en , pues |f[A]| < |A|] < ¢f(x). Entonces existe 5*, |A| < 0* < & tal
que 6 < 3* para cada 0 € f[A], con lo cual A C Ng-. Considérese, para cada cardinal
infinito 8 < &, la estructura Nj = (Ng-)a, si 8 < 8* y Nj = (Ng)a, st § > 8*. De
esta manera se tiene que Ny = (J N, [’3 es especial. [

B<k
El siguiente resultado puede encontrarse en [10].

PROPOSICION 2.8. Los modelos especiales son expandibles.



PROPOSICION 2.9. Si M es un modelo especial tal que cf(|N|) > |T|, entonces M es
|T|* -resplandeciente.

DEMOSTRACION. Sea A un subconjunto de M (|A| < |T'|), £y D L4 un nuevo lenguaje
con a lo sumo |T'| nuevos simbolos y ¥ un conjunto de sentencias de £’ consistente
con Th(M4). Como M4 es especial, es expandible y existe entonces una expansién M’

de M4, y por tanto de M, que satisface 3. [J

Los préximos resultados sobre modelos resplandecientes pueden encontrarse en [2].
Claramente un modelo k-resplandeciente es k-saturado.

TEOREMA 2.10. Si k > |T|, entonces todo modelo de cardinalidad < 2% puede sumer-
girse elementalmente en un modelo k™ -resplandeciente de cardinalidad 2% .

TEOREMA 2.11. Si M es un modelo de T saturado de tamano k (es decir, k-saturado
de tamanio k), entonces es k-resplandeciente.

El siguiente resultado aclara cémo se comportan los modelos |T'|*-resplandecientes
en las teorfas estables.

TEOREMA 2.12. Si T es estable, todo modelo wy-resplandeciente y |T|"-saturado es
saturado.

Nétese que en particular todo modelo |T|*-resplandeciente es wi-resplandeciente.
Y el siguiente resultado (teorema 14.11 de [2]) muestra que fuera de las teorias estables
existen modelos |T|"-resplandecientes que no son saturados, lo cual garantiza que el
contexto en el que se lleva a cabo este trabajo es 1itil y la generalizacién de los resultados
relevante.

TEOREMA 2.13. Sea T una teoria con la propiedad de la independencia y A un cardinal
A > |T| de la forma A = 2" para algin cardinal k. Dados un modelo M de cardinalidad
a lo sumo \ y un cardinal regular p < k, ewisten 2* extensiones elementales de M de
cardinalidad X no isomorfas dos a dos que son p-resplandecientes y no u™-saturadas.

Asi, si T es estable, todo modelo |T|*-resplandeciente es saturado. El siguiente
resultado permite analizar la posibilidad de extender funciones elementales parciales
a automorfismos en los modelos |T'|T- resplandecientes.

PROPOSICION 2.14. Sea M < N wun modelo de cardinalidad menor o igual que |T),
donde N es |T|" -resplandeciente. Entonces todo automorfismo de M puede extenderse
a un automorfismo de N.

DEMOSTRACION. Sea f € Aut(M). Considérese el nuevo lenguaje £, = Ly U{F} con
un nuevo simbolo funcional y sea ¥ el conjunto de sentencias de £}, que afirma que
F es automorfismo y que F(m) = f(m) para cada m € M. Nétese que ¥ U Th(Mpy)
es consistente, pues de hecho f puede extenderse a un automorfismo de C. Al ser
|T|*-resplandeciente, existe una expansién de Ny, que satisface 3.0



3 Subgrupos muy normales

A lo largo de esta secciéon N serd un modelo |T'|"-resplandeciente y A serd un
subconjunto de N, con |A4| < |T.

DEFINICION 3.1. Un subgrupo I de Aut(N/A) se dice muy normal si para cada f € T,
cada g € Aut(N/A) y cada extensién N’ = N, si existen f,g € Aut(N’/A) conjugados
que extienden a f y g respectivamente, entonces g € I'.

PROPOSICION 3.2. Un subgrupo I' de Aut(N/A) es muy normal si y sélo si para cada
feT ycada g € Aut(N/A), si existen f,g € Aut(C/A) conjugados que extienden a f
y g respectivamente, entonces g € I

DEMOSTRACION. Supéngase que I' es muy normal. Sean f € T', g € Aut(N/A), y
f,3,h € Aut(C/A) tales que f = h™'gh , f C fy g C g. Sea N’ = N una extension
de N cerrada bajo f,g,h, f~5, g ', h™'. Asi, ergng/ son elementos conjugados de
Aut(N’/A) que extienden a f y g. Al ser muy normal, g € T.

Sean f €T',g € Aut(N/A),N' = Ny f,g,h € Aut(N'/A) talesque f C f,gC gy
f=h"'gh. Sean g, h € Aut(C/A) extensiones respectivas de g y h respectivamente, y
definase f = h™'gh. Nétese que f,5 € Aut(C/A) son extensiones conjugadas de f,g;
con lo cual, por hipétesis, g € I'. I

DEFINICION 3.3. Se dice que f,g € Aut(N/A) son fuertemente conjugados sobre A
(f ~a g) siexisten f,g € Aut(C/A) que extienden a f y g respectivamente y son
conjugados (f ~ g). Es facil ver que & es una relacién de equivalencia en Aut(N/A).

Con las anteriores anotaciones es claro que un subgrupo I' de Aut(N/A) es muy
normal si y sélo si es cerrado bajo conjugacién fuerte sobre A.

Es facil ver que todo subgrupo muy normal es normal y que la interseccién de
subgrupos muy normales es, de nuevo, un subgrupo muy normal. Llamese entonces
T'4(N) al minimo subgrupo muy normal de Aut(N/A).

Considérese la clase de equivalencia de la identidad en N bajo la relacién ~ 4, [idn]~, -
Es claro que todo subgrupo muy normal de Aut(N/A), al ser cerrado bajo conjugacién
fuerte, contiene a [idy]x~, -

PROPOSICION 3.4. Sean M y M’ dos modelos arbitrarios tales que A C M < M’ y
f € Aut(M’'/M). Entonces f € [idpy]a 4 -

DEMOSTRACION. Considérese el nuevo lenguaje £}, = LyU{E, F, G} con tres nuevos
simbolos funcionales y ¥ C £, la teorfa que afirma lo siguiente:

i) F,G, E son A-automorfismos

i) E-\FE =G
iit) idy C G

iv) fCF
Basta ver que ¥ es consistente. Por compacidad, es suficiente verificar que para cada
tupla finita a € M’, existen F, G, E € Aut(C/A) tales que G = E7'FE, G(a) =ay
F(a) = f(a).

Sean a € M y p(z) = tp(a/A). Se verd que p(x) U ”tp(xa/A) = tp(zf(a))” es
consistente. Basta ver que para cada ¢(x) € p(z), p(x) U tp(za/A) = tp(xf(a))” es
consistente; y esto se cumple pues para cada ¢ € p(x) existe a’ € M tal que M = ¢(a)
y fim = idps. Esto implica que existe a € Ctal qued’ =4 ay d’a =4 o' f(a), con lo cual
existen E, F' € Aut(C/A) tales que E(a) = a' y F(a'a) = @ f(a). De esta manera, si
se se define G = E~1FE, se tiene que G(a) = E-'FE(a) = E~'F(a’) = E~'(d') =a
y F(a) = f(a), como se querfa ver. O



Con este resultado es sencillo ver que si N es |T'|"-resplandeciente, [idy]~, tiene
tamaflo mayor estricto que 1, y por lo tanto, que {idx} no es muy normal. Para ver
esto témese un submodelo propio M de N de la cardinalidad de |T'| y considérense
(dado que N es |T|T-resplandeciente) dos elementos distintos a,b € N\M tales que
tp(a/M) = tp(b/M). Asi, dada la |T'|*-saturacién de N, existe f € Aut(N/M) tal que
f(a) =b, conlo cual f ~4 idy, f # idy, y por la proposicién anterior f € [idy]x,-

Noétese también que si f,g € Aut(N/A) coinciden en algin submodelo M que
contiene a A, entonces f = g mod I'4(N). Basta notar que f~'g se comporta como la
identidad en M y aplicar la proposicion.

PROPOSICION 3.5. T'4(N) es generado, como grupo, por [idn]x -

DEMOSTRACION. Basta ver que ([idy]~ ), el subgrupo de I" 4 (N) generado por la clase
de la identidad bajo a4, es muy normal. Al ser [idy]~, cerrado bajo conjugacién fuerte
(=), es también cerrado bajo conjugacién (~), y es facil ver entonces que ([idy]~,) €s
normal.
Se verd ahora que es muy normal. Sea f € ([idn]~,), 9 € Aut(N/A) y f,g,e €
Aut(C/A) tales que f C f,g C g,y f =e 'ge. Se mostrard que g € ([idy]~,)-
Sea M, A C M < N un modelo de la cardinalidad de T cerrado bajo f,g, f~', g~ L.
De esta manera, f,g extienden a ciertos hq,he € Aut(M/A). Basta ver que hq,ho
se pueden extender a ciertos hi,hy € Aut(N/A) que sean conjugados. De ser asi,
h_lffl,h_gflg estarfan en Aut(N/M), y por tanto en ([idy]~,) por la proposicién
anterior. Asi, como f € ([idy]~,), h1 estarfa en ([idx]~,), y al ser normal, también
ha; con lo cual g estarfa en ([idy]~,), como se querfa.

Para ver que hi, hy se pueden extender a ciertos hy, ho € Aut(N/A) conjugados,
considérese el nuevo lenguaje £y, = Ly U{E, F, G} con tres nuevos simbolos funcio-
nales y el conjunto de sentencias ¥ C £’ que afirma:

1) E,F,G son automorfismos

)
it) F(m) = f(m)=hi(m),Ym e M
) G(m) =g

) F=E"'GE

(m) = ha(m),Ym e M

Nétese que X U Th(Nys) es consistente, pues de hecho existen f,g € Aut(C/A) que
extienden a f y g respectivamente. Al ser |T'|"-resplandeciente, existe una expansion

N}, de Ny (y por tanto de V) en el lenguaje £ que satisface X, con lo cual se tiene
lo deseado.[]

DEFINICION 3.6. Dados un modelo N y A C N, se llamara grupo de automorfismos
fuertes de N sobre A, Autf(N/A), al grupo generado por el conjunto {f € Aut(N/A) :
fim = idyr, para algin M < N tal que A C M}.

LEMA 3.7. Sea f € Aut(N/A) y supdngase que existe una estension f € Aut(C/A) de
f tal que finm = idy para cierto A C M < C. Entonces f € Autf(N/A).

DEMOSTRACION. Sea M’ < N tal que A C M’ y |M’| = |T| . Considérese el nuevo
lenguaje qwuf[M/] = Lapufur) Y{F, U} con un nuevo simbolo funcional, un nuevo
predicado unario y nombres para denotar los elementos de M’ y f[M’]. Considérese el
conjunto de sentencias ¥ C EM/Uf[M/] que afirma:

i) F es automorfismo

i1) F(a) = f(a), para cada a € M’



i) U< N;y
’i’U) F[U:’idU.

Nétese que (C, M, f)M/uf[M/] = Th(Nypugve))UE, con lo cual, al ser N un modelo
|T|*-resplandeciente, se tiene que existe un f* € Autf(N/A). Asi, cémo f o [
restringido a M’ es la identidad, se tiene que f o f*71 € Autf(N/A), y por tanto que
f € Autf(N/A), como se queria ver. [J

PROPOSICION 3.8. Autf(N/A) =T a(N).

DEMOSTRACION. Sea f un elemento del conjunto de generadores de Autf(N/A). En-
tonces fiy = idys para cierto A € M < N, con lo cual, por las proposiciones 3.4 y
3.5, f € Da(N).

Si f € [idn]~, (el conjunto de generadores de T'4(IV)), entonces existen f,g,e €
Aut(C/A) tales que f C f, idy C gy f =ege '. Nétese que f restringido a eN es la
identidad, con lo cual f € Autf(C/A). Al cumplirse las hipétesis del lema anterior, se
tiene que f € Autf(N/A). O

PROPOSICION 3.9. Sea f € Aut(N/A) y f € Aut(C/A) que extiende a f. Entonces
feAutf(N/A) sii f € Autf(C/A).

DEMOSTRACION. —) Si f € Autf(N/A) entonces f = fi fs...fn para cierton € wy
ciertos f; € Aut(N/A) tales que f; [ M; = idy;, para cierto M; < N (i = 1,...,n).
Sean fl,fg,. - Jn € Autf(C/A) extensiones correspondientes de los f;’s y sea f’ =
fifoefn € Autf(C/A) su producto. Nétese f coincide con f’ en N, con lo cual f €
Autf(C/A).

«) Supéngase ahora que f € Autf((C/A) entonces f = fifs...fn para cierto n € w
y ciertos f; € Aut(N/A) tales que f; | M; = idy;, para cierto M; < N (i = 1,...,n).
Sea N’ < N un modelo tal que |N'| = |T| y f(N') = N’. Considérese el nuevo
lenguaje Ly, = Ly U{F1, Fs, ..., F,,G, U1, Uy, ..., U, } con nuevos simbolos funcionales
{F1,...,F,,G} y nuevos simbolos para predicados unarios {Uq,...,U,}. Considérese
también el conjunto de sentencias ¥ C L' que afirma:

i) F1, Fs,...F,, G son automorfismos
=1idy,,Vi e {l,...,n}
G = FiF,...F,

i)
ii) Uy, U, ..., U, son submodelos elementales
iii) F,

iv)

v) G(n) = f(n),Yn € N'

Nétese que X UTh(Ny/) es consistente, ya que al interpretar cada F; como el corres-
pondiente f;, cada U; como el correspondiente M;, y G como f, se tiene un modelo de
S UTh(Ny). Como N es |T|"-resplandeciente, existe g € Autf(IN/A) que coincide en
N’ con f y por tanto con f. De esta manera se tiene que g~ fjn/ = idx-, con lo cual
g~ f € Autf(N/A), y por tanto f € Autf(N/A).O



4 Grupos de Galois

En esta seccién se define el grupo de Lascar asociado a un modelo |T|*-
resplandeciente NV previamente fijado y se verifica que médulo isomorfismo, este grupo
no depende de N.

Sea f € Aut(N/A). Nétese que si f1, fo € Aut(C/A) son extensiones de f, entonces
f1 = fo mod Autf(C/A). Esto permite definir un homomorfismo

§: Aut(N/A) — Aut(C/A)/Autf(C/A)

tal que para cada f € Aut(N/A), 6(f) = f - Aut(C/A), donde f es cualquier ex-
tensién de f. Por la proposicién 3.9, Ker(d) = Autf(N/A), con lo cual se tiene un
homomorfismo inyectivo

8+ Aut(N/A)/Aut f(N/A) — Aut(C/A)/AutfA(C/A).
Se verd que se trata de un isomorfismo.

PROPOSICION 4.1. &' : Aut(N/A)/Autf(N/A) — Aut(C/A)/Autf(C/A) es sobre, y
por lo tanto es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Sea g € Aut(C/A). Se verd que existe f € Aut(N/A) tal que &'(f -
Autf(N/A)) = g- Autf(C/A). Para esto se encontrard un f € Aut(N/A) tal que para
cualquier f € Aut(C/A) tal que f C f se cumpla que g = f mod Autf(C/A). Pues
bien, sea M < N un modelo tal que |[M| < |T| y A C M. Nétese que por la |T|*-
saturacién de N (pues es |T|T-resplandeciente), existe M’ < N tal que tp(M'/M) =
tp(g(M)/M). Sea entonces h € Aut(C/M) tal que h(g(M)) = M’. Considérese el
nuevo lenguaje £4, = Ly U {F} con un nuevo simbolo funcional y ¥ C £, el
conjunto de sentencias que afirma:

i) F es un automorfismo
1) F(m) = h(g(m)), para cada m € M

Claramente ¥ U Th(Ny) es consistente (al interpretar F' como hg en el modelo
monstruo), con lo cual, al ser N |T|"-resplandeciente, se tiene que existe un f €
Aut(N/A) que coincide con hg en M. Esto implica que cualquier extensién f de f a
Aut(C/A) estard en la misma clase que hg médulo Autf(C/A). Como h(M) = M,
h € Autf(C/A), con lo cual g = f mod Autf(C/A), y entonces &'(f - Autf(N/A)) =
g-Autf(C/A).O0

Con lo anterior, Aut(N/A)/Autf(N/A) no depende de N médulo isomorfismo. Se
llamara grupo de Lascar sobre A al grupo G(N/A) = Aut(N/A)/Autf(N/A). Si no se
quiere mencionar N, se escribird G(A) en lugar de G(N/A).

PROPOSICION 4.2. La cardinalidad de G(A) no es mayor que 2!71.

DEMOSTRACION. Sea M < C un modelo de cardinalidad |T'| tal que A C M y sea
m una enumeraciéon de M. Sean f,g € Aut(C/A). Nétese que si tp(f(m)/M) =
tp(g(m)/M), entonces existe h € Aut(C/M) (y por tanto h € Autf(C/A)) tal que
g(m) = hf(m), con lo cual f = hf = g mod Autf(C/A). Asi, |G(A)| < |S(M)| < 271,
O

Se dird que una relacién de equivalencia es finita si tiene un nimero finito de clases
de equivalencia.
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DEFINICION 4.3. Sea A C C, n Ewy a,b € C". Se dice que a y b tienen el mismo tipo
fuerte sobre A (stp(a/A) = stp(b/A)) si y sélo si para cada relacién de equivalencia
finita R en C™ definible sobre A, se tiene que C = R(a,b).

Nétese que para cada modelo N que contenga a A, y cada par de tuplas a,be N,
stp(a/A) = stp(b/A)) si y sélo si para cada relacién de equivalencia finita R en N™
definible sobre A, se tiene que N = R(a,b).

DEFINICION 4.4. Dado un modelo N se define el grupo I'*(IN/A) como el estabilizador
de los tipos fuertes sobre A, es decir,

I'*(N/A) = {f € Aut(N/A) : paracadan € w, cada relacién de equivalencia finita
R en N" definible sobre A, y cada a € N™, se tiene

que = R(a, f(a))}

Ya que cada automorfismo f € Aut(N/A) se extiende de manera tinica a un auto-
morfismo f € Aut(N®/A) en el universo imaginario, abusando de la notacién se de-
notard por Aut(N/acl®4(A)) al conjunto de A-automorfismos de N cuyas extensiones
a N°¢1 fijen acl®?(A).

En el siguiente resultado se verd que I'*(N/A) = Aut(N/acl®d(A)), y en adelante se
utilizard esta notacién para referirse a dicho grupo. Antes se mencionara un resultado
clasico y util que se utilizard para este fin.

LEMA 4.5. Si R es una relacion definible sobre un conjunto de pardmetros B y es
A-invariante para un cierto conjunto de elementos A, entonces R es A-definible.

PROPOSICION 4.6. I'*(N/A) = Aut(N/acl®1(A))

DEMOSTRACION. C) Sea f € I'"(N/A) y sea e € acl®(A) un elemento de la clau-
sura imaginaria de A, es decir, e = n/E para cierta tupla n € N y cierta rela-
cién de equivalencia 0-definible E de tal manera que la érbita de e bajo Aut(N/A)
es finita. Se verd que nEf(n) y se tendrd entonces que f(e) = e y por tanto que
f € Aut(N/acl®9(A)). Sean entonces ey, ez, . . ., e, los elementos de la érbita de e bajo
Aut(N/A), y sean ny € eq,...,ny, € e, representantes de dichas clases. Considérese
la relacién de equivalencia F' dada por

2Fy < xzEyA(xEnyVaEngV---VaEny)

\Y, (7\ —xEn; A 7\ ﬁyEnZ)

i=1 i=1

Noétese que F' es una relacion de equivalencia finita A-invariante, y por el lema anterior
A-definible. Asi, como f € T'*(N/A), se tiene que nF f(n) y por tanto que nEf(n),
como se queria.

D) Sea f € Aut(N/acl®l(A)), E una relacién de equivalencia finita sobre Ay n € N
una tupla cualquiera de la longitud correcta. Nétese que n/R € acl®l(A), pues su 6rbita
es finita bajo Aut(IN/A) al ser E finita y A-definible. Asi, se tiene que f(n/E) =n/E
y por tanto que N = R(n, f(n)), con lo cual f € IT'*(N/A). O

PROPOSICION 4.7. Aut(N/acl®1(A)) es un subgrupo muy normal de Aut(N/A). Y por
lo tanto siempre se tiene que Autf(N/A) C Aut(N/acl®1(A)).

DEMOSTRACION. Sea f € Aut(N/acl®l(A)) y sea g € Aut(N/A) un conjugado fuerte
de f. Se verd que g € Aut(N/acl®l(A)). Sean € w, Runarelacién de equivalencia finita
en N definible sobre Ay a € N™. Al ser conjugados fuertes, existen f,g,e € Aut(C/A)
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tales que f C f,g C gy g=ecfe '. Sea entonces a’ € N™ tal que R(d,e’l(@)) (existe
al ser R finita). Por hipétesis sobre f, se tiene que |= R(a’, f(a')) y, al ser f un auto-

morfismo, se tiene también que = R(f(a’), f(e~1(a))). Asi, = R(e71(a), f(e7(a))); v
aplicando ¢, se concluye que = R(a, f(a)), como se querfa. O

Al estudiar estabilidad, se dice que un tipo p € S(A) es estacionario si para cada
conjunto de parametros B D A, p tiene una tUnica extension no bifurcante sobre B.

Los siguientes dos resultados son clasicos en teoria de estabilidad y son utilizados
en la prueba de la proposicién 4.10. Su demostracién puede verse en [1].

TEOREMA 4.8 (TEOREMA DE LA RELACION DE EQUIVALENCIA FINITA). Sea A C M
yp € Sp(A) un tipo sobre A. Supdngase que p1,ps € Sp(M) son dos extensiones
distintas y no bifurcantes de p. Entonces existe una relacion de equivalencia finita R
definible sobre A tal que

pi(@) Ap2(y) b —R(z,y))
PROPOSICION 4.9. En las teorias estables los tipos fuertes son estacionarios.

El siguiente resultado muestra que en las teorias estables tener el mismo tipo fuerte
equivale a tener el mismo tipo fuerte de Lascar, nocién que se introducird en la siguiente
seccion.

PROPOSICION 4.10. Si T es estable, entonces Autf(N/A) = Aut(N/acl®?(A))
DEMOSTRACION. Basta ver que Aut(N/acl®(A)) C Autf(N/A). Sea f €

Aut(N/acl®(A)). Sea M un modelo tal que A € M y N | , M. Nétese que para
cada a € N, stp(a/A) = stp(f(a)/A); y ademds a | , M y f(a) L , M, es decir,
tp(a/M) y tp(f(a)/M) son extensiones no bifurcantes de tp(a/A) y tp(f(a)/A). De
esta manera, por la proposicién 4.9, se tiene que tp(a/M) = tp(f(a)/M), con lo que f

puede extenderse a un f € Aut(C/M) y por tanto se concluye que f € Autf(N/A). O
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5 G-compacidad

En esta seccién se trabajard con un modelo |T'|*-resplandeciente N fijo.

DEFINICION 5.1. Si M es un modelo arbitrario y A es un subconjunto de M, se lla-
mard Laut(M/A) al conjunto de automorfismos de M sobre A que se pueden extender

a elementos de de Autf(C/A).

DEFINICION 5.2. (G-compacidad relativa) Sea N un modelo |T'|*-resplandeciente de T'
y A un subconjunto de N. Se dice que T' es G-compacta sobre A si para toda familia
(fi)ier de Autf(N/A) y todo ultrafiltro U, se tiene que (f;)/U € Laut(NY/A).

DEFINICION 5.3. (G-compacidad) Se dice que T es G-compacta si y sélo si es G-
compacta sobre todo subconjunto finito A de N un modelo |T'|*-resplandeciente de
T.

En [9], Ziegler construy6 un ejemplo de una teoria no G-compacta, cuya existencia
fue un problema abierto durante mucho tiempo. Actualmente la siguiente pregunta
interesante sigue sin ser respondida: §Si T es G-compacta, lo es también T(A) para un
conjunto de parametros A arbitrario?

OBSERVACION 5.4. Si para cualquier modelo M de T y cualquier subconjunto finito A
de M, Aut(M/acl®d(A)) = Laut(M/A), entonces T es G-compacta.

DEMOSTRACION. Sea N un modelo |T|*-resplandeciente de T. Sea (f;)icr C
Autf(N/A) una familia arbitraria de A-automorfismos y U un ultrafiltro cualquie-
ra sobre I. Nétese que (f;)/U € Aut(NY Jacl®?(A)) = Laut(N%/A), con lo cual T es

G-compacta. [J
PROPOSICION 5.5. Si T es estable, entonces es G-compacta.

DEMOSTRACION. Sea N un modelo |T'|T-resplandeciente de T. Notese que por la
proposicién 4.10, Aut(N/acl®i(A)) = Autf(N/A), y ndtese que Autf(N/A) =
Laut(NY/A) por la proposicién 3.9. Se cumplen las hipétesis de la observacién an-
terior y se concluye entonces que T' es G-compacta. [

DEFINICION 5.6. (Tipos fuertes de Lascar). Sea A C C, n € w y a,b € C". El tipo
fuerte de Lascar de a sobre A, Lstp(a/A), es la érbita de @ bajo Autf(C/A). Asi, ay
b tienen el mismo tipo fuerte de Lascar sobre A si y sélo si existe un f € Autf(C/A)
tal que f(a) = b.

Aut(N/A) puede verse como un grupo topoldgico. Una base de abier-
tos para su topologfa estd dada por {O;:n €w,a,be N"}, donde O,; =
{f € Aut(N/A): f(a) = b}. Para ver que se trata de una base basta notar que
Oz N Oz g = Ogepg v que su unién es Aut(N/A). Y para verificar que se trata
efectivamente de un grupo topoldgico, basta ver que la operacién § : Aut(N/A) x
Aut(N/A) — Aut(N/A) dada por §((f,g)) = f o g~ ' es continua. Nétese que la
preimagen de un abierto bésico estd dada por:

lo cual garantiza su continuidad.

PROPOSICION 5.7. Si T es G-compacta, entonces Autf(N/A) es cerrado en Aut(N/A).
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DEMOSTRACION. Sea f un punto limite de Autf(N/A). Entonces para cada subcon-
junto finito s € Py(N) existe fs € Autf(N/A) tal que fs [ s = f | s. Sea U un
ultrafiltro sobre P;(N) tal que para cada s € Py(N), {s' € Py(N):sC s’} € U. De
esta manera, (fs)/U extiende a f y por G-compacidad pertenece a Laut(NY/A), y por
tanto f € Autf(N/A) (proposicién 3.9). O

PROPOSICION 5.8. Si T es G-compacta, entonces Autf(C/A) es cerrado en Aut(C/A).

DEMOSTRACION. Sea x un cardinal tal que K = 2<% y ¢f(k) > |T'|. (Basta, por ejemplo,
tomar x = J, para un A cardinal limite de cofinalidad suficientemente grande).

Sea f € Aut(C/A) un punto limite de Autf(C/A). Para cada s € P;(C), sea
entonces f, € Autf(C/A) tal que f [ s = fs [ s. Se construird un modelo especial
N* de tamano x de tal manera que f [ N* € Aut(N*/A) y sea un punto limite de
Autf(N*/A). Asi, N* serfa un modelo |T'|"-resplandeciente (proposicién 2.9), y por
el resultado anterior junto con la proposicién 3.9, se tendria que f € Autf(C/A), con
lo cual Autf(C/A) serfa cerrado en Aut(C/A).

Considérese entonces una cadena elemental de modelos

{N,ék w<B<K, 0 cardinal}
construida inductivamente de la siguiente manera:
e N, es un modelo wt-saturado de tamano 2%.

e Si 3 < k es cardinal limite, sea Nj = |J
N}, fF-saturada de tamafio 28,

< NJ y Nj una extension elemental de

eSi 8 = 7T, sea N [', una extensiéon elemental de NJ cerrada bajo
{f,f1 fo, fo' 5 € Pp(NZ)} de la misma cardinalidad y N una extension ele-
mental de Nj de tamano 28,

Sea entonces N* = |J Nj. Claramente N* es un modelo especial de ta-
B<k
maio k, y por tanto |T|"-resplandeciente. Es fdcil ver que es cerrado bajo

{f, 7Y fo £t : s € Pp(N*)}, con lo cual se tiene lo deseado. O

PROPOSICION 5.9. Sea A un subconjunto de N con |A| < |T|, y sean a,b € N. Entonces
Lstp(a/A) = Lstp(b/A) sii existe f € Autf(N/A) tal que f(a) = 0.

DEMOSTRACION. Supéngase que Lstp(a/A) = Lstp(b/A) y sea f € Autf(C/A) tal que
f(a) = f(b). Sea M un modelo de cardinalidad |T'| tal que AU{a,b} C M < N. Nétese
que por la |T|*-saturacién de N existe M* < N tal que tp(m*/M) = tp(f(m)/M),
donde m*,m son enumeraciones de M* y M respectivamente. Sea entonces h €
Aut(C/M) tal que h(f(m)) = m*. Considérese el nuevo lenguaje L4, = Ly U {G}
con un nuevo simbolo funcional y considérese el conjunto de sentencias ¥ C L), que

afirma lo siguiente:

i) G es un automorfismo

ii) Vn € M, G(n) = h(f(n))

iii) G(a) =0
Noétese que ZUTh(Nyy) es consistente, interpretando en el modelo monstruo a G' como
hf. Como N es |T|*-resplandeciente, existe f € Aut(N/A) tal que f(a) = by tal que
cualquier extension f’ € Aut(C/A) de f, coincide con hf en M. Como h [ M = idy,
se tiene que h € Autf(C/A) y hf € Autf(C/A); con lo cual f' € Autf(C/A) y por la

proposicién 3.9, f € Aut(N/A).
La otra direccién es clara. [J
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Se vera en las préoximas proposiciones que la relacion tener el mismo tipo fuerte de
Lascar sobre A es tipo-definible si la teorfa es G-compacta (sobre A).

Primero se verd que Lstp(a/A) = Lstp(b/A) depende unicamente del tipo sobre
A de la tupla ab. Y luego se verd que si para cada férmula del tipo sobre A de ab
existen a’, b’ con el mismo tipo fuerte de Lascar sobre A y tales que a’b’ satisface dicha
férmula, entonces Lstp(a/A) = Lstp(b/A).

PROPOSICION 5.10. Sean A C C con |A] < |T|, a,b € C, y a',b' € C tales que
Lstp(a/A) = Lstp(b/A) y tp(ab/A) = tp(a’'b' /A). Entonces Lstp(a’/A) = Lstp(b'/A).

DEMOSTRACION. Por hipétesis, existen f € Autf(C/A), g € Aut(C/A) tales que
f(a) = by glab) = a'b'. Considérese entonces el automorfismo h = gfg='. Al ser
conjugado de f, h € Autf(C/A) y es tal que h(a’) = gfg—t(a’) = gf(a) = g(b) = V.
Asi, Lstp(a’/A) = Lstp(t//A). O

PROPOSICION 5.11. Sea T una teoria G-compacta, a,b € N™. Supdngase que para cada
formula ¢ € tp(ab/A) existen a’,b' € N™ tales que |= ¢(a’,b") y ademds Lstp(a’ /A) =
Lstp(b'/A). Entonces Lstp(a/A) = Lstp(b/A).

DEMOSTRACION. Para cada s € Pr(tp(ab/A)), sean as,bs € N™ y f, € Autf(N/A)
(proposicién 5.9) tales que fs(as) = bs y = A, ¢(as,bs). Sea U un ultrafiltro sobre
Ps(tp(ab/A)) tal que {s: so C s} € U, para cada sg € P¢(tp(ab/A)). Sea f' = (fs)/U,
a = (as)/U y V' = (bs)/U. Nétese que que Lstp(a’/A) = Lstp(b//A) (pues f' €
Laut(NY/A)), y tp(ab/A) = tp(a’'t’/A). Por la proposicién anterior se tiene entonces
que Lstp(a/A) = Lstp(b/A). O

COROLARIO 5.12. Si T es G-compacta, la relacion tener el mismo tipo fuerte de Lascar
es tipo-definible.

DEMOSTRACION. Por la proposicién anterior se tiene que
Lstp(a/A) = Lstp(b/A) sii

E /\ {¢(a,b) : Ve,d Lstp(c/A) = Lstp(d/A) implica que = p(c,d)}.
(]

A continuacion se vera que las propiedades descritas en 5.7 y 5.12 caracterizan las
teorias G-compactas. Para esto se definirdn primero ciertas funciones de gran utilidad
en la demostracién.

DEFINICION 5.13. Una funcién f se dice buena sobre un conjunto A si es una aplicacién
elemental tal que para cada n € w y cada a € dom(f)", existe un g € Autf(C/A) tal

que g(a) = f(a).

LEMA 5.14. Sea A un conjunto. Supdngase que para todon € w se tiene que la relacion
Lstp(z/A) = Lstp(y/A) es tipo-definible. Entonces toda funcidn buena sobre A puede
extenderse a un punto limite de Autf(C/A).

DEMOSTRACION. Sea f una funcién buena sobre A. Sea {a, : « € Ord} una enu-
meracién de C. Se construird una sucesién de funciones {f, : @ € Ord} tal que: i)
aq € dom(fay1)Nrec(fat1), para cada ordinal «, ) f, es buena sobre A, i) fg C fq
si 0 < a.

De esta manera, f = [J,corq fo serfa un punto limite de Autf(C/A), ya que
para toda tupla finita @ € C" existirfa un « € Ord tal que @ € dom(f,)"™ y entonces
existirfa un g € Aut f(C/A) tal que fo(a) = g(a). La construccion se hace por induccién
transfinita, asi:
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e fo=1f
e Si v es un ordinal limite, fo = U4, 5

e Sia, € dom(fo)Nrec(fa), entonces for1 = fo. En caso contrario, basta verificar
que

U U Prt1((a; 13 € Nag; (fala;) i i € Ix)

new ICalll=n

es consistente, donde p,41(Z;7) es el tipo que define la relacién Lstp(z/A) =
Lstp(g/A). Por compacidad, basta verificar que un subconjunto finito arbitrario
de férmulas es consistente. Y esto se tiene gracias a que f, es buena, ya que
bastaria entonces considerar la imagen de a, bajo cierto g € Autf(C/A) que
coincidiera con f, en la tupla (finita) nombrada en el conjunto finito de férmulas
considerado. Para anadir a, a rec(fq+1) basta repetir el proceso considerando

f—l
P
Se tiene entonces la sucesién buscada.d

PROPOSICION 5.15. T es G-compacta sobre A si y sélo si para cada modelo |T|*-
resplandeciente N que contenga A, Autf(N/A) es cerrado en Aut(N/A), y para cada
n €w y|Z| = |g| = n, la relacion Lstp(z/A) = Lstp(y/A) es tipo-definible.

DEMOSTRACION. Para ver que T es G-compacta sobre A, sea {f;:i€I} C
Autf(N/A) y U un ultrafiltro sobre I. Se verd que (f;)/U es un elemento de
Laut(NY/A). Por el lema anterior y dado que Autf(C/A) es cerrado en Aut(C/A),
basta verificar que (f;)/U es una funcién buena. Sea n € wy a = (a;)/U € (NY)".
Nétese que para cada i € I y cada a; € N*, N |= p,(a;, fi(a;)) (donde p,(Z,y) es
el tipo que define la relacién Lstp(Z/A) = Lstp(y/A)). Como I € U, se tiene que
NY &= p,((a;) /U, (f;(a;))/U), con lo cual (f;)/U es buena, como se queria ver. La otra
direccion se tiene a partir de los resultados 5.7 y 5.12.

COROLARIO 5.16. T es G-compacta sobre A si y sdlo si Autf(C/A) es cerrado en
Aut(C/A), y para cada n € w y |Z| = |y| = n, la relacion Lstp(z/A) = Lstp(y/A) es
tipo-definible.
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6 El grupo topolégico G(N/A) de Lascar

Siguiendo la linea de Lascar en [7] para dotar de una topologia a G(N/A), se
asumird en este apartado que la teoria T es G-compacta.

HipdTESIS: T ES G-COMPACTA.

Dada una familia (g;);e; de elementos de G(N/A) y U un ultrafiltro en I, se
definird a continuacién un nuevo elemento (g;)/U de G(N/A) (el ultraproducto de
la familia) con el fin de caracterizar los cerrados de la topologia en G(N/A), en la cual
ser cerrado serd equivalente a cierta nocién de ser cerrado bajo ultraproductos. Para
esto, son importantes las siguientes propiedades.

PROPOSICION 6.1. Sea (f;)icr una familia de elementos de Aut(N/A). Entonces eziste
f € Aut(N/A) tal que f¥ = (f;)/U mod Laut(N¥ /A). Mds aiin:

i) Si fi € Aut(N/A) es tal que f¥ = (f;)/U mod Laut(NY/A), entonces f = f1
mod Autf(N/A).

i1) Supdngase ademds que T es G-compacta. Si para cada i € I f/ = fi mod
Autf(N/A) y ' € Aut(N/A) es tal que fY = (f!)/U mod Laut(NY/A), en-
tonces f = f' mod Autf(N/A).

DEMOSTRACION. Sea g € Aut(C/A) cualquier extension de (f;)/U. Por la demostra-
cién de la proposicién 4.1, existe f € Aut(N/A) tal que para cualquier extensién
f € Aut(C/A) de f, f = g mod Autf(C/A). Asi, como fY extiende a f, también
cualquier extensién suya a Aut(C/A) es equivalente a g médulo Autf(C/A), con lo
cual f¥ = (f;)/U mod Laut(NY/A).

i) De la hipétesis se sigue que (f%)~!fY es un elemento de Laut(NY/A), con lo cual
(f~1f1)¥ € Laut(NY/A). Asi, como (f~1f1)¥ extiende a f~1f;, entonces f~1f; €
Autf(N/A), y por lo tanto f; = f mod Autf(N/A).

i1) Nétese que

FUUATT = DU ) = () U U
= (f'f ¥ = (F1£7")/U mod Laut(N¥/A)

Por G-compacidad, (f/f;')/U € Laut(N¥/A), con lo cual (f'f~")4 <
Laut(NY/A). Asi, por la proposicién 3.9, f'f~1 € Autf(N/A), y entonces f' =
mod Autf(N/A), como se queria ver.

Es posible ahora entonces definir el nuevo elemento (g;)/U de G(N/A) como la
clase, médulo Autf(N/A), de cualquier f € Aut(N/A) tal que para cualquier familia
de representantes (f;)icr € Aut(N/A) (f; un representante de la clase g;, para cada
i € I), se tiene que fY = (f;)/U mod Autf(N/A). La proposicién anterior asegura que
esta es una buena definicién independientemente del f y los f/s que se elijan como
representantes. Es importante notar que la hipdtesis de G-compacidad es esencial para
esta definicién.

Noétese también que esta operacién de ultraproducto conmuta con las operaciones
de grupo de la siguiente manera:

(1) (9:)/U - (gi)/U = (9:9:) /U
(i1) (g )/U = ((g:)/U)"

Se define entonces, en términos de lo anterior, una topologia para G(N/A) carac-
terizando los cerrados. Se dice que un subconjunto F' de G(N/A) es cerrado sii para
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cualquier familia (g;)ie; C F y cualquier ultrafiltro & en I, se tiene que (g;)/U € F.
Es claro que la interseccién arbitraria de cerrados es cerrado.

Para ver que la unién finita de cerrados es cerrado, témense dos cerrados distintos
Fi, F5. Sea (gi)icr una familia de elementos de Fy U F» y U un ultrafiltro arbitrario
sobre I. Sea Iy = {i€l:g e A}yl =1—-1, ={i€l:qg; € F» — F}. Entonces
I; € U o I € U. Sin pérdida de generalidad, supéngase que [; € U. Considérese
entonces la familia (¢})ier C Fy donde g, = ¢; si i € I, y g} = g para cierto g € Fy
arbitrario en caso de que i ¢ I;. Nétese que (g;)/U = (g;)/U, y por lo tanto, al ser Fy
cerrado, (g;)/U € Fy U F.

Notese también que en esta topologia los puntos son cerrados ya que para cada
g € G(N/A), cada conjunto de indices I y cada ultrafiltro U en I, ¢4 = g; con lo cual
los conjuntos finitos son cerrados.

En el préximo resultado se verd que, ademds de garantizar que los puntos son
cerrados, la hipdtesis de G-compacidad implica que el espacio topologico es Hausdorff.

Si g es un elemento de G(N/A) y f € Aut(C/A), se dird que f estd en g (y se
notard f € g) si existe un h € Aut(N/A) en la clase g y un h € Aut(C/A) que
extiende a h y tal que f = h mod Autf(C/A).

PROPOSICION 6.2. G(N/A), con la topologia anterior, es Hausdorff.

DEMOSTRACION. Sean g1, g2 € G(N/A) dos puntos distintos, y sean fi, fo € Aut(N/A)
dos representantes de g1 y g2 respectivamente, con lo cual (x) f1 # fo mod Autf(N/A).
Observacion. Existen n € w y a € N™ tales que Lstp(fi(a)/A) # Lstp(fa(a)/A).
Supéngase, en busqueda de una contradiccién, que para cada n € w y cada a €
N™ Lstp(fi(a)/A) = Lstp(fg(a)/A). Entonces para cada s € Py(N) existe f; €
Autf(N/A) tal que fof1 | s = fa [ s. Sea U un ultrafiltro en Py(N) tal que para cada
50 € Py(N), {5 € Pr(N) : 50 C 5} € U. Entonces (f,)/U-(f1)/U = (fof1)/U = (f2)/U.
Por G-compacidad, (fs)/U € Laut(NY/A); con lo cual, si fi, fo € Aut(C/A) y fs €
Autf(C/A) son extensiones arbitrarias de (f1)/U, (f2) /Z/l (fs)/U respectivamente,
entonces fsfl y fa coinciden en N¥. De esta manera, fof; ' fi' € Autf(C/A) y por
tanto fo f1 € Autf(C/A), con lo cual, como f1, f2 extienden respectivamente a fi, fo,
por la proposicién 3.9 se tiene que fof; ' € Autf(N/A), contradiciendo (%).

Asi, por la proposicién 5.11, existe p(Z,7) € tp(fi(a)f2(a)/A) tal que para cuales-
quiera a’, b’ € N"™ tales que Lstp(a’/A) = Lstp(b'/A), entonces = —p(a’, V). Si p,(Z, 7)
es el tipo (sobre A) que define la relacién de equivalencia Lstp(z/A) = Lstp(y/A)
(I(z) = () = n), por compacidad existe ¢(Z,§) € Lo2,(A) simétrica tal que
o (Z,9) F &(Z,7) v tal que ¢(Z,§) A ¢(7,2) b —p(Z, Z). Sean entonces

Vi={g€ GIN/A) : Yf.fi € Aut(C/A).f € g.f| € g1. Vb C",
C E o(f1 (). £'(0)}

Vo= {g € GINJA) : Vf € Aut(C/A). ' € g.fs € g2. Vb € C",
C = o(f'(b), £3(0))}

Nétese que:
1) g1 € Vi. Para cualesquiera f’, fi € Aut(C/A) tales que f', f{ €} g1, se tiene que
f = f{ mod Autf(C/A); con lo cual, para todo n € w y todo b € C", existe un
h e Autf(C/A) tal que A(f/(b)) = f1(b). Asi, Lstp(f'(b)/A) = Lstp(f{(b)/4) y por
tanto se tiene que C = ¢(f'(b), f1(b)).
2) Andlogamente se verifica que ga € V5.

3) V1 NV, = (. Supdngase que existe g € V3 N Vs, y sea f € Aut(C
Por definicién de V; y Va, se tiene que C = ¢(fi(a), f(a)) y C
entonces C = —¢(f1(a), f2(a)), lo cual es imposible pues p(Z,7) €

/)talquefE
= ¢(f(a), f ())y
tp(fi(a) f2(a)/A).
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4) V7 es abierto. Para ver esto, se verd que su complemento es cerrado. Sea entonces
{9i};c; una familia arbitraria de elementos de G(N/A)\ Vi y U un ultrafiltro arbitrario
sobre I. Se verd que (g;)/U ¢ V1, es decir, se encontrardn f*, ff € Aut(C/A), f* €;
(9:)/U, fT € g1,y b* € C™ tales que C = —o(fr(b*), f*(b*)). Nétese que para cada
1 € I existen:

(a) f* € Aut(C/A), f* € i
(b) fir € Aut(C/A), fi* €1 ¢
(c) by eC™

tales que C |= —o(fi*(b7), fi*(b})). Considérese entonces, para cada i € I, un modelo
N; cerrado bajo f*, (f™*)7L, fix (fi*)~! y tal que b} € N*. De esta manera,

Ni = o (f17(67), £ (b7)).

Si f*, fi € Aut(C/A) son dos extensiones arbitrarias de (f*)/U y (fi*)/U respecti-
vamente, y b* = (b})/U, se tiene que Iy N; E —o(f7(b*), f*(b*)), y por tanto que
C | —(ff (%), f*(b*)). Finalmente nétese que por G-compacidad *,f* € (g;)/U v
fi €1 g1, como se queria ver.

4) Andlogamente, V5 es abierto.

De esta manera se tiene g1, gs se pueden separar por dos abiertos disjuntos no
vacios Vi, V2, mostrando que G(N/A) es Hausdorff. O

Es posible ahora verificar que las operaciones del grupo G(N/A) son continuas
con respecto a la topologia anteriormente introducida y mostrar entonces que se trata
efectivamente de un grupo topoldgico. Para esto se introducirdn brevemente ciertos
conceptos y resultados que facilitan el anélisis y que pueden encontrarse en [13] (Cap.
III).

DEFINICION 6.3. Sea X un espacio topolégico y F un filtro en X. Se dice que z € X
es un punto limite de F si para toda vecindad U de x se tiene que U € F.

DEFINICION 6.4. Sean X,Y espacios topoldgicos, f : X — Y una funcién y F un
filtro en X. Se dice que y € Y es un punto limite de f con respecto a F si y es punto
limite del filtro generado por f(F).

Con lo anterior y la definicién de continuidad en un punto es sencillo ver el siguiente
resultado:

PROPOSICION 6.5. Sean X,Y espacios topolégicos ya € X. f: X — Y es continua
en a si y sdlo si f(a) es limite de f con respecto a B(a), donde B(a) es el filtro de
vecindades de a en X.

El siguiente criterio se utilizard para verificar la continuidad de las operaciones de
grupo en G(N/A).

PROPOSICION 6.6. Sean X,Y espacios topoldgicos, a € X y f: X — Y. Si para todo
ultrafiltro U en X que converge a a, el ultrafiltro generado por f(U) converge a f(a),
entonces [ es continua en a.

DEMOSTRACION. Supéngase que f no es continua en a. Entonces existe una vecindad
U de a tal que f~1(U) ¢ B(a), donde B(a) es el filtro de vecindades de a. Entonces
existe un ultrafiltro U que extiende a B(a) y tal que X \ f~1(U) € U. De esta manera,
el ultrafiltro generado por f(U) no converge a f(a), pues f(X ~ f~HU))NU =0,y
por lo tanto U no pertenece al ultrafiltro generado por f(U).00

*Pues la definicién de (g;)/U es independiente de los representantes elegidos para cada clase g;
(proposicién 6.1, iit)).
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PROPOSICION 6.7. G(N/A) es grupo topoldgico.

DEMOSTRACION. Basta verificar que las operaciones de grupo son continuas. En primer
lugar se verd que el producto 6 : G(N/A) x G(N/A) dado por 6((f,g)) = fg es una
funcién continua en cada par (f,g). Sea Y un ultrafiltro en I = G(N/A) x G(N/A)
que converge a (f,g), y sea F el ultrafiltro en G(N/A) generado por 6(U). Se verd que
F converge a fg. Considérense las siguientes sucesiones de elementos de G(N/A):

(1) {ian = a’}(a,b)el
(i) {j(a,b) = b}(a,b)ef

(iii) {kap) =ab}, e,
Sean i /U = (i(ap)) /U, 7 /U = (Jap)) /Uy kU = (k(ap))/U. Nétese que:

1. lim(U) = (i/U,j/U). Sea V; x V5 una vecindad abierta de (i/U, j/U). Supéngase,
en busqueda de una contradiccién, que Vi x Vo ¢ U. Se puede suponer que Vi y
V4 son abiertos, y por lo tanto que sus complementos, V{ y V3, son cerrados. De
esta forma se tiene que V{ x G(N/A) € U o G(N/A) x V3 € U. Sin pérdida de
generalidad, astimase el primer caso. Entonces para todo (a,b) € V{ x G(N/A)

se tiene que i(,p) € VY. Considérese la nueva sucesion iza b) dada por:
’ ’ (a,b)el
!/

ilapy =0 siac Vi, y iza p) = C; Para un c¢ € V{ arbitrario en caso contrario. Asi,
como V{ x G(N/A) € U, entonces i/U = i'/U. Y como V] es cerrado, se concluye
que i/U € V{, lo cual es imposible. -

2. lim(F) = k/U. Sea V una vecindad abierta de k/E y supdéngase, en buisqueda de
una contradiccién, que U ¢ F, con lo cual su complemento V' es cerrado y pertenece
a F. Entonces existe C' € U tal que 6(C') C V', con lo cual, para todo (a,bd) € C,

se tiene que k(a,b) € V'. Considérese la nueva sucesién {k(a DS wpyer dada por:
) f (ab)e

k‘Ea by = absi (a,b) € C,y kEa p) = C para un ¢ € V'’ arbitrario en caso contrario.
Asi, como C' € U, entonces k/U = k' /U. Y como V' es cerrado, se concluye que
k/U € V', lo cual es imposible. -

Noétese que todo ultrafiltro sobre un espacio Hausdorff tiene a lo sumo un punto limite.
Como G(N/A) es Hausdorff (y por tanto también G(N/A) x G(N/A)), se tiene que
fog=i/U-j/U= (iap) " Jap)/U=k/U=lim(F), como se queria ver.

Se verd ahora que la funcién v : G(N/A) — G(N/A) dada por y(g) = g~ ! es
continua en cada g € G(N/A). Sea entonces U un ultrafiltro en G(N/A) que converge
a gy F el ultrafiltro generado por (U). Se vera que F converge a g~!. Considérense
las siguientes sucesiones de elementos de G(N/A):

(1) {ia = a}oecinya)

.. . _ _1
(i1) {ja=a }aeG(N/A)
Anélogamente se verifica que:

3. lim(U) = (ia)/U. Sea V una vecindad abierta de (i,)/U, y supéngase, en biisque-
da de una contradiccién, que V' ¢ U. Entonces su complemento, V', es cerrado
y pertenece a U. Entonces para todo a € V' se tiene que i, € V'. Considérese
la nueva sucesién {i;},cqn 4 dada por: i, = asia € V', y i, = ¢, para un
¢ € V' arbitrario en caso contrario. Asi, como V' € U, entonces (i,)/U = (i})/U.
Y como V' es cerrado, se concluye que i/U € V', lo cual es imposible. 4
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4. lim(F) = (jo)/U. Sea V una vecindad abierta de (j,)/U. Supéngase, en busqueda
de una contradiccién, que V' ¢ F; con lo cual su complemento, V', es cerrado
y estd en F. Entonces existe C' € U tal que v(C) C V', y por tanto, para todo
a € C, se tiene que j, € V. Considérese entonces la nueva sucesion {Ji },eq(nya)
dada por: j, =a~'sia € C,y j! = ¢, paraun c € V' arbitrario en caso contrario.
Asi, como C € U, entonces j/U = j'/U. Y como V' es cerrado, se concluye que

j/U € V' 1o cual es imposible. -

Nétese entonces que g~ = ((ig)/U) "t = (i1 /U) = (ju)/U = lim(F), como se queria
ver. U

La siguiente caracterizacion de los espacios topoldgicos compactos en términos de
ultrafiltros es bastante 1til para mostrar que el grupo topoldgico en cuestién es com-
pacto. Su demostracién puede verse en [13] (Cap. III).

PROPOSICION 6.8. Un espacio topolégico Hausdorff es compacto si y sélo si todo ul-
trafiltro sobre X tiene un limite.

PROPOSICION 6.9. G(N/A) es compacto.

DEMOSTRACION. Sea U un ultrafiltro en G(N/A) y considérese la sucesién de elemen-
tos de G(N/A) dada por
{ia = a}aeG(N/A)

Se verd que lim(U) = (iy)/U. Sea V una vecindad abierta de (i,)/U, y supéngase, en
bisqueda de una contradiccién, que V' ¢ U. Entonces su complemento, V', es cerrado
y pertenece a U. Entonces para todo a € V'’ se tiene que i, € V'. Considérese la nueva
sucesion {ig },eq(n/a dada por: iy = asia € V', y i = ¢, para un ¢ € V’ arbitrario
en caso contrario. Asi, como V' € U, entonces (i,)/U = (i},)/U. Y como V' es cerrado,
se concluye que i/U € V', 1o cual es imposible. [J

Mas adelante se vera que bajo ciertas condiciones, ahora familiares, el grupo to-
polégico G(N/A) es totalmente disconexo, es decir, cada elemento de G(N/A) es su
propia componente conexa. Para esto es conveniente exponer antes un resultado 1til, y
en si mismo bello, para los grupos topoldgicos compactos (ver [12], Capitulo IT), y una
caracterizacion de la topologia de G(NN/A) bajo dichas condiciones. Recuérdese que la
condicion de ser totalmente disconexo para un espacio Hausdorff compacto equivale a
la existencia de una base de conjuntos abiertos y cerrados simultdneamente (de ahora
en adelante clopens) para la topologia del espacio en cuestién ([12], Teorema 1.1.12).
Y que en un espacio Hausdorff compacto, la componente conexa de cualquier elemen-
to z € X coincide con la interseccién de los clopens que lo contienen ([12], Teorema
1.1.11).

HecHO 6.10. En un grupo topoldgico G compacto, un subgrupo es abierto si y solo si
es cerrado y de indice finito.

DEMOSTRACION. Basta considerar las clases laterales al hacer el cociente por el sub-
grupo, utilizar que el producto es una funcién continua y el hecho de que el grupo es
compacto.

PROPOSICION 6.11. Sea G un grupo topoldgico Hausdorff compacto. Las siguientes son
equivalentes:

1. Euxiste una base de clopens para la topologia de G.

2. Los subgrupos normales clopens de G forman un sistema fundamental de vecin-
dades de la identidad (i.e., cada abierto U alrededor de 1 contiene un subgrupo
normal abierto)
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DEMOSTRACION. 1. = 2. Por hipétesis se tiene que los clopens que contienen a la
identidad forman un sistema fundamental de vecindades de ésta, con lo cual basta ver
que si V' es un clopen alrededor de la identidad, entonces contiene un subgrupo normal
abierto (y por tanto clopen). Sea F' = (G — V) N V2, donde, en general, para cada
X CG, X" ={x1-x2... 0 :21,...2¢, € X}. Al ser un subconjunto cerrado de un
compacto, V es compacto; y por lo tanto, al ser la imagen continua de un compacto,
V2 es también compacto. Asi, F es compacto. Ahora bien, para cada z € V, nétese que
x € G — F; con lo cual, dado que el producto es continuo y G — F' es abierto, existen
vecindades abiertas V,, S, C V de x y 1 respectivamente tales que V.S, C G—F'. Como
V es compacto, existen z1,...,x, € V tales que |J;_, Vo, = V. Sea S = (-, S4,. ¥
sea W = SN S~! donde St = {3*1 1S5 € S}. Notese que W es abierto, simétrico
(lew e WssiwteW), WCVyVWCG-F,conlo cual VIWNF = (). Como
ademds VW C V2, por definicién de F se tiene que VIWN (G —V) = 0, lo cual implica
que VW C V. Asi, para cadan € N, VIW" CV (y W™ C V). Como W es abierto y
simétrico, se tiene que
R=|Jwrcv
neN

es un subgrupo abierto de G contenido en V. Esto implica que

Rg=()(@'Re)CV
zeG

es un subgrupo normal contenido en V. Para ver que es abierto, nétese que R es
abierto, con lo cual tiene indice finito (por el hecho demostrado anteriormente), por
ejemplo m. Asf,

Rg =27 'Rx1N-- N, Ra,y,

donde cada z; (i € {1,...m}) es un representante de las i-ésima clase lateral derecha
de R en G. Al ser la interseccién finita de abiertos, R es abierto, como se queria ver.

2. = 1. Si se tiene un sistema fundamental de vecindades clopens de la identidad, el
hecho de que el producto es una funcién continua implica la existencia de una base de
clopens para la topologia. [J

LEMA 6.12. Sea n € w. Si para cualesquiera tuplas a,b € N™ stp(a/A) = stp(b/A)
implica que Lstp(a/A) = Lstp(b/A), entonces Autf(N/A) = Aut(N/acl®1(A)).

DEMOSTRACION. Basta ver que Aut(N/acl®?(A)) C Autf(N/A). Sea pues f €

Aut(N/acl®(A)). Sean € wy a € N™ una tupla cualquiera. Notese que

stp(a/A) = stp(f(a)/A).

Por hipdtesis, se tiene entonces que Lstp(a/A) = Lstp(f(a)/A), con lo cual existe un
fa € Autf(N/A) tal que fz(a) = f(a). Esto muestra que f es un punto limite de
Autf(N/A), con lo cual, al ser cerrado en Aut(N/A), se concluye que f € Autf(N/A),
como se queria demostrar. [

Se vera a continuacién que en caso de que Autf(N/A) = Aut(N/acl®l(A)),
la topologia de G(N/A) introducida en esta seccién y la topologia estdndar de
Aut(acl®l(A)/A) donde los abiertos bésicos estan dados por los

Oup ={f € Aut(acl®(A)/A) : f(a) = b},
para ciertas tuplas finitas a y b, coinciden. Primero obsérvese que existe una biyeccion

natural entre G(N/A) y Aut(acl®¥(A)/A) de la siguiente manera. Sea g € G(N/A) y
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sea f € Aut(N/A) un representante de g. Nétese que f se extiende de manera tinica a
un automorfismo f € Aut(N¢?/A). La asignacién estard dada entonces por:

A:G(N/A) —  Aut(acl®(A)/A)
g = [flad®(A),

para cualquier f € g. Notese que esta funcién estd bien definida y es inyectiva ya
que para cualesquiera f1, fo € Aut(N/A)

fi- Autf(N/A) = fo- Autf(N/A) & fify ' € Autf(N/A)
& fify '€ Aut(N/acl®(A)) (por hipétesis)
& filac®(A) = fy | acl®(A)

El siguiente lema serd de gran utilidad para mostrar que las topologias en cuestién
coinciden.

LEMA 6.13. Si 1y y 72 son topologias sobre un conjunto X, (X, 1) es Hausdorff, (X, 2)
es compacto y 71 C T2, entonces 71 = Ta.

DEMOSTRACION. Basta ver que si O € 73, entonces O € 11, o de igual manera, que si
O € 15 es no vacio, entonces para cada p € O existe B € 7y tal que p € B C O.

Sea entonces O € T un abierto no vacio y p € O un punto cualquiera. Como (X, 71)
es Hausdorff, entonces para cada ¢ € X \ O, existen V, W, € 71 vecindades abiertas
de ¢ y p respectivamente y disjuntas. Como (X, 72) es compacto y O € 79, entonces
X N A es un cerrado, y por lo tanto (X \ O, 7 | (X \ O)) es también compacto.

Nétese que U = {W, : ¢ € X \ O} es un recubrimiento de X ~ O con abiertos de
T2 (pues 71 C 72), con lo cual, al ser compacto, existe un subrecubrimiento finito de U
que cubre todo X \ O. Sea U’ = {W,,,...,W,, } dicho subrecubrimiento y sean

n

B:ﬁvi y C=JW,.
i=1

Nétese que como para cada i € {1,...,n} V,, N W,, = 0, entonces B y C son
abiertos disjuntos de 71, y entonces B C X \ A. Como U’ es recubrimiento de X \ A,
X N0 C (| con lo cual se concluye que B C O. Finalmente nétese que p € B pues
p € Vg, para todo i € {1,...,n}, como se querfa. [J

Sea entonces 7 la topologia estandar de Aut(acl®¥(A)/A) (claramente Hausdorff)
y T2 la topologia de G(N/A) introducida en esta seccién.

PROPOSICION 6.14. Si Autf(N/A) = Aut(N/acl®d(A)), entonces A~ (1) = 2.

DEMOSTRACION. Gracias al lema anterior, como (Aut(N/acl®(A)), ;) es Hausdorff
y (G(N/A), 2) es compacto, para ver que las topologias coinciden basta ver que para
cada 7i-cerrado C, A\71(C) es p-cerrado. Bien, nétese que cada 7i-abierto es de la

forma
0= U Oaibm
i€l

donde {a;,b; : i € I} es un conjunto de tuplas finitas de acl®¥(A)™ para cierto n € w y

Oub, = {f € Aut(acl®(A)/A) : f(a;) = b;}.
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Considérese entonces un 1i-cerrado C' que serd de la forma

C =(0uu,-

i€l

Basta ver que A™(C) es o-cerrado. Sea entonces {g; : j € J} C G(N/A) una familia
arbitraria de elementos de A™1(C), U un ultrafiltro en J, y {f; : j € J} € Aut(N/A)
una familia de representantes de los respectivos g;’s. Nétese que para cada ¢ € Iy
cada j € J,

(f)/Ua;) # bi,
pues J € U; con lo cual A\((g;)/U) € C y por tanto (g;)/U € A~*(C). Esto muestra
que A~1(C) es mp-cerrado, como se querfa. [J

PROPOSICION 6.15. G(N/A) es totalmente disconezo si y sdélo si Autf(N/A) =
Aut(N/acl®1(A)).

DEMOSTRACION. <) Supéngase que Autf(N/A) = Aut(N/acl®l(A)). En este caso,
por la proposicién 6.14, la topologia de G(N/A) coincide con la topologia estandar de
Aut(acl®i(A)/A), que, dada la forma de los abiertos bdsicos, es facil verificar que se
trata de un espacio totalmente disconexo.

=) Supdngase ahora que G(NN/A) es totalmente disconexo. Para cada subgrupo normal
clopen H de G(N/A) y cadan € N, definase la relacién de equivalencia R}, en N™ asi:

R}y (a,b) ssi existe f € Aut(N/A) tal que f - Autf(N/A) € H y f(a) =b.
Nétese que si a,b,a’,b’ € N son tales que t(ab/A) = t(a'b’/A), entonces
Ry (a,b) < Ry (a',v),

pues bajo las hipétesis existe f € Aut(N/A) tal que f(ab) = a't'. Si R} (a,b), entonces
existe g € Aut(N/A) tal que g - Autf(N/A) € H y g(a) =b, con lo cual

fgf~" - Autf(N/A) € H,

pues H es normal; y ademés fgf~'(a’) = fg(a) = f(b) = ¥V, lo que implica que
R}, (@', ). La otra direccién es andloga. Asf, con los mismos argumentos utilizados
para mostrar que la relacién tener el mismo tipo fuerte de Lascar es tipo-definible
(proposicién 5.12), puede concluirse que R% es tipo-definible. Sea entonces RY (Z,§) =
/\LP€<P o(Z, 7).

Sean @,b € N™ y supéngase que stp(a/A) = stp(b/A). Por el lema 6.12, es suficiente
verificar que Lstp(a/A) = Lstp(b/A). Esto se lograra en dos pasos.
Paso 1. Sea p = t(a/A) = t(b/A), P el conjunto de realizaciones de p en N, y h el
indice de H. ' Nétese que R} no tiene més de h clases en P. Sean ag, a1, ...,a, € P.
Paracadai € {0,1,...,h}, sea f; € Aut(N/A) tal que a; = f;(ag). Como el indice de H
es h, existen ¢,j € {0,1,...,h} distintos tales que f;-Aut f(N/A) y f;-Autf(N/A) estdn
en la misma clase médulo H; con lo cual f;f; " - Autf(N/A) € Hy f;f; ' (a;) = a;,
es decir, R} (a;,a;).
Pues bien, sean asi,...,ar (kK < h) representantes de cada una de las clases mddulo
R} en P,y sea Ty = Th(Nuga,,...a,})- De esta manera se tiene que

p(@) Ap@) ATy F RE@B) =\ (A\we(@a;) A a)).

pEPie{l,....k} j#i

TPues G(N/A) es Hausdorff compacto y H es un subgrupo normal abierto; por lo tanto cerrado y
de indice finito
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es decir, dos tuplas Z y ¥ en P son equivalentes médulo RY%; siy sélo si no son equiva-
lentes a los mismos a;’s. Por compacidad se tiene que existe ¢ € Lo, (A) tal que

p(@) Ap(y) ANTo F @(7,9) < Ri(T,9),

y como Z,¥ no aparecen en Ty, y los @;’s no aparecen en p(z),p(y), R (Z,y) ni en
»(Z,7), entonces se tiene que

p(@) Ap(y) = ¢(2,9) < Ry (7,7).

De nuevo, por compacidad, existe una férmula ¢ € p(Z) tal que si F es el conjunto de
soluciones de ¢ en N™, o(Z, i) define una relacién de equivalencia en F' con exactamente
k clases. Definase entonces la siguiente relacion de equivalencia:

R'(Z,9) = (=¢(Z) A =p(7)) V (0(T) A 9(F) A (T, 7))

Como R/(Z,y) es una relacién de equivalencia finita definible sobre A y stp(a/A) =
stp(b/A), se tiene que N |= R'(a,b). Ademés, como a y b satisfacen p, se deduce que
R%(a,b).

Paso 2. Sea I el conjunto de subgrupos normales clopens de G(N/A), y sea U un
ultrafiltro en I tal que para cada H € I, {K € I : K C H} € U. Por lo obtenido en el
paso anterior, para cada H € I, existe un fyg € Aut(N/A) tal que fg-Autf(N/A) € H
y fu(@) =b. Sea f = (fu)/U € Laut(N¥/A) y g € G(N/A) la clase correspondiente
a f. Nétese que g € H para todo H € I por construccién de U (para cada H € I,
{K:K CH} € U) y dado que cada H es cerrado. Por hipdtesis, al ser G(N/A)
totalmente disconexo, (o, H = {id}, con lo cual g = Autf(N/A) y f(a) = b.
Cualquier extensién f € Aut(C/A) de f es tal que f(a) = b, con lo cual Lstp(a/A) =
Lstp(b/A), como se queria demostrar. [J

PROPOSICION  6.16. Si para cada N |T|"-resplandeciente Autf(N/A) =
Aut(N/acl®i(A)), entonces T es G-compacta.

DEMOSTRACION. Basta notar que Aut(N/acl®l(A)) es cerrado en Aut(N/A) y que
para cada n € w y |Z| = |g| = n, la relacién stp(z/A) = stp(y/A) es tipo-definible.
Dadas las hipétesis, por la proposicion 5.15, T es G-compacta. [
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7 El grupo topolégico G(N/A) de Lascar-Pillay

En esta seccién se trabaja sin la hipdtesis de G-compacidad para dotar de una
topologia a G(NN/A) siguiendo la linea de trabajo en [8]. Se observa también que bajo
la hipdtesis de G-compacidad, ambas topologias coinciden, y que de hecho ésta equivale
a suponer que los puntos en G(N/A) son cerrados de la topologia. Finalmente se da
una nueva prueba de la compacidad de G(N/A) utilizando el resultado que caracteriza
los cerrados de una manera mas comoda para este fin.

DEFINICION 7.1. Sea C' un subconjunto de G(N/A). Sea p : Aut(N/A) — G(N/A)
la proyeccion candnica. Se dice que C' es cerrado si para cualquier conjunto de indices
I, cualquier ultrafiltro U en I, y cualquier familia {f;},.; C Aut(N/A) tal que para
cada i, u(f;) € C, se tiene que (f;)/U puede extenderse a un elemento f € Aut(C/A)
tal que f €, g para algin g € C.

Es sencillo ver que la interseccién arbitraria de cerrados es de nuevo un cerrado,
y con un argumento analogo al utilizado en la seccién anterior se muestra que la
union finita de cerrados es un conjunto cerrado. Asi se tiene entonces que la definicién
anterior caracteriza una topologia en G(N/A).

Es importante notar que al anadir la hipétesis de G-compacidad en la definicién
7.1, la nocién de cerrado coincide con la de la seccidon anterior, pues ésta permite
identificar a (f;)/U con un elemento f € Aut(N/A) tal que para cualquier extensién
f € Aut(C/A) de (f;)/U se tiene que f €, u(f). Esta identificacién puede hacerse sin
ambigiliedad, es decir, independientemente de la eleccién de los representantes de las
clases p(f;)'s (proposicién 6.1).

PROPOSICION 7.2. Las siguientes son equivalentes:
(i) T es G-compacta sobre A.

(ii) G(N/A) es Hausdorff.

(i1i) Los puntos de G(N/A) son cerrados.

DEMOSTRACION. (i) < (i4). Si T es G-compacta, por la proposicién 6.2, G(N/A) es
Hausdorff.

(i1) < (#it). Si G(N/A) es Hausdorff claramente los puntos son cerrados.

(iii) < (i). Supéngase entonces que los puntos son cerrados. Sea {f;},.; una familia
arbitraria de elementos de Autf(N/A), y sea U un ultrafiltro en I. Por hipdtesis se
tiene que (f;)/U puede extenderse a un f € Aut(C/A) tal que f €; Autf(N/A). Por
la proposicién 3.9, f € Autf(C/A) y por lo tanto (f;)/U € Laut(NY/A), verificandose
la G-compacidad. OJ

Noétese que con la caracterizacion anterior se tiene otra prueba sencilla de la pro-
posicién 6.16. Como se vio en la seccién pasada (proposiciéon 6.14), si para cada N
|T|*-resplandeciente se cumple que Autf(N/A) = Aut(N/acl®?(A)), la topologia de
G(N/A) coincide con la de Aut(acl®?/A), que es claramente Hausdorff. Asi que por la
proposicién anterior, T es G-compacta.

El siguiente resultado caracteriza los cerrados de una manera muy 1util, en particular
para probar que G(N/A) es compacto.

PROPOSICION 7.3. Sea C' C G(N/A). Las siguientes son equivalentes :
(1) C es cerrado.

(it) Si D = p~Y(C), para cualquier secuencia a C Ntal que A C a y |a| <

7],
{h(a) : h € D} es tipo-definible sobre algin submodelo M de N tal que |M| = |T|.
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(#it) Fxiste un submodelo M de N, |M| = |T| y un tipo parcial ®(x) tal que si m es
una enumeracion de M, entonces =1 (C) = {h € Aut(N/A) : h(a) realiza ®}.

DEMOSTRACION. (i) = (ii). Sin pérdida de generalidad a = m enumera un submodelo
M de N de cardinalidad |T'| que contiene a A. Para ver que Y = {h(m) : h € D} es
tipo-definible se verd que F' = {q € S(M):3y € Y tal que N = ¢(y)} es un cerrado
en la topologfa del espacio de Stone. Sea entonces ¢ € S(M) un punto limite de F,
y n C N una realizacién de tp(m/A). Al ser punto limite, existen I, un ultrafiltro U
sobre I, y elementos m; € Y para cada i € I tales que n’ = (m;)/U realiza ¢ en NY.
Ahora bien, para cada i € I, sea g; € D tal que g;(m) = m; y sea ¢’ = (¢;)/U €
Aut(NY) de tal manera que g’'(m) =n'.
Como m,n tienen el mismo tipo sobre A (pues tp(m/A) C q), sea g € Aut(N/A)
tal que g(m) = n. Como tp(n’/m) = tp(n/m) (pues ambos realizan q y ¢ € S(M)),
existe f € Autf(C/A) tal que f(n) = n'. De esta forma se tiene que f(g(m)) = ¢'(m),
con lo cual, para cualesquiera g,5’ € Aut(C/A) extensiones de g, g’ respectivamen-
te, fg = g mod Autf(C/A), y por tanto (como f € Autf(C/A)) g = gf = fg =
g mod Autf(C/A). Al ser cerrado, alguna extensién g’ € Aut(C/A) de ¢’ es tal que g’
es equivalente, médulo Autf(C/A) a una extensién de algtin elemento en =1 (C). Con
esto, es claro que g € D, por tanto que n € Y y finalmente que ¢ € F', obteniéndose lo
deseado.

(#4) = (i4i). Sea m una enumeracién de un submodelo M de N de tamano |T| y
tal que A C M. Sea ®(z) el tipo que define {h(m):h € p='(C)}. Se verd que m y
® son los deseados. Claramente si h € p~1(C), entonces h(m) satisface ®. Supéngase
entonces que h € Aut(N/A) es tal que h(m) realiza ®. Entonces existe b’ € p=1(C)
tal que h'(m) = h(m), con lo cual b’ = h mod Autf(N/A) y entonces h € u=(C).

(791) = (7). Se puede suponer que a = m enumera un submodelo M de N de
cardinalidad |T| y tal que A C M (simplemente anadiendo variables mudas en ®(x)).
Sea U un ultrafiltro en I y para cada i € I sea h; € u~(C). Sea h' = (h;)/U.
Como I € U, h'(m) realiza ®. Sea n € N que realiza tp(h'(m)/m, B) donde B es el
conjunto de posibles parametros de ®. En particular n realiza ®, con lo cual existe
h € p=1(C) tal que h(m) = n. Asi, se tiene que tp(h'(m)/m) = tp(h(m)/m), con
lo cual existe f € Autf(C/A) tal que f(h'(m)) = h(m). Por el mismo argumento
utilizado en (i) = (i) se tiene que para cualesquiera h, h’ € Aut(C/A) extensiones de
h, b’ respectivamente, h = h' mod Aut f(C/A), verificando que C es cerrado. [J

Si Aut(N/A) es dotado de la topologia estdndar en la que los abiertos bésicos estdn
dados por los subconjuntos de Aut(NN/A) que envian, dadas dos tuplas fijas, una a otra,
se puede observar lo siguiente (hecho 4.11 de [8]):

PROPOSICION 7.4. La proyeccidn candnica p : Aut(N/A) — G(N/A) es continua.

DEMOSTRACION. Sea X C G(N/A) un cerrado, y sea Y = u~1(X). Se verd que todo
punto limite de Y pertenece a Y. Sea entonces f € Aut(N/A) un punto limite de Y,
con lo cual, para cada tupla a € N, existe un f, € Y tal que f(a) = f.(a). Sea I
el conjunto de tuplas finitas de elementos de N y sea U un ultrafiltro sobre I, que
contenga, para cada b € N, el conjunto de todas las tuplas en las que aparezca b. Sea
N' = NYy f' = (f.)/U € Aut(N'/A). Como X es cerrado, f’ puede extenderse a un
f" € Aut(C/A) tal que f” €| g para algin g € X. Pero nétese que f’ extiende a f,
con lo cual f” €, u(f), y entonces u(f) € X y f € Y, como se queria ver. J

PROPOSICION 7.5. G(N/A) es compacto.
DEMOSTRACION. Sea {C;},.; una familia de subconjuntos cerrados de G(N/A) con la

propiedad de la interseccién finita. Se verd que () C; # 0.
iel
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Sea m una sucesién que enumera a un modelo M de la cardinalidad de T', y considérese,
para cada i € T

o Di=pu"1(Ci)
e O; = {h(m) che Dl}

Observacion. Nétese que O(m/(\;c; Di) = (\ie; O(m/D;), donde O(m/A) =
{h(m) : h € A}.
Demostracion. La contenencia de izquierda a derecha es clara. Para ver la otra con-
tenencia, sea m’ € [;c; O(m/D;). Entonces para cada i € [ existe h; € D; tal que
hi(m) = m’. Asi, para cualesquiera i,j € I, h; = h; mod Autf(N/A) y por lo tanto
hi € Dj. De esta forma se tiene que para cualquier i € I, h; € (),c; D; y hi(m) =m/,
con lo cual m € O(m/(;c; Ds).

Para tener lo deseado, es entonces suficiente verificar que (| D; # 0; Y si m; el

iel
tipo que define O; para cada i € I, es equivalente a mostrar que |J 7; es consistente.
i€l

Notese que esto se verifica por compacidad y a partir de la propiedad de intersecciéon

finita de la familia {C;},.;, que se tiene por hipétesis. [J

28



Referencias

[1]

2]

[10]

[11]
[12]

[13]

ANAND PILLAY, An Introduction to Stability Theory Clarendon Press, Oxford,
(1983).

BRrUNO Poizat, Cours de Théorie des Modéles, Nur Al-Mantiq Wal-Ma'rifah,
Villeurbane, (1985).

BRUNO Po1zAT, Une Théorie de Galois Imaginaire, The Journal of Symbolic
Logic, vol. 48, no. 4 (1983), pp. 1151-1170.

BYUNGHAN KM, A note on Lascar strong types in simple theories, The Journal
of Symbolic Logic, vol. 63 (1998), pp. 926-936.

CHEN CHUNG CHANG, What’s so special about saturated models? , en Studies
in Model Theory, Ed. M. Morley, Mathematical Association of America, (1973),
pp. 59-95.

CHEN CHUNG CHANG, JEROME KEISLER, "Model Theory” Springer-Verlag, ter-
cera edicién, Berlin Heidelberg (1990).

DANIEL LASCAR, On the category of models of a complete theory, The Journal
of Symbolic Logic, vol. 47 (1982), pp. 249-266.

DANIEL LASCAR, ANAND PILLAY, Hyperimaginaries and automorphism groups,
The Journal of Symbolic Logic, vol. 66 (2001), pp. 127-143.

ENRIQUE CASANOVAS, DANIEL LASCAR, ANAND PILLAY, MARTIN ZIEGLER,
Galois groups of first order theories, The Journal of Symbolic Logic, vol. 1
No. 2 (2001), pp. 305-319.

ENRIQUE CASANOVAS, Compactly expandable models and stability, The Journal
of Symbolic Logic, vol. 60 (1995), pp. 673-683.

ENRIQUE CASANOVAS, Teoria de Modelos, Notas de clase (1999).

Luis RIBES, PAVEL ZALESSKII, ”Profinite Groups” Springer-Verlag, Berlin Hei-
delberg (2000).

NricorAs BOURBAKI, ”Topologie générale,” Hermann, Paris (1960).

29



