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Capitulo 1

Sintaxis

Presentamos en este capitulo la sintaxis de la légica de primer orden. La nocién fun-
damental es la de formula. Las féormulas son ciertas secuencias finitas de simbolos. Estos
simbolos pueden ser simbolos ldgicos o simbolos que forman parte del lenguaje o tipo de
semejanza particular que se desea emplear.

Los simbolos légicos son los siguientes:

= Conectores ldgicos. La negacién, -, la conjuncién, A, la disyuncion, V, el condicional,
—, y el bicondicional, <.

= Cuantificadores. El cuantificador universal, V, y el cuantificador existencial, 3.

= Variables. Las variables son vg, v1,va, . ... El conjunto de las variables es VAR = {v; :
i € N}. Para referirnos a variables cualesquiera sin necesidad de especificar sus indices
usamos las letras z,y, z, u, v, w.

s Simbolo de igualdad. FEl simbolo de igualdad es =. Si el contexto lo permite, es
decir, si no hay confusién posible entre el simbolo de igualdad del lenguaje formal
y el simbolo de igualdad que eventualmente podemos emplear para hablar de este
lenguaje, ponemos simplemente =.

= Paréntesis. El paréntesis izquierdo, (, y el paréntesis derecho, ).

Un lenguaje (o alfabeto o tipo de semejanza) es un conjunto formado por simbolos de
los siguientes tipos:

= Constantes. Usamos los simbolos ¢, d, cg, c1, . . . para referirnos a constantes. La funcién
sintdctica de las constantes (también llamadas constantes individuales) es la de ser
nombres de objetos.

= Simbolos de relacion. Usamos los simbolos P, @, R, .S, con indices Ry, R1,... si es
preciso, para referirnos a ellos. Cada uno lleva asociado un nimero natural > 1, su
numero ario o nimero ddico. Si el nimero ario de R es n decimos que R es un simbolo
de relacién n-ario o n-adico. En particular para n = 1 se llaman monarios o monddi-
cos y para n = 2, binarios o diddicos. Los simbolos de relacién también se llaman
predicados. Su funcién sintactica es la de contribuir a la formacién de enunciados
bésicos mediante la atribucién de propiedades a objetos y la predicacion de relaciones
entre objetos.



s Simbolos de funcion. los simbolos F, G, H, con indices Fy, F1, ... si es preciso, para
referirnos a ellos. Como en el caso de los simbolos de relacién, cada uno de ellos
lleva asociado un niimero natural > 1, su numero ario o numero ddico. La funcién
sintactica de estos simbolos es la de contribuir a la formacion de expresiones complejas
que sirven para nombrar individuos reflejando las operaciones de aplicar funciones a
sus argumentos.

Un lenguaje particular puede no tener ninguna constante o ningin predicado o ningin
sfimbolo de funcién, y puede que tenga algunos de estos simbolos para ciertos nimeros arios
pero no para otros. En especial un lenguaje puede no tener ningin simbolo, es decir, el
conjunto vacio es también un lenguaje. Usamos las letras L, L', Lo, L1, ... para referirnos a
lenguajes.

Sea L un lenguaje. Los términos de L son las secuencias finitas de simbolos que se
construyen aplicando las siguientes reglas:

1. Toda variable es un término de L.
2. Toda constante de L es un término de L.

3. Si F € L es un simbolo de funcién n-adico y t1,to, ..., t, son términos de L, entonces
también F'tity...t, es un término de L.

Usaremos la notacién TERM (L) para referirnos al conjunto de los términos de L y
usaremos t,t',tg,t1, ... para referirnos a términos.

El proceso de construccién sintactica de un término puede ser reconstruido a partir del
término mediante la creacién de su drbol de generacion. Este arbol tiene al término dado
en su inicio. A partir de él van creciendo las ramas, que habitualmente se representan cre-
ciendo hacia abajo. Las posibilidades de ramificacién dependen de la forma del término.
Si el término comienza por un simbolo funcional n-adico es de la forma F'ty...t,, siendo
t1,...,t, términos. Entonces se prolonga la rama que acaba en el término dado, dando lugar
a m nuevas ramas con los correspondientes términos t1,...,%,, en cada rama un término.
Claro estd, la aparicién inicial del simbolo F' se ha eliminado en esta ramificacién. En par-
ticular, si n = 1 lo que hacemos es prolongar la rama sin propiamente ramificarla. Cuando
en este proceso encontramos una constante o una variable al final de una rama, esa rama
ya no puede prolongarse més. El arbol finaliza cuando cada una de las ramas acaba en una
constante o una variable. Los subtérminos del término dado son todos los términos que
aparecen en su arbol de generacién, incluyéndose él mismo entre ellos.

Para establecer que todos los términos de un lenguaje L tienen una cierta propiedad
P se puede hacer una demostracion por induccion. Consiste en justificar que los términos
mas simples tienen la propiedad P y que la propiedad P es hereditaria. Mds precisamente,
se puede asegurar que todos los términos de L tienen la propiedad P si se han establecido
los siguientes puntos:

1. Toda variable tiene P.

2. Toda constante de L tiene P.



3. Siempre que F' € L es un simbolo de funcién n-adico y los términos t1,...,t, de L
tienen P, también el término F'ty ...t, tiene P.

Otra de las peculiaridades del conjunto TERM (L) de los términos de L es que se puede
definir una funcién f : TERM (L) — X de modo especialmente sencillo. Basta especificar
los valores de las variables y las constantes y dar las reglas para determinar los valores de
términos de la forma F't; ...t, en funcién de los valores posibles de los términos t1, ..., ;.
Una funcién definida de ese modo se dice que ha sido definida recursivamente o por recur-
sion. Asi pues, para definir f : TERM (L) — X es suficiente con

1. Definir f(x) para cada variable z.
2. Definir f(c) para cada constante ¢ € L.

3. Definir f(Ft;...t,) en funcién de f(t1),...,f(tn) (v de F y t1,...,t, si se quiere)
para cada F' € L n-adico y cualesquiera términos t1,...,t, de L.

Llamamos férmulas atémicas de L a las expresiones de la forma
i1 =t
donde t1,ts son términos de L, y las expresiones de la forma
Rti...t,

donde R € L es un predicado n-ddico y ti,...,t, son términos de L. Las férmulas atémicas
de la forma t; = t5 se llaman también ecuaciones.

Las formulas de L son las secuencias finitas de simbolos que se construyen aplicando las
siguientes reglas:

1. Toda férmula atémica de L es una férmula de L.
2. Si ¢ es una férmula de L, también —¢ es una férmula de L.

3. Si¢y v son férmulas de L, entonces tanto (¢ A1) como (e V), (¢ — )y (p <« 1)
son férmulas de L.

4. Si ¢ es una férmula de L y x es una variable, entonces tanto Vry como Jxp son
férmulas de L.

Usaremos la notacién FORM (L) para referirnos al conjunto de las férmulas de L y
usaremos @, ¥, X, o, ©1, - - - para referirnos a féormulas.

Como en el caso de los términos, también las férmulas tienen drboles de generacion
que permiten reconstruir su proceso de construccién sintactica. Se comienza el arbol con la
férmula en cuestién y las ramas van creciendo hacia abajo. Ahora las ramas finalizan cuando
se llega a una férmula atéomica. Cuando al final de una rama se tiene una férmula como —,
se prolonga la rama anadiendo . Si una rama finaliza en (¢ A1) podemos comenzar en ese
punto dos nuevas ramas, una con @ y otra con . El mismo tipo de ramificacién tiene lugar
cuando la rama finaliza en (o V 9), en (¢ — 1) o0 en (¢ < ). Finalmente, una rama que
acaba en Vxp o en 3z se prolonga afladiendo a continuacién la férmula ¢. La construccion



del arbol finaliza cuando cada rama acaba en una féormula atémica. Las subformulas de una
férmula son las férmulas que aparecen en su arbol de generacién, incluyéndola a ella misma.

Del mismo modo que en el caso de los términos, podemos demostrar por induccién que
todas las férmulas tienen una cierta propiedad y podemos definir funciones f : FORM (L) —
X por recursién. Para demostrar por induccion que todas las férmulas de L tienen la
propiedad P se establecen los siguientes puntos:

1. Toda férmula atémica de L tiene P.
2. Sila féormula ¢ tiene P, también —p tiene P.

3. Silas férmulas ¢, 9 tienen P, también tienen P las férmulas (@ A1), (¢ V1), (¢ — 1)
y (o= v).

4. Sila férmula ¢ tiene P y z es una variable, también Vzy y Jxp tienen P.
Para definir por recursidn una funcién f: FORM (L) — X es suficiente con

1. Definir f(p) para cada férmula atémica ¢ de L.
2. Definir f(—¢) en términos de f(p) (y de ¢ si se quiere).

3. Definir f((pA1)) en términos de f(p) y f(¥) (y de ¢ y ¥ si se quiere). Andlogamente
para (¢ Vv), (¢ = ¥) y (¢ < ).

4. Definir f(Vze) en términos de f(p) (y de ¢ y  si se quiere). Andlogamente para Jxy.

Cada aparicion del cuantificador V dentro de una férmula ¢ tiene a continuacién una
variable y a esta variable le sucede una férmula, es decir, es una apariciéon de la forma
V. La férmula Vay se llama el alcance de esa aparicion de V. Andlogamente, se define el
alcance de una apariciéon de 3 como la férmula 3z que comienza con esa aparicion concreta
de 3. En ambos casos se dice que el cuantificador liga la variable x. Una aparicion de la
variable z en ¢ es una aparicién ligada si estd dentro del alcance de un cuantificador que
liga la variable x. En otro caso se dice que es una aparicién libre de x en ¢. Se dice que una
variable estd libre en ¢ si tiene una apariciéon libre en ¢ y que estd ligada en ¢ si tiene una
aparicion ligada en ¢. Obviamente una variable puede estar al tiempo libre y ligada en ¢ y
puede que no esté ni libre ni ligada (esto tltimo tnicamente cuando la variable no aparece
en la férmula).

Las férmulas que no tienen variables libres se llaman sentencias. Es costumbre usar la
notacién ¢(x1,...,x,) para referirse a férmulas cuyas variables libres estdn en la secuencia
Z1,-..,%n. A veces se escribe en este contexto ¢ = p(x1,...,z,) y se usan las notaciones ¢
y ¢(z1,...,z,) indistintamente. Cuando se hace eso se presupone que la lista de variables
Z1,...,%Ty estd formada por variables distintas, es decir, que x; # x; siempre que i # j. La
notacién ¢ = p(x) significard entonces que o bien ¢ es una sentencia o bien tiene una tnica
variable libre y esta variable es x.

La sustitucion de una variable x por un término t' en un término t es el término (7))
que se obtiene al reemplazar cada aparicién de x en t por t'. Esta operacién también puede
definirse por recursién mediante las clausulas:
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(Ftr . t2)() = Ft(3) .- ta(S).

La sustitucidn de una variable z por un término t en una formula ¢ es la férmula p(¥)
que se obtiene al reemplazar cada aparicién libre de x en ¢ por t. Esta operaciéon también
puede definirse por recursion mediante las clausulas:

Lo (t1 =12)(F) = ta(f) = t2(7).
2. (Rty...tn)(§) = Rta(}) - - tn(})
3. (me)(f) = ~e(f)

4 (e AY)(F) = (o(F) AY(E))-
5. (pV)F) = (o(f) VU(F))
6. (v —=¥)(F) = (eF) = v(F))
7. (o P)F) = (o) < ¥(F))
8. (Fzp)(¥) = xep.

9. (Fe)(¥) =Tye(i) siz#y
10.  (Vzp)(F) = Yxo.
1L (Vyo)(¥) = Vye(f) stz #y.

El objetivo de sustituir la variable x por el término ¢ en la férmula ¢ es obtener una
féormula ¢(¥) que diga de ¢ lo mismo que ¢ dice de x. Este objetivo no siempre se consigue
pues algunas variables de ¢t pueden quedar ligadas en el proceso de sustitucion. Decimos
que la sustitucion de x por t en ¢ es libre o que x es libremente sustituible por t en ¢ si
no hay ninguna aparicién libre de x en ¢ dentro del alcance de un cuantificador que ligue
una variable de t.

Los siguientes hechos se usaran mas adelante:

1. La sustitucién de = por z en ¢ es libre y ¢(%) = .
2. Si z no estd libre en ¢, la sustitucién de x por ¢ en @ es libre y p(¥) = ¢.

3. Si ninguna variable de ¢ esta ligada en ¢, entonces la sustitucién de x por ¢ en ¢ es
libre.

4. Si la variable y no aparece en ¢ entonces la sustituciéon de x por y en ¢ es libre, la
sustitucion de y por = en ¢(7) es libre y o(3)(%) = ¢.

5. Si x; no aparece en t; y x no aparece en t; entonces ¢(;f')(i2) = ¢({7)(}]) y una

sustitucion es libre si y sélo si la otra lo es.



Cuando que se sobrentiende cudl es la variable  que se usa en la sustitucion, se escribe
©(t) en vez de ¢(¥). Cuando se realizan varias sustituciones seguidas, como ¢(;")(52) - -- (")
Tn

se usa la notacion ("), o incluso ¢(t1,...,t,) si se sobrentiende cudl es la lista de
variables x1,...,Zy.



Capitulo 2

Semantica

En este capitulo se introducen las nociones de estructura y satisfaccion de una férmula
en una estructura. Pero antes de ello necesitamos introducir las n-tuplas y las operaciones
y relaciones n-adicas.

Las n-tuplas generalizan la nocién de par ordenado (que es el caso n = 2) a cualquier
ndmero natural n > 1. En el caso n = 1 la notacién es superflua, pero se incluye porque de
este modo podemos dar un tratamiento uniforme de todos los casos. Las n-tuplas se definen
mediante las clausulas

v {(a1) = ay.
. <CL1, s 7an+1> = <<a1a . '7an>aan+1>'

Ast (a,b) = ((a), b), es decir, la 2-tupla es el par ordenado. Para el caso n = 3 se tiene
(a,b,c) = ({a,b),c) y paran =4, (a,b,c,d) = ({(a,b,c),d) = ({{a,b), ¢),d). Lo importante es
que {ai,...,a,) representa a los elementos ay,...,a, en el orden en el que han sido dados
y con las posibles repeticiones que aparezcan. Esto se resume en el siguiente hecho:

Observacién 2.1 (a,...,a,) = (b1,...,by) si y sélo si a3 = by, az =ba,..., Yy an = by.

Del mismo modo que los pares ordenados nos permiten introducir los productos cartesia-
nos, las relaciones y las funciones, las n-tuplas nos permiten ahora introducir los productos
cartesianos iterados A™, las relaciones n-ddicas y las operaciones n-adicas.

El producto cartesiano n-ésimo de A, A", se define mediante las clausulas:

» Al = A
- An+1:A7LXA

De acuerdo con esto, A2 = Ax A, A3 = (Ax A) x Ay A* = (A x A) x A) x A. Los
elementos de A™ son precisamente las n-tuplas que se pueden construir con elementos de
A:

A" ={{ay,...,an) a1 € A, as € A, ... ,a, € A}



Una relacion n-ddica en el conjunto A es un subconjunto de A™, es decir, es un conjunto
de n-tuplas de elementos de A. Las relaciones monadicas en A son entonces los subconjuntos
de A y las relaciones diddicas en A son lo que hasta ahora llamébamos relaciones en A,
esto es, conjuntos de pares ordenados formados con elementos de A. Las relaciones triddicas
representan una novedad pues hasta el momento no las habiamos considerado.

Observaciones 2.2 1. A" es una relacion n-ddica en A.
2. ) es una relacién n-ddica en A para cualquier n.
3. Si Ry S son relaciones n-ddicas en A, también lo son RUS, RNS y R\ S.

4. Si R es una relacion n-ddica en A y B C A, entonces Rx B es una relacion n+1-ddica
en A.

5. La diagonal {{a1,...,a,) a1 =as = - =a, € A} es una relacién n-ddica en A.

Una operacion n-ddica en A es una aplicaciéon de A™ en A. Es por tanto una funcién con
dominio A™ y con recorrido contenido en A. Sea f una operacion n-adica en A, es decir,
f+ A™ — A. Los argumentos de f son n-tuplas (aj,...,a,) formadas con elementos de A
y sus valores son elementos de A, esto es, f({(ai,...,a,)) € A. Las operaciones monadi-
cas en A son simplemente las aplicaciones de A en A. Las operaciones diddicas en A son
las aplicaciones de A x A en A. Usaremos la notacién f(aq,...,a,) envez de f({a1,...,an)).

Observacion 2.3 Toda operacion n-ddica en A es una relacion n + 1-ddica en A.

Fijemos un lenguaje L. Una L-estructura o una estructura de lenguaje L es un conjunto
no vacio junto con una interpretacion de los simbolos de L en el conjunto de acuerdo con las
normas que precisaremos a continuacién. El conjunto en cuestién se llamard universo de la
estructura. Usaremos las letras M, A/, si es preciso con indices M1, Ma, ... para estructuras
y las letras M, N y My, M>, ..., para los correspondientes universos. Una estructura M tiene
un universo M y una interpretacién X* de cada simbolo X € L. Las interpretaciones de
los simbolos de L deben cumplir las siguientes condiciones:

1. Cada constante ¢ € L se interpreta como un elemento del universo, esto es, c™ € M.

2. Si F € L es un simbolo de funcién n-adico, F' se interpreta como una operacién
n-adica en el universo, esto es, FM : M™ — M.

3. Si R € L es un simbolo de predicado n-adico, R se interpreta como una relacién
n-adica en el universo, esto es, RM C M™.

Si L=Ac1,...,cx, F1,...,Fn,Ry,..., R}, usamos la notacién
M M M M M M
M= (M,e",....e. VFYY o F R R

para referirnos a una estructura de lenguaje L.

Sea L un lenguaje y M una L-estructura. Una interpretacion de las variables en M es
una aplicacién 7 que asigna a cada variable z un elemento 7(z) del universo M de M. Es
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por tanto una aplicaciéon 7 : VAR — M. Una vez se ha fijado una interpretacién de las
variables podemos considerar a las variables como nombres de elementos de M. En realidad,
como se vera en seguida, eso sélo es exacto para las variables libres en una férmula, pero
no para las ligadas.

Fijemos un lenguaje L, una L-estructura M y una interpretacion de las variables 7 en
M. Asignaremos ahora a cada término ¢ de L un elemento t[r] de M que llamaremos la
denotacion de t en M bajo w. Se define por recursién con las siguientes clausulas:

» zM[r] = 7(x) para cada variable z.

s M[r] = ¢M para cada constante c € L.

o (Fty...t,)M[r] = FMtM[x], ..., tM[r]) para cada simbolo de funcién n-adico F' € L
y cualesquiera términos ti,...,t, de L.

A continuacién vamos a definir la relacién de satisfaccion. Escribiremos M = ¢[rn] para
indicar que la estructura M satisface a la formula ¢ de L con la interpretacion 7. También
diremos en ese caso que ¢ es verdadera en M bajo w. La definicién se realizard por recur-
sién. Podemos considerar que estamos definiendo una funcién que asigna a cada férmula las
interpretaciones de las variables en M que la hacen verdadera. En la préctica seguiremos
la tradiciéon y escribiremos las clausulas de un modo ligeramente distinto, pero que puede
reconvertirse facilmente en una definicién por recursién en el sentido indicado. Es conve-
niente antes introducir la siguiente notacién: si x es una variable, 7 es una interpretacion de
las variables en M y a € M, mediante 77 nos referimos a la interpretaciéon de las variables
que es en todo igual que 7 excepto, quizas, en el valor dado a la variable x, valor que en 7%
es el elemento a, con independencia de cudl fuera el valor en 7. asi pues

X
a

» 712(y) = 7(y) para cada variable y distinta de x.

Procedemos ahora a dar las cldusulas de la definicién recursiva de la relacién de satis-
faccion:

s M =t = tyn] siy sélo si tM[x] = t3![x].

« MRty .. ty|n] siysdlosi (tM[x], ..., tM[x]) € RM.

s M = —[n] siy sélo si no M = ofx].

M E (e AY)[n] siy sélo si M = g[r] y M = ¢[r].

M E (¢ V)[n] siy sélo si M = ¢[r] o M |= ¢[n].

« M = (¢ — 1)[n] siy sélo si o bien no M = [r] o bien M = o[x].

s M (p < 9)[r] siy sélo si se da uno de los dos siguientes casos: 1) M |= ¢[n] y
M = 4[r] 0 2) ni M = ¢[r] ni M = ¢[r].

» M |=Vapln] siy sélo si para cada a € M, M |= p[rZ].

11



= M E Jzpln] siy sdlo si para algin a € M, M = ¢[nZ].

Veremos a continuacién que la relacién M = ¢[r] no depende de los valores que la
interpretacién 7 pueda dar a variables que no estan libres en .

Lema 2.4 (Lema de coincidencia) Sea L un lenguaje y M una L-estructura.

1. Sit es un término de L y w1, wo son interpretaciones de las variables en M que dan
los mismos valores a las variables que aparecen en t, entonces tM[m] = tM[m2).

2. Si @ es una formula de L y w1, mo son interpretaciones de las variables en M que
dan los mismos valores a las variables libres de @, entonces M = ¢[m1] si y sdlo si

M = ¢[m].

Prueba. Mostramos primero el resultado para los términos efectuando una demostracion
por induccién. El primer caso a considerar es cuando ¢ es una variable, digamos ¢t = x. Por
hipdtesis 71, T3 dan los mismos valores a las variables de ¢ y como la tnica variable de ¢ es
x esto significa que 1 () = m2(x). Usando la definicién de denotacién vemos entonces que

M

m| = m () = ma(x) = 2™ m].
El siguiente caso es cuando t es una constante. sea, pues, t = c¢. Usando simplemente la
definicién de denotacién tenemos que

M M M

M m) = ™ = M.
El tercer y ultimo caso consiste en que ¢ sea un término de la forma F'tq...t,. Ahora
podremos usar la hipétesis inductiva para cada uno de los términos ¢;. De acuerdo con
esta hipdtesis inductiva, si 7,79 dan los mismos valores a las variables de t;, entonces
tM[r,] = tM[ms). Para establecer el correspondiente resultado para Ft; .. .t,, supongamos
que w1 y m dan los mismos valores a las variables de este término. Entonces sea cual sea
el término ¢; (para 1 <i < n), m; y m2 deben dar los mismos valores a las variables de ¢;,
pues todas ellas son variables de F'tq ...t,. Usando la hipétesis inductiva tenemos entonces

que tM[my] = tM[ms]. Por la definicién de denotacién concluimos entonces que
(Ftl .. .tn)M[ﬂ'l] = FM(t'{M[ﬂ'lL ce ,t:::/l[ﬂ'l]) = FM(t{V[[TI'Q], e 7t'£/1[ﬂ'2]) = (Ftl .. tn)M[ﬂ'g}

A continuacién demostramos 2, también por induccién. El primer caso a considerar es
cuando ¢ es una férmula atémica. Puede ser una ecuacién o una férmula que comienza
con un predicado. Supongamos que ¢ es la ecuacion t; = t,. Por hipétesis m; y mo dan los
mismos valores a las variables libres de ¢. Pero las variables libres de ¢ son simplemente
las variables que aparecen en t; y las que aparecen en to. Por tanto 7 y 7o dan los mismos
valores a las variables de ¢ y dan los mismos valores a las variables de ¢5. Usando el punto
1 podemos asegurar que t1![m;] = tM[m] v que t3[m1] = t3[m3]. Por la definicién de la
relacién de satisfaccién resulta entonces que

ME(t; =to)[m1] siysdlosi ¢
siysélosi t
siysélosi M E (t1 = to)[m)

M
1
M
1
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Consideramos ahora la otra posibilidad, que ¢ sea de la forma Pt; ...t,. Suponemos que
w1 y w2 dan los mismos valores a las variables libres de ¢. Las variables libres de ¢ son
las variables que aparecen en los términos t1,...,t,, de modo que m y mo dan los mismos
valores a las variables cada uno de lo términos ¢4, ..., t,. Usando 1, para cada i (1 < ¢ < n),
tenemos que t{[m1] = t/M[my]. Utilizando ahora la definicién de satisfaccién vemos que

M Pty ... ty[m] siysélosi  (tMm], ... tM[m]) € PM
siysolosi  (tMm],...,tM[m]) € PM
siy sélosi M= Pty...t,[m]

Queda asi establecido el caso de las férmulas atémicas. Continuando con la induccién,
analizamos ahora el caso —p. Supongamos que 71 y w2 dan los mismos valores a las variables
libres de —. Las variables libres de ¢ son las mismas que las de —p y por ello 7 y
mo también dan los mismos valores a las variables libres de . Por la hipdtesis inductiva
sabemos entonces que M = ¢[m1] siy sélo si M = ¢[ma]. Por definicién de satisfaccién
resulta entonces que

M E —p|m] siysolosi M B o|m]
siysélosi M W p[ms]
siysélosi M = —p[m)

El siguiente caso a considerar es el de una conjuncién (¢ Av). Supongamos que 71 y w3 dan
los mismos valores a las variables libres de (p A ). Las variables libres de ¢ son variables
libres de (¢ A ) y lo mismo ocurre con las de 3. Por tanto 71 y 72 dan los mismos valores
a las variables libres de ¢ y a las variables libres de 1. La hipdtesis inductiva asegura en
ese caso que M = ¢[m] siy sélo si M |= p[ma] y que M |= ¢[m] siy s6lo si M = [ms].
Por definicién de satisfaccion,

ME(@AY)m]  siyslosi M= plm]y M ¢[m]
siysélosi M= p[m] y M E [m]
siysélosi M E (¢ A)[m)

Los casos (¢ V), (¢ — ¥) v (¢ < ¢) se resuelven de modo muy parecido, de modo que
omitimos los detalles. Vamos ahora a considerar el caso de la cuantificaciéon existencial.
Tenemos la férmula Jzp y suponemos que 71 y w2 dan los mismos valores a las variables
libres de dxp. Las variables libres de ¢ son todas variables libres de Jzp, con la sola
posible excepcion de la variable z. Por tanto podria ser que 7 y 72 no dieran los mismos
valores a las variables libres de ¢ precisamente por dar valor distinto a x. Sin embargo,
para cualquier a € M, las interpretaciones (m1)Z y (m2)Z si que dan los mismos valores a
las variables libres de ¢: dan el mismo valor 71 (y) = m2(y) a cualquier variable y libre en
¢ y distinta de = (pues entonces es una variable libre de Jz¢) y también dan el mismo
valor (m1)%(x) = a = (m2)%(z) a la variable z. Por la hipdtesis inductiva tenemos asi que
para cada a € M, M |= ¢[(m1)%] si y sélo si M = ¢[(72)%]. Usando esto y la definicién de
satisfaccién concluimos que

M ETzp[m] siysbélosi paraalgin a € M, M E ¢[(m1)%]
siysélosi  paraalgin a € M, M = p[(m2)?]
siysélosi M = Jzplm]

Finalmente, el caso Vzy es muy parecido al de 3z, de manera que podemos obviarlo.

Corolario 2.5 Sea M una L-estructura, a € M, m una interpretacion de las variables en
M, t un término de L y ¢ una formula de L.
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= tM[rZ].

1. Six no aparece en t, entonces t"[r] z

2. Six no estd libre en @, entonces M = ¢[r]si y solo si M = ¢[r%].

De acuerdo con el Lema de coincidencia, si ¢ = t(x1,...,2,), es decir, si las variables
de t estdn entre las variables xi,...,2, (que suponemos a estos efectos que son todas
distintas), entonces le denotacién +[r] sélo depende de los valores 7(x1), . .., 7(z,). Dados
ai,...,a, € M (no necesariamente distintos), mediante

tMz1/ay, ... xn)an)

nos referimos a ¢ [r] para alguna 7 (o lo que es lo mismo, para cada 7) tal que 7(z;) =
ai,..., y m(x,) = ay. si se sobrentiende cudl es la secuencia de variables x1, ..., x, escribi-
mos simplemente t™[ay, ..., a,] En particular si ¢ es un término sin variables, la denotacién
de t en M es independiente de la interpretacién de las variables: t™ = tM[r] para cada
7. Andlogamente, si ¢ = ¢(x1,...,2,), es decir, si las variables libres de ¢ estdn en-
tre las variables x1,...,2,, entonces el resultado M = ¢[r] sélo de pende de los valores
m(x1),...,m(xy). Dados ay,...,a, € M (no necesariamente distintos), mediante

ME olri/ar, ...,z /a,]

abreviamos que M = ¢[n]| para alguna 7 (o lo que es lo mismo, para cada m) tal que
m(x1) = a1, ... , y 7(xn) = a,. También aqui simplificamos la notacién y escribimos M =
play,...,ay] sila lista de variables se sobrentiende. Y si ¢ es una sentencia, entonces el
hecho de que M = ¢[n] es independiente de : si vale para una 7 vale para cualquier otra.
En ese caso escribimos M = .

Estas nociones tienen las siguientes propiedades:

Lema 2.6 Sea M wuna L-estructura, y ai,...,a, elementos de M. Se sobrentiende que
corresponden a las distintas variables x1,...,x, y se entiende que las variables de los térmi-
nos considerados estdn en esa lista.

1. zMay,...,a,) = a;.

2. May,...,a,) =M.

3. (Fty...tp)May,...,an) = FMtMa, ... a0, ... tM a1, ..., an)).
Lema 2.7 Sea M una L-estructura y ai,...,a, elementos de M. Se sobrentiende que
corresponden a las distintas variables x1,...,x, y se entiende que las variables libres de las

formulas consideradas estdn en esa lista.

1. MEt =ta,...,a,] & tMay,...,a,] =tay,. .., a,].

2. MRt ... tyhlay,...,a,) & tMar, ... a0, .. M ay, ..., a,]) € RM.

3. ME—ylai,...,a,] & M gla,...,a,].

4. ME(@AY)al,...,an] & MEY[al,...,a,] y M E xa1,...,an].

5. Hay cldusulas andlogas para los casos ¢ = (Y V x), ¢ = (¥ — x) y o = (¥ < Xx).
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6. Siz no estd enla lista x1, ..., Ty, entonces las condiciones siguientes son equivalentes:
a) M Jxplri/ar,. .., xn/an]
b) para algin a € M, M = plx1/a1,...,Tn/an, z/al.
7. Si1<1i<n, entonces las condiciones siguientes son equivalentes:
a) M E3Jxplzi/a,. .. xn/an)
b) para algin a € M, M = plxi/a1, ..., xi—1/0i—1,Ti/0, Tig1/Cix1, - Tn/an)-
8. Andlogo para Yxv, cambiando sélo “para algin a € M "por “para cada a € M”.
Obsérvese que si cambiamos el orden de la lista z1,. .., z, pero cambiamos también de
modo acorde la lista a1,...,a,, entonces la denotacién tM[x1/ay,...2,/a,] y la relacién
de satisfaccion M = ¢[x1/aq, ..., %, /ay,] no varfan. Dicho en otros términos:
Lema 2.8 Sean M una L-estructura, x1,...,x, una lista de variables distintas, ay ..., ay,
elementos de M y o una permutacidn del conjunto I = {1,...,n}, es decir, una funcidén

biyectiva de I en I. Entonces sit =t(x1,...,Zn) Yy @ = p(T1,...,Zp),

1.

tM [xl/ala s ;xn/an] = tM [xo(l)/aa(l)v s 7xa(n)/ao(n)]'

2. MEolri/ai,... ¢en/an] & ME 0Te1)/0001), - Tom)/domn))-

Observacién 2.9 Sea ¢ = p(x). Entonces

1.

M EVzp siy sélo si para cada a € M, M = pla].

2. M zp siy sdlo si para algin a € M, M = ¢[a].

Lema 2.10 (Lema de la Sustitucién) Sean M una L-estructura, m una interpretacion
de las variables en M, t y r términos de L y ¢ una formula de L.

1.

2.

T(f)M[ﬂ-] =M [WfM [ﬂ.]]
Si la sustitucion de x port en @ es libre, entonces son equivalentes:

a) M E o)A
b) M E gl

Prueba. Demostramos primero I por induccion. La primera posibilidad consiste en que r
sea una variable. Si se trata de la variable z entonces

rEMir] = 2E)Mir] = M) = Ty @) = 2 ] = M g

y si se trata de una variable y distinta de x, entonces

r()M ] =y = y™Mr) = 7(y) = T () = v T ] = M )

El siguiente caso es que r sea una constante ¢ de L. En ese caso

()M = ()M [r) = M) = M = M) = 1M [T |-
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Finalmente consideramos el caso en que 7 es de la forma F't; ...t,. Por hipétesis inductiva,
para cada i (1 < i < n), t;(H)M[r] = tM[r? M ]] Usando la definicién de sustitucién y la
de denotacién se concluye entonces que

rOMa] = (Fty. . tn)(OMa] = (Fa(F) . ta(F,) M 0] =
= Pt )M, - ta (M ) = P i) 0 o)) =

= (Ftl e tn)M[WfM [ﬂr]] - TM [TrfM [7r]]

El punto 2 también se establece por induccién. El caso inicial es cuando ¢ es una férmula
atémica. Supongamos primero que es una ecuacion, digamos que t; = t5. Usando el punto
1 y las definiciones de sustitucién y satisfacciéon vemos que

M (o =12)(§)[r]  siysdlosi M i1(F) = ta(7)[r]
siysélosi ¢ (F)Mr] = to(F)M[r]
siysolosi  t[r¥, [ﬂ]] =t 7% [ﬂ]
siysélosi M =ty = to[miu ]

El siguiente caso es que ¢ sea de la forma Pt; ...t,. Usando de nuevo I tenemos que

M (Pty...t,)#)[r]  siy solo si M|:Pt1( ) tn(F)]m]
siysélosi  (ti(H)Mnl, ..., ta(¥)M[r]) € PM
sy solosi (B[Pl 0 Tfa]) € PY

)

siysolosi M Pty...t, [7rt

En el caso ~¢ podemos usar la hipdtesis inductiva para ¢ pues si x es libremente sustituible
por t en —p, también lo es en ¢. Entonces

ME (mp)(§)[r] siysélosi M E=-p(f)n]
siysélosi M B oF)[n]
siysolosi M = g[roy [W]]
siysélosi M | —p[riu [Tr]]

En el caso (¢ A1) también podemos utilizar la hipétesis inductiva para ¢ y 1, pues si z es
libremente sustituible en (¢ A ¢) también lo es en ¢ y en ¢. Contando con esto vemos que

ME(pAd)lr] siysdlosi M () A v
si y sélo si Mlzga()[]y/\/llzﬂf()”
siysdlosi M g[rfu] vy M E Y[mfug]
siysélosi M |:(50/\¢)[ ﬂ]

Los casos (¢ V), (¢ — 9) y (¢ < ) son similares. Consideramos ahora el caso Jye.
Supongamos primero que la variable x no estd libre en Jyp. Entonces (Jyp)(¥) = Jyp vy
ademads las interpretaciones 7 y T (] dan los mismos valores a las variables libres de Jy¢p.
Por el Lema de coincidencia,

M = Jyp[n] siy sélo si M |= Jyplmiam -
Reuniendo todo esto resulta que

M= yp)()[r] siysdlosi M = Jyp[n]
siysélosi M = Jyp[riy [ﬂ]]
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Ahora supongamos que x estd libre en Jye. En particular esto significa que x e y son
variables distintas. En ese caso (Jy¢)(¥) = Jyp(¥). Ademds en esta situacién el hecho de
que x sea libremente sustituible por ¢ en Jyp implica que también lo es en ¢, de manera que
podemos usar la hipétesis inductiva sobre ¢. Para cualquier a € M, la hipétesis inductiva
nos garantiza que

M = o(§)[mg] sty s6lo si M = @[(8)aqy) |

Como x esta libre en Jyp y es libremente sustituible por ¢ en Jyep, la variable y no puede
aparecer en t, con lo cual vemos por el Lema de coincidencia que sea quien sea a € M
tenemos que ¢tM[r¥] = tM[r]. Ademés como z e y son distintas, (7¥)%\ ] = (T ﬂ]) Con
toda esta informacién concluimos que

M= Byp)(§)lr]  siysélosi M= Jyp(F)[n]

siysélosi  paraalgin a € M, M | ¢(¥)[r?]
siysélosi  paraalgin a € M, M | o[(7¥)u Wﬂ]
siysélosi  paraalgin a € M, M = @[(7){u ]
siysélosi  paraalgin a € M, M = o[(7]u W)g]

siysélosi M = 3yplmiv ]

El caso Vyy es similar.

Corolario 2.11 Sean M una L-estructura, © una interpretacion de las variables en M, t
un término de L sin variables, r = r(x) un término de L y ¢ = p(x) una férmula de L.

1. r(EM =Mz /tM].

2. M= (%) siy sélo si M = @la/tM].

17



Capitulo 3

Consecuencia y equivalencia
l6gica

Usamos las letras X, ', A para conjuntos de férmulas. Si M es una L-estructura, X es
un conjunto de férmulas de L y 7 es una interpretacion de las variables, mediante

M = X[x]

indicamos que M [ «[r] para cada ¢ € X. Si ¥ es un conjunto de sentencias de L,
mediante

MEZX
indicamos que M = 1) para cada 1) € X. Se dice en ese caso que M es un modelo de 3.

La relacion de consecuencia se establece entre conjuntos de férmulas y férmulas. Escri-
bimos

YEe

para indicar que la férmula ¢ es consecuencia del conjunto de férmulas ¥. También se

dice entonces que X implica @. Obsérvese que el simbolo |= se usa para dos relaciones muy
distintas, la relacién de satisfaccion M = ¢ y la relacién de consecuencia ¥ = . Sea ¥
un conjunto de féormulas de L y ¢ una féormula de L. Decimos que ¢ es consecuencia de X
y escribimos ¥ = ¢ si para cada L-estructura M y cada interpretacién de las variables m,
si M |= X[r], entonces también M |= ¢[r]. Si ¥ es un conjunto de sentencias y ¢ es una
sentencia, por el Lema de coincidencia sabemos que la condicién ¥ = ¢ es equivalente en
este caso a que para cada L-estructura M, si M = ¥, entonces M |= ¢, es decir, a que
todo modelo de ¥ sea también modelo de ¢.

Enunciamos a continuacién una serie de propiedades basicas de la relacién de conse-
cuencia.

Proposicién 3.1 1. Siyp € X, entonces X = ¢.
2. SiXEeyX CT, entonces T = .

3. SiT ¢ ypara cada €T, ¥ =1, entonces ¥ |= .
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Decimos que un conjunto X de féormulas de L es satisfacible si existe una L-estructura
M y una interpretacién de las variables 7 tales que M |= X[x]. En otro caso decimos que
3 es insatisfacible. Por tanto, un conjunto ¥ de sentencias es satisfacible si y sélo si tiene
un modelo, es decir, si y sélo si existe una estructura M tal que M = X. Por dltimo, se
dice que una férmula ¢ es satisfacible si el conjunto {¢} lo es.

Proposicion 3.2 Sea X un conjunto de formulas de L.

1. X es insatisfacible si y sdlo si para cada formula ¢ de L, ¥ = .
2. ¥ es insatisfacible si y sélo si hay alguna formula ¢ de L tal que ¥ = ¢ y 3 E .

3. Para cada formula ¢ de L, 3 |= ¢ si y sdlo si el conjunto XU {—p} es insatisfacible.

Definimos ahora la relacion de equivalencia ldgica entre férmulas. Sean ¢ y ¢ férmulas
de L. Decimos que ¢ es ldgicamente equivalente a 1 y escribimos ¢ = 1 si para cada L-
estructura M y cada interpretacién de las variables 7, M = ¢[r] si y sélo si M |= ¢[r]. Si
© v 1 son sentencias basta con decir que para cada L-estructura M, M = ¢ siy sélo si
M =1, es decir, que ¢ y 9 tienen los mismos modelos.

Observaciones 3.3 1. ¢ =¢.
2. Sip =1, entonces Y = .
3. Sip=vY yy =y, entonces p = .

4. Sipo=1 yx seobtiene de x sustituyendo una instancia de @ en x por 1, entonces
— /
X=X-

Si ¥ ={tYr,...,¥n}, en vez de {¢1,...,¢¥,} E @ escribimos ¢1,...,%, E ¢ . En parti-
cular, en vez de {¢} |E ¢ escribimos ¢ = .

Proposicién 3.4 o = si y sélo si o = y i = .

Ahora vamos a sistematizar las propiedades de las relaciones de consecuencia y equiva-
lencia légica de acuerdo con los simbolos 16gicos a que afectan. Comenzamos con la negacion.
Entre los resultados que se exponen estan las leyes que justifican los mecanismos de demos-
tracién por prueba indirecta y por reduccién al absurdo.

Proposicién 3.5 (Propiedades de =) 1. ——p = .
2. SiXU{-¢} = ¢, entonces ¥ = .
3. SiXU{p} =, entonces ¥ = —p.

4. Si¥EpyXE -y, entonces para cada 1, 3 = 1.
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.
0.

S U{Y} E e yXU{-w}E —-p, entonces ¥ = 1.
Si U} E ey ZU{Y} E e, entonces ¥ = .

Proposicién 3.6 (Propiedades de A) 1. (o Ay) = (Y Ayp)

2.

(AW AX)) =P AY)AX)

e E (e AY)

3
4. (@A) Eey(eny) =9
5.
6
7

(php)=¢
(e Ap) = (mp V)

- (PAY) =V y)

Proposicién 3.7 (Propiedades de V) 1. (V)= (Y V)

2.

(V@ Vvx)=pVy)VX)

3. oE@VY)yv E(eVY)

4. (VY), WlEey(eVi), e k.
5 (pVe)=yp

6.
7
8
9

(e V) = (—p A—9)

(
- (e V) =(mp A )
oA VX)) =(pAY) V(P AX)
eV AX) = V)N (e VX))
10.

SiXU{p} X y ZU{Y} = X, entonces TU{(p VP)} = X

Proposicién 3.8 (Propiedades de —) 1. Si XU {¢} =1, entonces ¥ = (¢ — )

2.

10.

3
4

5
6.
7
8
9

(
(
- (V)= (e — )
(
(

(p =), 0 EY

(=), E e
e E@ =)y E (e — )

(e = ¥) = (A )
o =) ==(p AN )
o= Y)=(—p V)

o —=P) = (- — —p)

Proposicién 3.9 (Propiedades de <) 1. (p—¥)=((p—¥)A (W — ¢))
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(o) =W <y

(=) =((pAY)V (e A )
(e y) = (e A=)V (¥ A-p))
(= 9) = (¢ )

(p =) = (mp © )

(=), (W —=x),(x =9 E(p=)

NS &

Ejercicio 3.10 Decidir cudles de las siguientes equivalencias son correctas. Si no lo son,
determinar si al menos una de las formulas implica la otra.

1. (p=W—-x)=(e—=9)—X)

2. (peo@Wex)=(pe—v)<x)

3. ((pAY) = x)=((p = x) AW — X))
4. ((pVY) = x) =g =) A (¥ = X))
5. ((eVy) = x)=(e—=x) vV —x)
6. (p— @WAX)=((¢—=x)A(p—x)
7. (p—=WVvx)=e—=x)V(e—x)

Lema 3.11 Si la variable © no aparece libre en ninguna formula de ¥ entonces XU {p} es
satisfacible siy solo st ¥ U {Jxp} es satisfacible.

Prueba. Supongamos que  no aparece en ninguna férmula de ¥. Supongamos que XU {¢}
es satisfacible y escojamos M y 7 tales que M = X U {¢}[n]. Como M [ ¢[n] resulta
que hay a € M tal que M = @[n?], a saber, a = 7(z). Por definicién de satisfaccién,
M = zpln], con lo cual M |= ZU{Jzp}[n]. Para establecer la otra direccién, supongamos
ahora que X U {3xp} es satisfacible y escojamos M y 7 tales que M = X U {Jxp}n].
Como M = Jzp[r], hay a € M tal que M = ¢[nZ]. Como z no estd libre en ninguna
férmula de ¥ y M = X[, por el Lema de coincidencia M = X[r*]. Uniendo todo esto,
M E Z U {p}[n?], de manera que X U {¢} es satisfacible.

Lema 3.12 Sea X un conjunto de formulas de lenguaje L, sea {x; : i € I'} una coleccidn de
variables distintas y sea C = {¢; : i € I'} una coleccion de correspondientes constantes tam-
bién distintas y que ademds no son de L. Sea Y/ el resultado de sustituir sistemdticamente
en todas las formulas de X las apariciones libres de las variables x; por las correspondientes
constantes c;. Entonces ¥ es satisfacible si y sélo si X' lo es.

Prueba. Para cada término ¢ de L sea t’ el resultado de sustituir en ¢ las apariciones de
las variables x; por las constantes c¢; y para cada férmula ¢ de L sea ¢’ el resultado de
sustituir las apariciones libres de las variables x; por las correspondientes constantes c;.
Entonces X' = {¢’ : ¢ € ¥}. Supongamos primero que X es satisfacible. Hay entonces una
L-estructura M y una interpretacién de las variables 7 tales que M |= X[r]. Definimos
una L U C-estructura M’ con el mismo universo que M, con la misma interpretacién de los
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simbolos de L que M y con C%A/[/ = m(x;) para cada i € I. Una induccién muestra que para
cada término t de L, tM[r] = ¢/’ [r]. Usando esto se muestra por induccién que para cada
férmula ¢ de L, M = ¢[n] si y sélo si M’ |= ¢'[n]. De ello se sigue que M’ |= ¥'[n] y por

tanto que Y’ es satisfacible.

Supongamos ahora que X’ es satisfacible y veamos que también X lo es. Sea M una
L U C-estructura y 7 una interpretacién de las variables tales que M |= X[n]. Sea M* la
L-estructura que tiene el mismo universo que M y que interpreta los simbolos de L de la
misma manera que M y sea 7* la interpretacién de las variables en M* que se define de
manera que 7*(z;) = ¢M parai € I y n*(y) = m(y) para cualquier otra variable y. Por
induccién se ve que para cada término ¢ de L, tM [r*] = t"M[r] y a continuacién, también
por induccidn, que para cada férmula ¢ de L, M* = ¢[r*] si y s6lo si M = ¢'[n]. Se
concluye entonces que M* = X[r*] y con ello que ¥ es satisfacible.

Lema 3.13 Si la constante ¢ no aparece ni en ¢ ni en ninguna formula de X, entonces
YU {3z} es satisfacible siy sélo si LU {p(¥)} es satisfacible.

Prueba. Este resultado puede establecerse aplicando adecuadamente los lemas 3.11 y 3.12.
Se escoge primero una constante d distinta de ¢ que no aparezca ni en ¢ ni en ninguna
féormula de X. Sea Y’ el resultado de sustituir en todas las férmulas de ¥ cada aparicién
libre de x por d. Por el Lema 3.12 vemos que U {3z p} es satisfacible si y sélo si ¥/ U{Jze}
lo es. Como z no aparece libre en ninguna férmula de ', por el Lema 3.11, ¥/ U {Jzp} es
satisfacible si y sélo si ¥/ U {¢} lo es. Aplicando de nuevo el Lema 3.12 a la sustitucién de
x por ¢ vemos que X' U {¢} es satisfacible si y sélo si &' U {p(¥)} lo es. Con una tultima
aplicacién de 3.12, en este caso a la variable z y la constante d, se tiene que ¥’ U {p(*}
es satisfacible si y s6lo si ¥ U {p(%} es satisfacible. Encadenando todos estos resultados
parciales se ve que X U {3zp} es satisfacible si y sélo si T U {¢(Z} lo es.

Hay una prueba alternativa que elimina el uso del Lema 3.12 y depende més directa-
mente del Lema de la sustitucion. Dejamos los detalles como ejercicio.

Proposicién 3.14 (Propiedades de 3) 1. Si la variable x es sustituible libremente
port en @, entonces p(¥) = Jxp.

2. Sila variable x no estd libre en ninguna férmula de ¥ ni en 1 y XU{p} E ¥, entonces

LU{Tre} .

3. Sila constante c no aparece ni en @ ni en Y ni en ninguna formula de ¥ y XU{p(?)} =
Y, entonces ¥ U {Jxp} = 1.

Jz(e V) = (Fzp V zv)).
Su(p A ) F Gap A z9)
Fa(p — ) = (Vep — 3z9)

Si la variable y no aparece en ¢, entonces Irp = Iyp(y).

S S S

St la variable y no aparece en ¢ y no aparece libre ni en 1 ni en ninguna formula de

Yy XU{p()} ¥, entonces ¥ U {3zp} =1

9. Sila variable x no aparece en p, entonces dxp = p.
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10. St la variable © no estd libre en @, entonces

a) Jx(pAy) = (pAdzy)
b) 3z(YAe)=(CEzy Ayp)
c) Fz(pVy)=(pVIzy)
d) 3z(yVe)= Gy Ve)
e) Jz(p — ) = (p — Jav)
f) 3z — )= (Vzy — )

Prueba. 1. Supongamos que M = ¢(¥)[r]. Como x es libremente sustituible por ¢ en ¢,
podemos usar el Lema de la sustitucién y garantizar que M | @[rfy [W]] de modo que hay

a € M tal que M |= [r?] (asaber, a = tM[x]). Por definicién de satisfaccién, M = zp[r].
2. Supongamos que X U {p} = ¢ pero que X U {3z} [~ 9. Entonces ¥ U {Jzp, )} es
satisfacible. Aplicando el Lema 3.11 a ¥ U {—¢} y ¢ concluimos que ¥ U {p, =)} también

es satisfacible, lo cual significa que XU {¢} £ ¥, en contradiccién con lo supuesto al inicio.
El punto 3 se establece de modo parecido usando en este caso el Lema 3.13.

Los puntos 4 y 5 se justifican sin mayor dificultad a partir de la definicién de satisfaccion.
Respecto a 6, obsérvese que Jz(p — ) = Jx(—p V) = (Fz—p V Iah) = (—Vrp V Ixy) =
(Vap — Ja).

7. Mostramos que M = Jryp[r] si y sdlo si M = Jyp(y). Como y no aparece en ¢, = es
libremente sustituible por y en ¢ y podemos usar el Lema de la sustitucién. Por definicién
de satisfaccién, M = Jyp(y)[n] si y sélo si hay un a € M tal que M |= p(3)[ry]. Por el
Lema de la sustitucién, para cualquier a € M, M = o(y)[rg] si y solo si M |= o[ v [Wy]],
pero a = y™[¥], de modo que esto tltimo equivale a M |= @[rZ]. Asf, M = Jyp()[n] siy
s6lo si hay algin a € M tal que M = ¢[r%]. Pero por definicién de satisfaccién esta ultima
condicién equivale a que M = Jxp[r].

El punto 8 se sigue de 2y 7y el punto 9 se obtiene directamente de 7 dado que si x no
aparece en @ entonces ¢(%) = ¢ y x es libremente sustituible por z en ¢. Todas las partes
de 10 se siguen facilmente de la definicién de satisfaccién y el Lema de coincidencia.

Proposicién 3.15 (Propiedades de V) 1. Si la variable x es sustituible libremente
port en @, entonces Vrp = o(7).

2. Sila variable x no estd libre en ninguna férmula de ¥ y ¥ |= ¢, entonces ¥ = Vap.

3. Sila constante ¢ no aparece ni en ¢ ni en ninguna formula de ¥ y ¥ = (%), entonces

Y = V.
4. a) —Vrxp=dr-ep.
b) Vzp =-3z-p.
c) —Izp =Vr-p.
d) Azp = -Vr-p.
5. Vax(p A) = (VYoo AVzr).

6. (VxpVVzy) =Ve(e V)
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7. a) Vr(p — ) E (Vop — Vay)
b) V(e — ) F By — Izy)
c) (v —Vay) EVa(e — ¢)
8. a) Va(p <) E (Vop < Vo))
b) V(e <) E By < zy)

9. Si la variable y no aparece en p, entonces Vryp = Vyp(y).

10.  Sila variable y no aparece en ¢ y no aparece libre en ninguna férmula de > y ¥ = np(“y”),
entonces ¥ = Vp

11.  Sila variable x no aparece en @, entonces Vrp = .

12.  Sila variable © no esta libre en ¢, entonces

a) Va(pAY) = (p AVay
b) Vz(Ap)=(

c) Ve(eV) = (pV Ve
d) Ve V)= (Voy V)
e) Vr(p — )= (p — Vay)
f) Va(y — @) = (Fzy — )

Prueba. Es conveniente verificar primero el punto 4, directamente a partir de la definicién
de satisfaccién, pues entonces se pueden establecer casi todas las restantes propiedades de
V a partir de las propiedades ya justificadas de 3. Por ejemplo, el punto 2 se estableceria
como se indica a continuacién. Supongamos que z no aparece libre en ninguna férmula
de X, que ¥ = ¢ pero que, sin embargo, 3 £ V. Entonces ¥ U {—Vap} es satisfacible.
Como —Vzp = Jx—¢, también es satisfacible ¥ U {Jz—p} y podemos usar el Lema 3.11
para concluir que X U {—p} es satisfacible. Pero esto tltimo significa que ¥ [~ .

Proposicién 3.16 (Propiedades de =) 1. Y =t=t

2. i =ty=ty =t

3.ty Sty ty =ty =ty =t

4. Six es libremente sustituible por t1 y por ty en o, entonces (%), t1 = t2 = p(§,).

5. Six es libremente sustituible por t en @, entonces ¢, x =1t = (7).

6. ty=t,,. . tn=t, =Fty.. t,=Ft. .t

Tt =th,.. tn=t, Pt t, =Pt .. .t
Prueba. Unicamente los puntos 4 y 5 necesitan un poco de argumentacién. Respecto a 4,
supéngase que z es libremente sustituible por ¢; y por t2 en ¢ y que M = ¢(f )[7] y que
M = t1 = to[n]. Por definicién de satisfaccién y por el Lema de la sustitucién vemos que

M = plrim W] y que t[r] = t3'[x], de manera que M |= p[r?y, m]. Usando de nuevo el
1 2

Lema de la sustitucién se concluye que M = o(%,)[r]. § es un caso particular de 4 dado
que z es libremente sustituible por z en ¢ y (%) = ¢.
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Proposicion 3.17 Si la variable x es libremente sustituible por el término t en la formula
@ Yy no aparece en t, entonces las siguientes formulas son légicamente equivalentes:

L e(f)
2. Jx(z=tAyp)
3. Vax(z=t— )

Prueba. Es suficiente mostrar que ¢(¥) implica Jz(z =t A ), que Jz(z =t A ¢) implica
Va(z =t — @) y que Va(z =t — ¢) implica ¢(¥). Para establecer el primer punto supon-
gamos que M = ¢(¥)[r]. Como z es libremente sustituible por ¢ en ¢, podemos aplicar
el Lema de la sustitucién y obtener que M = @[rfy [w]]. Si a = tM[r] resulta entonces
que, como z no estd en t, a = tM[x?] y por tanto M | (z = t A )[7%], de modo que
M = Jx(z = t Ap)[r]. Esto establece la primera implicacién. Para la segunda, supongamos
que M = Jz(z =t A @)[r] y veamos que M |= Vz(r =t — ¢)[r]. Sea a € M tal que
M =z = t[rZ] y veamos que M = ¢[nZ]. Como M = Jz(x =t Ap)[r], hay b € M tal que
M E (z =t A)[rf]. Entonces M = p[rf] y b = tM[r¥] = t"[r] ya que z no aparece en
t. Como también a = t™[r], se concluye que b = a y con ello que M |= ¢[r%], que es lo que
se pretendia justificar. Para finalizar, supongamos que M |= Vz(x =t — ¢)[r] y veamos
que ¢(7)[r]. Por el Lema de la sustitucién vemos que basta justificar que M = p[r]y [ﬁ]}.
Sea a = tM[r]. Como x no estd en t, a = t™[rZ] y por tanto M = x = t[r%]. Como ademés
M (z =t — )[n7], se concluye inmediatamente que M |= ¢[rZ].

Proposicién 3.18 Para cada formula ¢ = o(x1,. .., Ty) hay otra férmula ¥ = P(x1,...,2,)
que es logicamente equivalente a ¢ y en la que los unicos conectores que aparecen son = y
A y el dnico cuantificador es 3. Lo mismo ocurre para =, A y ¥ asi como para cualquiera
de los dos cuantificadores y las siguientes combinaciones de conectores:

1. —~yV.

2. —~y—.

Prueba. Se trata simplemente de aplicar las equivalencias

1. Ve =-Jz—p

2. dzp = -V

3. (V) =(np A ) = (mp — o)
4 (p=v)=(p A1) = (me V)

5. (pAY)=-(mpV ) =-(p — )

hasta obtener la férmula deseada.

Una férmula estd en forma prenezxa si no tiene cuantificadores o es de la forma

Qi171Q272 ... Qrrpp

donde ¢ no tiene cuantificadores y cada @); es o bien V o bien 3. Se dice que Q11 ... QnTy
es el prefijo y que ¥ es la matriz de la férmula prenexa.
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Teorema 3.19 Para cada férmula ¢ = @(z1,...,2;) hay otra formula ¢ = ¥(z1,. .., 2k)
que estd en forma prenexa y es ldgicamente equivalente a .

Prueba. Se establece por induccién. Si ¢ es atémica, ¢ estd ya en forma prenexa. Con-
sideremos a continuacién el caso de una férmula negada —¢. Por hipdtesis inductiva ¢ es
légicamente equivalente a una féormula Qqz1 ... Qrx,1 donde en ¥ no hay cuantificadores
y cada Q; es V o 3. Entonces —¢ es légicamente equivalente a Qjx;...Q"x,—, donde
Q) =V si Q; = 3y viceversa. También podria ser que el prefijo no existiera, pero en ese
caso ) estd en forma prenexa y es equivalente a —p. El siguiente caso a considerar en
la induccién es el de una conjuncién (¢ A 1). Por hipétesis inductiva tenemos férmulas en
forma prenexa Q121 ... Qnzn’ y Qiy1 ... QL ymt' légicamente equivalentes a ¢ y 1 y con
matrices ¢’ y ¢’. La dificultad estd en que las variables x1,...,z, pueden aparecer libres
en ¢’ y las variables y1, ...,y pueden aparecer libres en ¢’. Observemos que podemos
suponer que las variables x1, ..., x, son todas distintas entre si y también lo son las varia-
bles y1, ..., Ym. La razén es que podemos eliminar las posibles repeticiones suprimiendo las
que aparecen mas hacia la izquierda y suprimiendo el correspondiente cuantificador en el
prefijo. La férmula obtenida tras estas eliminaciones sigue siendo equivalente a la original.
Ahora sean u1,...,u, una secuencia de variables distintas que no aparecen ni en ¢’ ni en
¥" y que son todas distintas de las de la secuencia z1,...,z,. La férmula ¢” = ¢'(51:o")
no tiene cuantificadores y Q11 ... Qnx, " es légicamente equivalente a Qiuy ... Quunp”.
Como ademas las variables uq, ..., u, no aparecen libres en Q vy ... Q.,ym?’, resulta que

(Qrz1 ... Quan’ ANQiy1 ... Qrym¥) = Qrur ... Quun(¢” AN QY1 - QL ym¥).

A continuacién escogemos variables distintas vy, ..., v, que no aparezcan ni en " ni en v’
4 H 3 3 " /

y que ademds sean distintas de las de la secuencia yi,. .., ¥, y ponemos ¢ = ' (yi-ym).

De nuevo, 19" es una férmula sin cuantificadores y como estas variables no aparecen libres

en ¢ tenemos que

(¢ AQiy1 ... QLym?) = Quui ... Qpum (¢ AY).
Por tanto la férmula
Qrug .- QuunQivy ... Ql v (@ AY")

es logicamente equivalente a (¢ A ¥) y estd en forma prenexa. Claro estd, si alguno de los
prefijos no existe, el argumento es similar pero con las correspondientes simplificaciones.
El caso inductivo (¢ V %) se resuelve de modo similar. El caso (¢ — ) es parecido pero
hay que tener en cuenta que los cuantificadores correspondientes a ¢ salen hacia el exterior
modificados, pues V debe convertirse en 3 y 3 debe convertirse en V. En lo que respecta
a (¢ < 1), es conveniente transformar esta férmula primero en ((¢ — Y) A (Y — @) y
aplicar entonces los criterios ya explicados para — y A. Consideremos finalmente el caso
Qzp donde @ = V o Q = 3. Por hipdtesis inductiva ¢ es légicamente equivalente a una
féormula ¢’ que estd en forma prenexa. Entonces Qzy’ también estd en forma prenexa y es
l6gicamente equivalente a Q.

Se dice que una férmula ¢ es wvdlida si es verdadera en cualquier estructura y bajo
cualquier interpretacién de las variables. Claro estd, una sentencia es valida si es verdadera
en todas las estructuras. La relacién de consecuencia ¥ = ¢ estd definida también en el
caso particular de que ¥ sea el conjunto vacio de férmulas. Obsérvese que @ es verdadero
en cualquier estructura y bajo cualquier interpretacion de las variables, es decir, todas las
férmulas de () son vélidas. En vez de () = ¢ se usa la notacién |= ¢. La siguiente proposicién
relaciona esta nocién con la validez.
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Proposicion 3.20 Las siguientes condiciones son equivalentes.
1. ¢ es vdlida
2. Para cada ¥, ¥ = ¢
3. e

Prueba. Lo tnico que hay que observar es que para cada M y 7, M = 0[n].

A partir de la nocién de férmula valida podemos caracterizar otras nociones légicas
como equivalencia y como consecuencia a partir de un conjunto finito de férmulas.

Proposicion 3.21 1. ¢ es vdlida si y sélo si —p es insatisfacible.
2. pE1 siy sdlo si(p— ) es vdlida.

3. 01, on E sty sdlo si (1 A... A pn) — ) es vdlida.

4. @ =1 siy solo si (@ — 1) es vdlida.

Proposicion 3.22 1. ¢ es satisfacible si y sélo si Jxp es satisfacible.

2. ¢ es wdlida si y solo si Vay es vdlida.

Prueba. El punto 1 se sigue del Lema 3.11 aplicado al caso ¥ = (). El punto 2 se sigue de
1 ya que, por un lado, ¢ es vélida si y sélo si = es insatisfacible y, por otro lado, Vzy es
valida si y sélo si dz—y es insatisfacible.
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Capitulo 4

Calculo deductivo

Fijamos durante todo este capitulo un lenguaje L. Las férmulas y términos considerados
seran siempre de L.

Vamos a presentar en primer lugar, y sin desarrollar el tema en sus detalles, la nocién de
cdlculo aziomdtico. El célculo tiene unos axiomas, unas reglas de inferencia y una nocién
de deduccion a partir de la cual se define la relacién de deducibilidad. El calculo que hemos
elegido estd pensado para una formulacién de la légica de primer orden en la que los nicos
conectores son =y — y el inico cuantificador es V. Como toda férmula es equivalente a otra
expresada en este lenguaje y ademas esta formula equivalente puede obtenerse aplicando
un algoritmo muy sencillo, este calculo también puede usarse para formulas en el lenguaje
ampliado tras efectuar el proceso de traduccién. Hay otros cédlculos axiomaticos que ya se
formulan directamente para el sistema completo de conectores y cuantificadores, pero no
tienen la sencillez del que presentamos a continuacion.

Los axiomas del calculo son las férmulas que tienen alguna de las formas que se relacionan
a continuacion asi como las que se obtienen a partir de estas colocando al principio un prefijo
formado por cuantificadores universales.

L (p—(®—9)

=W —=x) = ((p—=9) = (¢—x)
=) = ((hp — ) — ¢))
Va (o — ) — (Yop — Vai))

Vap — ¢(¥)) siempre que x sea libremente sustituible por ¢ en (.

(
((
((
(
(

(¢ — Vap) siempre que  no esté libre en .

r=x

© N oA wN

(x =y — (p — ¢')) siempre que ¢ sea una férmula atémica y ¢’ se obtenga a partir
de ¢ al sustituir una o més apariciones libres de x por y.

El célculo tiene una sola regla de inferencia, la regla de Modus Ponens, segin la cual v
se infiere siempre de (p — ¥) y ¢. Sea ¥ un conjunto de férmulas. Una deduccién (en éste
célculo) a partir de ¥ es una secuencia finita de férmulas

P1y---5Pn
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tal que para cada i entre 1 y n se da uno de los siguientes casos:

1. ;€ by
2. p; es un axioma.

3. Hay j,l previos tales que ¢; se infiere de ¢; y ¢; mediante la regla de inferencia de
Modus Ponens.

Se dice que la férmula ¢ es deducible a partir del conjunto de premisas X si existe una
deduccién a partir de ¥ cuya ultima férmula es precisamente . Se escribe entonces X - ¢.
En el caso particular de que ¥ sea el conjunto vacio de férmulas, se dice que ¢ es deducible
sin premisas y se escribe F .

La relacién de deducibilidad - corresponde exactamente a la relacién de consecuencia,
es decir para cada X y ¢,
YSEpsiysilosi X F .

Aqui no podemos entrar en la demostracién de este resultado, que se conoce con el nombre
de Teorema de completud. De hecho a menudo el resultado de que si ¥ F ¢ entonces X = ¢
se conoce con el nombre de Teorema de correccion del cdlculo mientras que se reserva el
nombre de Teorema de completud para la otra direccion. Un cdlculo correcto es un calculo
para el que se cumple el Teorema de correccién. El calculo en cuestion es también completo
si ademds cumple el Teorema de completud. Obtener calculos correctos es facil y verificar
la correcciéon de un célculo suele ser cuestién sencilla. La completud es una cuestiéon mas
complicada. Los primeros calculos para la logica de primer orden fueron formulados prime-
ro por Frege y luego, mas en la forma de cédlculo axiomatico, por Hilbert. El Teorema de
completud para un célculo lo demostrd por primera vez Godel.

Gentzen introdujo otro tipo de calculos con la pretensién de que fueran més préoximos
a los procesos de razonamiento que habitualmente realizamos. Un calculo de esas carac-
teristicas se denomina cdlculo de deduccion natural. Presentamos ahora con cierto detalle
una versién de estas ideas de Gentzen. Lo hacemos para el sistema completo de conectores
y cuantificadores.

Un secuente es un par ordenado (X, ¢) formado por un conjunto finito ¥ de férmulas
y una férmula . En la practica usaremos la notacién X, ¢ para referirnos a secuentes e
incluso si ¥ = {41, ...,1%,} escribiremos simplemente

wlw"awru ®-

La notacién 3, ¢, 1 serd una abreviacién de ¥ U {p}, .

Una deduccion es una secuencia finita de secuentes construida de acuerdo con las reglas
de inferencia. Los secuentes que integran una deduccién también se denominan sus lineas.
Distinguimos tres tipos de reglas de inferencia. Las del primer tipo son de la forma

X

e indican que el secuente X, ¢ puede escribirse para prolongar cualquier deduccién e incluso
para comenzar una deduccién. Las del segundo tipo son de la forma

X1, 1
Yo, 2
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e indican que el secuente Yo, o puede escribirse para prolongar cualquier deducciéon que
contenga en alguna de sus lineas el secuente X1, 1. Las del tercer y ultimo tipo son de la
forma

X1, 01

Y2, p2

Y3, 3

e indican que el secuente X3, 3 puede escribirse para prolongar cualquier deduccién que
contenga entre sus lineas los secuentes 1, 1 v Yo, 2. Eventualmente podemos considerar
también reglas de inferencia que se aplican a tres o mas secuentes.

Describimos a continuacién las distintas reglas de inferencia del calculo.

Regla de premisas (P)

) (si peX)
Regla de ampliacién (A)
%
P (s ¥ CT)
L,p

Regla de eliminacién de la negacién (E—)

X, p
X,
X,

Regla de introduccién de la negacién (I-)

X0, ¢
Za ®, _‘Z/J
X, —p

Regla del tercio excluso (TND)

(Vo)
Regla de eliminacién de la conjuncién por la izquierda (EAI)

3, (p ANY)
DI

Regla de eliminacién de la conjuncién por la derecha (EAD)

2, (p A1)
X,

Regla de introduccién de la conjuncién (IA)

9
¥, (o ANY)



Regla de

Regla de

Regla de

Regla de

Regla de

Regla de

Regla de

Regla de

Regla de

Regla de

introduccién de la disyuncién por la izquierda (IVI)
X, ¢
Z, (p V)

introduccién de la disyuncién por la derecha (IvVD)

X,
2, (e V)

eliminacién de la disyuncién (EV)

X0, X
Y1, x
%, (V)
XX

introduccién del condicional (I—)

X0, ¥
%, (¢ — 1)

eliminacién del condicional o de Modus Ponens (MP)

DI
%, (90_)#})
DINU)

eliminacién del bicondicional por la derecha (E~D)

introduccién del cuantificador universal (IV)

X, 0
X, Vo

(si z no estd libre en ninguna férmula de X)

eliminacién del cuantificador universal (EV)

3, Vo
2, o(f)

(si z es libremente sustituible por ¢ en )
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Regla de introduccién del cuantificador existencial (I3)

%, o(F)
3, Jxp

(si x es libremente sustituible por ¢ en )

Regla de eliminacién del cuantificador existencial (EJ)

DI
Y, dxy  (si x no estd libre ni en % ni en ninguna férmula de X)

DI

Regla de identidad (I)

Regla de sustitucién (S)

2, 0(1,)
Y, t1 =t2 (six es libremente sustituible por ¢; y por t5 en ¢)

2, o)

Las reglas enunciadas hasta el momento se llaman reglas primitivas de inferencia y
son las que definen el calculo. Hay otras reglas, llamadas reglas derivadas de inferencia
que no son estrictamente necesarias en el calculo pero que contribuyen a hacer mas cortas
las deducciones. Cada aplicacién de una regla derivada de inferencia pueden siempre ser
sustituida por una serie de aplicaciones de las reglas primitivas. En cada caso eso debe ser
justificado. Para justificar que, por ejemplo, una regla de inferencia de la forma

X0
I
A, x

es una regla derivada es suficiente con mostrar que una deduccién en la que aparezcan las
lineas X, ¢ y I', ¥ puede prolongarse hasta convertirse en una deduccién cuya ultima linea
es A, x. En el caso particular de una regla de inferencia de la forma

X,

Y
X, X

es suficiente con mostrar que hay una deduccién cuya tultima linea es {p, 1}, x. La razén
es la siguiente. Podemos escribir la deduccién que acaba en {p,1}, x a continuacién de
la deduccién en que aparecen X, ¢ y X, ¢ y todavia podemos anadir a continuacién unas
pocas lineas hasta obtener X, x. Para explicar cudles son las lineas anadidas evitando
complicar la notacién ponemos las tres lineas mencionadas al principio. Entonces lo que se
anade es

1 X %)

2 % ¥

3 v X

4 X, 0% x (A)3

5 %, ¢ (¥ —x) (I —)4
6 ¥ (= (W —x) I—=)5
7% (1 — x) (MP)1,6
8 % X (MP)2,7



De modo similar, para justificar una regla de inferencia de la forma

DN
IRV

basta mostrar que hay una deducciéon que acaba con la linea ¢, 1. Las reglas de inferencia
derivadas ya justificadas pueden usarse para justificar otras. Damos a continuacién una lista
de reglas derivadas de inferencia de este calculo y sus correspondientes justificaciones.

Regla de introduccién de la doble negacién (I-—)

X, p
=,

Justificacién:
L o,-p ¢ (P)
2 o, —p (P)
3 %2 2 (Iﬁ)l,Q

Regla de eliminacién de la doble negacién (E——)

%, o
X, ¢
Justificacién:
1 == (pV-p) (TND)
2 e (P)
3 e (P)
5 —mp,mp (£-)3,4
6 - © (EV)1,2,5
Regla de prueba indirecta (PI)
E,_\QO, 4
X, o
Justificacién:
1L X, - ¢
2 X0 @ (P)
3 X (¢V-p) (TND)
4 X %) (EV)1,2,3
Regla de Modus Tollens (MT)
X,
E (=)
X,



Justificacién:

—

o~~~

— N

Regla de negacién del condicional 1 (N—1)

(e — )
Z’ (QD A _‘w)

Justificacién:

N O —
—~ M o L
~—T T T 1 72
RARSRARARA SR~
=7 =7 3
T T r
ﬁ@, ﬁ@. <
ST =27 SS9 =>x2T17 172
%9 9
A o
SS9 gos o
rr rrrr = > >

N = m  — —~ —~ —~
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Regla de negacién del condicional 2 (N—2)

Justificacién:

— N N S

NN N N

— — — — —

NN N N N

D

Regla del silogismo disyuntivo 1 (SD1)

Justificacién:
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Regla de De Morgan 3 (DM 3)

27_‘(@ \ ’l/))
Ev (ﬂ@ A ﬂ'L/))
Justificacién:
L =(pVY), m(mp A=), ¢ (P)
2 (pV), 2(mp A=), 0 (pV) (IAI)1
3 (eVy), a(me A=), 0 a(pVY)  (P)
4 ﬁ(%’\/lﬁ)a ﬂ(ﬂ%@/\ﬂlﬂ) ' (I_‘)2’3
5 —(pV), ~(mpA—), ¢ ¥ (P)
6 —(pV), 2(mpA-), ¢ (pV) (I AD)5
T (V) (e A=), S(pV)  (P)
8 —(pV), ~(=p A1) -9 (1-)6,7
9 —(pV), ~(=p A1) (e A=) (IN)4,8
10 —(p V) (A=) (PI)9
Regla de De Morgan 4 (DM 4)
Za (_‘QO A —n/))
%, ﬁ(‘P \ Tﬂ)
Justificacién:
L (e A=), (VYY) (pVih) (P)
2 (mp A=), (V) (mp A=) (P)
3 (A=), (V) - (EAT)2
4 (e A-), (pVep) @ (SD1)1,3
5 (mp A=), (pVY) — (EAD)1
6 (mp ) —(pVy)  (I-D)4,5

Regla de negacién del cuantificador existencial 1 (N3 1)

>, ~Jdze
3, Ve

Justificacién:

T W N —
il
L
8
A
AS)
J
L
8
AS)

Regla de negacién del cuantificador existencial 2 (N3 2)

Y, Vo
Y, ~Jdze
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Justificacién:

N O U W N =

Yr—p

Yz, Iz, ¢ ¢ (
V-, Jxp, ¢ Yr—e
Yz, Iz, 0 e (
Ve, dxp, ¢ —Jze  (
V-, dzp (
V=, dzp (

(

Jzp
—Jzp
—Jxp

Regla de negacién del cuantificador universal 1 (NV 1)

Justificacién:

Ve,
Ve,
vz,
vz,
Ve,
Ve,
Ve,
Ve

0O Ui Wi

z,
x,

—Jdz—gp
—Jdz—gp
—Jx—gp
=3
-3
—Jz—p
—Jdz—gp

—Vzp

Tz
—Jdx—p (P)
Ve——p (N3]
o (EY)2
@ (E——)3
Vo (IV)4
—Vaxp  (P)
Jz-p  (E-)5,6
dx—e  (PI)7

Regla de negacién del cuantificador universal 2 (NV 2)

Justificacién:

P

ST W N =

x,
x,

—p, Ve
=, Vo
—p, Ve

Jx—
Jz—e

Regla de cambio de variable 1 (CV 1)

>, Vap

¥, Vyp(2)

Justificacién:

(si

Jr—e

=Vzp

Y NO aparece en )



De hecho la regla CV1 también es correcta cuando simplemente se exige que y no
esté libre en ¢ y que x sea libremente sustituible por y en ¢ y la misma justificacién dada
se aplica a esta forma ligeramente m&s general. Observemos que si y no aparece en ¢,
entonces x no estd libre en ¢(j) (excepto en el caso z = y, caso que podemos ignorar) y
ademds y es libremente sustituible por = en ¢(3) y ¢(3)(5) = ». Por tanto la regla CV1 en
su forma més general nos permitiria ver como caso particular la forma

¥, Vyo(3)
>, Yoy

(si y no aparece en ¢)

Llamaremos también CV1 a esta variante de la regla de inferencia.

Regla de cambio de variable 2 (CV 2)

¥, 3
LSDI (si y no aparece en )
¥, Jye(%)
Justificacién:
1 Fzxe Jz (P)
2 3w, o(y) Fye(y) (I
3 dzp Fye(y) (EI)1,2

Por los mismos comentarios expuestos tras enunciar CV 1, podemos también usar CV
2 en la forma

2, o))

SRER (si y no aparece en )

Regla de eliminacién del cuantificador existencial 2 (E3 2)

Zo(y), ¥
¥, dxze  (siy no aparece ni en ¥ ni en ¢ ni en ninguna férmula de )
X, 1
Justificacion:
13 0() ¢
2 X Jxp
3 X Jyp(y) (CV2)2
4 %, P (E3)1,3

Regla de eliminacién del cuantificador existencial 3 (E3 3)

Zp(e), ¥
Y, dxze  (sicno aparece ni en ¥ ni en ¢ ni en ninguna férmula de )

X,

Justificacién:
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Considérese una deduccién D en la que aparece las lineas &, Jzp y X, (%), 1. Tédmese
una variable y que no aparece en ninguna férmula de la deduccién D y sea D’ el resultado
de sustituir cada aparicién de ¢ en D por y. Se puede mostrar que D’ es también una de-
duccidén y que el resultado de escribir las lineas de D’ a continuacién de las de D es también
una deduccion. Ahora entre esas lineas tenemos X, go(;j), 1 y podemos usar la regla E3 2
para obtener finalmente la linea 3, 1.

Regla de simetria (Sim)
St =ty
Za t2 = t1

Justificacién:

Escojamos una variable = que no aparece en t; y observemos que (z =t1)(f,) =t1 =t
y que (z = t1)(§,) = t2 = t;. Por tanto la siguiente secuencia de lineas justifica la regla
derivada:

1 =ty ty=t; (I)
2ty =ty ti =ty (P)
3 ti=ty ty=t; (9)1,2

Regla de transitividad (Trans)

St =ty
S, by = s
Xt =13

Justificacién:

Escojamos una variable = que no aparece en ¢, y observemos que (t1 = z)(§,) = t1 = t2
y que (t; = x)(f,) = t1 = t3. Por tanto la siguiente secuencia de lineas justifica la regla
derivada:

1 bty =to, to=ts t; =ty (P)
2l =t o=ty ty=t3 (P)
3ty =lo, ta=ts ty=t3 (5)1,2

Se dice que una férmula ¢ es deducible a partir de 2 (en este cdlculo) y se escribe ¥ F ¢
(olvidéndonos momenténeamente del uso de este simbolo en el célculo axiomadtico, si existe
una deduccién en este cdlculo cuya tltima linea es de la forma I", ¢ siendo I' un subconjunto
finito de X. Se trata de un calculo correcto y completo, es decir, se verifica

YEpsiysolosi X F .

La prueba no es inmediata y aqui la omitimos. Si se elimina la regla del tercio excluso
(TND) se obtiene un cdlculo intuicionista, que es completo para la ldgica intuicionista. En
ese calculo intuicionista no se puede demostrar, por ejemplo, la equivalencia entre =y y ¢,
ni se pueden interdefinir los conectores V y A con ayuda de la negacién ni tampoco pueden
interdefinirse los cuantificadores con ayuda de la negacién.

Como en una deduccién no aparece mas que un numero finito de férmulas, la deducibi-
lidad tiene un cardcter finitario, es decir, siempre que X b ¢ existe un subconjunto finito A
de X tal que A F . Por tanto, una consecuencia de la completud del cdlculo es el siguiente
resultado, que proporciona informacién muy importante sobre la relacién de consecuencia.
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Proposicién 4.1 Si ¥ = ¢, entonces existe un subconjunto finito A de ¥ tal que A = .

Usando esto es facil demostrar el dltimo de los resultados que aqui exponemos, que es
al mismo tiempo el inicio de la Teoria de Modelos.

Teorema 4.2 (Teorema de compacidad) Un conjunto de formulas es satisfacible si to-
dos sus subconjuntos finitos son satisfacibles.

Prueba. Sea ¥ un conjunto de férmulas. Obviamente, si ¥ es satisfacible, también lo son
todos sus subconjuntos, sean finitos o infinitos. Supongamos ahora que X no es satisfacible.
Entonces hay una férmula ¢ tal que ¥ = (¢ A —¢). Entonces ¥ F (¢ A =p) y por la
proposicién previa hay un subconjunto finito A de ¥ tal que A F (¢ A —¢). En ese caso
A E (p A —p), de manera que A es un subconjunto finito de ¥ que es insatisfacible.
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