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T es una teoria completa con modelos infinitos y € es su modelo monstruo. L es su
lenguaje. Suponemos adicionalmente (excepto en la seccién del rango local R,) que T es
estable. Si no se dice lo contrario A, B, C' son subconjuntos de € y a, b, ¢ son secuencias de
elementos de €. Usamos A como notacién alternativa para acl®d(A). Todo tipo p(z) € S(€)
es definible. Si ¢ = ¢(x,y) € L y p es definible sobre A, usamos a veces la notacién
dpxp(z,y) para referirnos a una férmula 9 (y) € L(A) que define {a : ¢(z,a) € p}. Otra
notacién que utilizamos a veces es ¢! (y, x) para referirnos a o(x,y) pero intercambiando
los papeles de las variables z, y.

1. Bases canonicas

Definicién 1.1 Se dice que un subconjunto B de €4 es una base candnica del tipo global
p € S(€°9) si para cada automorfismo f € Aut(€), pf =p si y sdlo si f es la identidad en
B.

Observaciones 1.2 1. Si B y B’ son bases candnicas de p, entonces dcl®d(B) = dcl®d(B’).

2. Todo tipo global tiene una base candnica.

Prueba: El punto 1. es claro. Para 2., escojamos para cada ¢(z,y) € L una férmula
P (y) que define a p(x) [ ¢(z,y) y sea ¢, € €9 el pardmetro candnico de 9 (y). Entonces
(¢cy, : ¢ € L) es una base candnica de p. O

Definicién 1.3 Sea p(x) € S(A) un tipo estacionario. Decimos que B es una base candnica
de p si es una base candnica de la extension global no bifurcante de p. Usamos la notacion
Cb(a/A) para referirnos a dcl®d(B) donde B es una base candnica arbitraria de stp(a/A),
el tipo fuerte de la tupla a sobre A.

Observacién 1.4 B es una base candnica del tipo estacionario p € S(A) si y sélo si para
cada automorfismo f € Aut(€), p es paralelo a p¥ si y solo si f | B es la identidad.

Observaciones 1.5 1. Cb(a/A) C A.

*Notas que exponen los resultados discutidos con Rafel Farré en la primavera, el verano y el inicio del
otonio de 2005 en el Seminario de Teoria de Modelos. A Rafel se deben muchas observaciones que mejoran
las demostraciones. Més esporddicamente han intervenido también Juan Francisco Pons y Rodrigo Peldez.
No se exponen nuevos teoremas sino reelaboracién de cosas sabidas.



2. 8i(a; : i <w) es una secuencia de Morley de stp(a/A), entonces Cb(a/A) C dcl®(a; :
i <w).
Prueba: 1. Siun automorfismo f es la identidad en A, entonces fija stp(a/A) y por tanto

también su extensién global no bifurcante. 2. Sea f € Aut(€/(a; : i < w)) y sea p la
extension global no bifurcante de stp(a/A). Entonces p es el tipo promedio

Av(a; i <w) = {p(z) € L(€) : = ¢(a;) para casi todo i < w}

de la secuencia (a; : i < w), con lo cual f fija p. O

Proposicién 1.6 Sea p(z) un tipo global y sea B una base candnica suya. Entonces p no
bifurca sobre A si y sélo si B C A. Ademds las siguientes condiciones son equivalentes:

1. p es definible sobre A.
2. B Cdcl®(A).
8. p no bifurca sobre A yp [ A es estacionario.

Prueba: Sip no bifurca sobre A entonces tiene la misma base candnica que su restriccion
a A y ésta esta contenida en A. Por otro lado es claro que p es definible sobre B pues para
cada ¢(x,y) € L, {a : p(x,a) € p} es definible con pardmetros y B-invariante. Y si p es
definible sobre A, entonces su érbita en Aut(€/A) tiene a p como tnico elemento de manera
que p no bifurca sobre A (por tener érbita acotada) y su restriccién a A es estacionaria
(pues las extensiones globales no bifurcantes estdn en la misma 6rbita). Y viceversa, si p no
bifurca sobre A y su restriccién a A es estacionaria, la érbita de p en Aut(€/A) tiene a p
como unico elemento de manera que (por definicién de base canénica) B C dcl®d(A). O

Proposicién 1.7 Sea B C A. Entonces son equivalentes:

1. a \LB A
2. Cb(a/A) C B
3. Cb(a/A) = Cb(a/B).

Prueba: La equivalencia entre 1. y 2. se sigue de la proposicién previa. Respecto a 3.
obsérvese que si a | , A entonces stp(a/A) y stp(a/B) tienen la misma extensién global no
bifurcante y por ello Cb(a/A) = Cb(a/B). Por otro lado, si las bases candnicas coinciden
entonces Ch(a/A) = Ch(a/B) C B. O

Proposicién 1.8 Si T' es superestable, para cada a y A hay un conjunto finito Ag C A
tal que Cb(a/A) C Ag. Si T es totalmente trascendente puede obtenerse adicionalmente
Cb(a/A) C dcl®¥(Ay).

Lema 1.9 Sia € dcl®d(b), entonces Cb(a/A) C Cb(b/A).

Prueba: Sea f un automorfismo que fija todos los puntos de Cb(b/A). Mostraremos que
stp(a/A) y stp(f(a)/f(A)) son paralelos, de lo cual se sigue inmediatamente que f fija todos
los puntos de Cb(a/A). Como stp(b/A) y stp(f(b)/f(A)) son paralelos, hay ¢ | , f(A) tal
que ¢ \Lf(A) A e=xbyc=pqg f(b). Sea h una funcién definible sin pardmetros y tal que
h(b) = a. Entonces h(c) | , f(A), h(c) J/f(A) A, h(c) =5 a'y h(c) =4z [f(a), de modo
que, en efecto, stp(a/A) y stp(f(a)/f(A)) son paralelos. O



2. El rango local R,

Dejamos en suspenso la hipdtesis de la estabilidad de T en toda esta seccién.

Definicién 2.1 Sea ¢ = ¢(z,y) € L. Un p-tipo sobre A es un conjunto p(x) consistente
formado por férmulas de la forma @(x,a) con a € A y negaciones de éstas. Es completo si
para cada a € A, p(x,a) € p o bien —p(x,a) € p. Obsérvese que cada p-tipo completo de-
termina un tipo completo en el conterto mds amplio de las formulas que son combinaciones
booleanas de p-formulas. El conjunto S,(A) formado por los ¢-tipos completos sobre A es un
espacio topoldgico compacto, Hausdorff y cero-dimensional con la base de abierto-cerrados
dada por los conjuntos

[] ={p € Sx(A) : pk 9}

para cada combinacion booleana i de p-formulas sobre A. La restriccion

p(x) — p(x) | ¢ ={Y € p: 1 es una p-formula sobre A}

es una aplicacidn continua exhaustiva del espacio S, (A) (sin es la longitud de la tupla x)
en el espacio S,(A). Por tanto es una aplicacion cerrada.

Definicién 2.2 Sea 7(z) un tipo parcial sobre un conjunto A. El conjunto {p(z) € S, (€) :
p(z) Fm(z)} es un cerrado en S, (€) y tiene por tanto una imagen cerrada en S,(€) en la
restriccion p — p [ p. Esta imagen es el conjunto cerrado

Xro={p€S,(C) :p es consistente con m}.

Este espacio puede caracterizarse también como {p € S,(€) : p = 7'} siendo 7' = 7'(x) el
p-tipo formado por todas las disyunciones de @-férmulas (con pardmetros en €) que son
consecuencia de w. Una complicacion de esta caracterizacion es que 7 es un tipo parcial
sobre una clase propia de pardmetros. El p-rango de m, R,(m), es el rango de Cantor-
Bendizson del subespacio X, , de S,(€), es decir el rango de X, , calculado en X , y no
calculado en S,(€). La p-multiplicidad de 7, Mlt, (), es el grado de Cantor-Bendizson
de este subespacio.

Observacién 2.3 Sea X un espacio topoldgico booleano (Hausdorff, compacto y cero di-
mensional) y sea Y un cerrado en X. El rango de Cantor-Bendizson de' Y puede definirse
de dos modos distintos: como CBRx(Y), el rango del cerrado Y en el espacio X, y como
CBRyY, el rango del subespacio Y en'Y . En el primer caso es el mdzimo rango (calculado
en X ) de los elementos de Y. Un conjunto finito de puntos puede tener rango muy alto
en este primer sentido pero tendrd rango cero en el sequndo sentido. Aqui se ha usado la
sequnda versidn para definir el rango local Ry(m). En general, CBRy(Y) < CBRx(Y) y
cuando Y es un abierto-cerrado estos dos rangos coinciden. Cuando w estd formado por un
nimero finito de combinaciones booleanas de p-formulas, el cerrado X , es un abierto-
cerrado y el rango R, (m) es también el rango de este cerrado calculado en S,(€), es decir,
el mdzimo de los rangos (en S,(€)) de los tipos p tales que p = w. Veremos luego que esto
se generaliza a p-tipos parciales infinitos 7.

Lema 2.4 Si m(x) - ma(x), entonces Ry(m) < Ry(me) y en caso Ry(m) = Ry(ma),
entonces Mlt,(mi) < Mlt,(m2).

Prueba: 1. Sea X; = {p € S,(€) : p es consistente con 71} y sea Xo = {p € S,(€) :
p es consistente con mo}. Un punto de rango « en el espacio X; tiene rango > « en el
espacio Xs. a



Proposicién 2.5 1. R,(m), puede caracterizarse con las siguientes reglas:

a) R,(m) >0 si y solo si m es consistente.

b) Ry(m) > a+1 sty sélo si para cada n < w existe una secuencia (V;(x) 1 i < n)
de conjunciones ¥; de p-formulas tales que R,(m U {1;}) > o y siempre que
i< <n, = -3ui(z) A ()

c) R,(m) > a siy sélo si Ry(m) > 3 para cada f < « si o es limite.

2. 581 Ry(m) = a < 00 entonces Mlt,(m) es el mayor nimero natural n para el que hay
una secuencia (Y;(x) : i < n) de conjunciones v; de @-férmulas tales que R, (m U
{i}) = a y siempre que i < j <n, | ~3x(i(z) AY;(x))

Prueba: El rango de Cantor-Bendixson de un espacio es > 0 si y sélo si el espacio es
no vacio y es mayor o igual que un ordinal limite « si y sélo si es mayor que 3 para
cada f < a. Respecto a b), supongamos que Ry,(m) > a+ 1y sea n < w. En el espacio
Xro = {p € S,(€) : p es consistente con w} hay infinitos puntos de rango > «a. Sean
P1,...,P, unos cuantos de estos. Es claro que podemos encontrar conjunciones 1, ..., ¥,
de p-férmulas tales que p; - ; y para i # j, = =3 (i(z) Aj(z)). Sea X; = {p € Xy :
p 1 }. Es un subespacio de X ,, determinado por un abierto-cerrado, de modo que (véase
observacién 2.3) su rango como cerrado en X, , coincide con su rango como subespacio.
Como p; € X; este rango es > a. Por tanto, R,(m U {¢;}) > a. A la inversa, queremos
ahora ver que R,(m) > a+1, es decir que el espacio X ., contiene infinitos puntos de rango
> a. Sean < w y veamos que tiene a menos n puntos con ese rango. Por hipétesis tenemos
férmulas 1, ...,1, que son conjunciones de @-férmulas, cumplen R, (7 U {¢;}) > o'y
E —3Jx(¢i(x) A j(x)) para i # j. Entonces X; = {p € X, : p I 95} tiene rango de
Cantor-Bendixson > a en X; y por la observacién 2.3, tiene también rango > « en X . Si
escogemos entonces p; € X; con rango > « en X, , garantizamos que X, ,, tiene n puntos
de rango > a. O

Observacion 2.6 La prueba de la propdsicion previa muestra que el enunciado puede modi-
ficarse exigiendo adicionalmente que las formulas (¢;(x) : i < n) no sdlo sean incompatibles,
sino que sean explicitamente contradictorias, es decir, que para i < j < n exista una -
formula que aparezca afirmada en una de las conjunciones ¥;,v; y negada en la otra.

Proposicién 2.7 Para un ordinal o, un cardinal k < w, una férmula ¢ = p(x,y) € L y
un tipo parcial w(z), sea Py r ok €l conjunto de formulas obtenido al agregar a U, ca,, m(2y)
todas las formulas de la forma

@(wn» ysﬁi,j) = _‘(P(xw ysyi,j)

paran,v € “K, s € <%k, 1 < j <K, s7iCnys"jCv. Obsérvese que para o > w, P .ok
es consistente si y sélo si para cada n < w, @, 5. lo es. Las siguientes condiciones son
equivalentes:

1. Ry(m) > «a.
2. ®yoraw €5 consistente.

Prueba: El caso a = 0 es claro ya que ®, 0. = m(xp). Tampoco hay dificultades en
el caso a limite dado que en ese caso la consistencia de @, » . equivale a que para cada
n <w P, . sea consistente y esto a su vez equivale a que para cada 3 < o, @y 8.0
sea consistente. Consideremos ahora el caso o + 1. Supongamos que R,(m) > a + 1. De



nuevo, basta ver que para cada nimero natural n < o, @, x n11,. €s consistente. En otros
términos, podemos suponer que o = n < w. Por motivos similares, basta mostrar que
para cada m < w, @y r ni1m s consistente. Sea, pues, m < w. Como R,(m) > n + 1,
existen g, ...,¥m,—1 conjunciones explicitamente contradictorias de y-férmulas tales que
Ry(m U {t;}) > n. Por hipétesis inductiva, para cada | < m tenemos pardmetros (a!

0
n € "m) y pardmetros (b’ ts € “™m,i < j < m) tales que |= m(al) Ay(al) y

5,2,] :
para i < j < mcon s7i C ny s°j C v se tiene = go(a%,bls’i’j) — —\cp(aly,bls’i’j). La
consistencia de @, r n41,m se va a justificar ahora formando el arbol de pardmetros adecuado
colocando una base de m puntos a estos m arboles y reenumerando todos los puntos.
Ponemos a;~, = af7 Y bisi; = bfm‘,j. Para definir finalmente by ; ; usamos el hecho de que
1; y ; son conjunciones explicitamente contradictorias de ¢-férmulas de modo que hay
una @-férmula ¢(z, by ; ;) que aparece en una de estas conjunciones y su negacién aparece
en la otra. Entonces = ¢(a;~,, bpi ;) <> =@(a;~,, by ;) con independencia de la eleccion de
1y v. La aplicacion x, — ay, y ¥s,i,j — bs,q,; satisface entonces @, r nt1,m. Para establecer
ahora la otra direccién, supongamos que @, o1, €s consistente y sea (a, : 7 € *Tlw)
con (bs; ;s € =%, i < j < a+1) una realizacién suya. Si @ < w ponemos 8= a y si a
es un ordinal infinito, ponemos 3 = o + 1. En cualquier caso, si n € Pw se tiene que i"n €
atly. Sea m < w. Para i < j < m tenemos que = (aimgs bpij) < —(aj~y, by ;) con
independencia de la eleccién de 7. Pongamos ¢;(x) = A\, j; ¢' (2, bp i ;) donde @' = ¢ si
E @(a~,b0,0,5) ¥ 9 =~ si = 2@(ai~y,, by ;). Se trata de una conjuncién de ¢-férmulas
que es satisfecha por a,~, para cualquier n € Bw. Ademss las férmulas (¢; : i < m) son
explicitamente contradictorias. Falta finalmente garantizar que R, (m U {¢;}) > a y por
la hipétesis inductiva ello puede hacerse mostrando que ®ryfy;1,p,q,w €8 consistente. Ello
puede hacerse observando que la aplicacién x; +— a;~, junto con y,;; — b~ ; satisface
ese conjunto de férmulas. a

Corolario 2.8 Si R,(m) > w, entonces Ry,(m) = oc.

Prueba: Si ¢, , ... es consistente, entonces para cada n < w, ® , . €s consistente
;oW ’ ’ P51,
por ello para cada ordinal a, ®; , . €s consistente. ]

Corolario 2.9 Para cada 7 y ¢ existe una conjuncion ¢ de formulas de 7 tal que Ry (7) =

Ro(¥).

Prueba: ®, . . es inconsistente siy sélo si existe una conjuncién @ de férmulas de 7 tal
que Py, 0.0 es inconsistente. a

Corolario 2.10 1. R,(mU{(¢V x)}) = méx{R,(m U{¢¥}), R,(m U {x})}.

2. Sim(x) es un tipo parcial sobre A, entonces existe una extension p(x) € S(A) de w
tal que Ry(m) = Ry (p).

Prueba: 1. Es claro que R (7 U {(¢) V x)}) es mayor o igual que los otros dos rangos.
Para mostrar la otra desigualdad mostramos por induccién en o que si R, (mU{(¥V x)}) >
a entonces max{R,(m U {¢}), Ro(m U {x})} > a. Para a = 0 y « limite ello es claro.
Consideremos el caso o + 1. Sea m < w. Hay entonces (¢; : ¢ < 2m) conjunciones de ¢-
férmulas tales que Ry, (mU{(¢¥V x),¥i}) > ay = —Fx (¢ (x) Aj(z)) para i < j < 2m. Por
hipétesis inductiva, para cada i < 2m: o bien R, (mU{%,1;}) > oo bien R, (7U{x, 1;}) > a.
Reenumerando las 1; si es necesario, o bien R,(m U {1, ;}) > « para cada ¢ < m o bien
R,(mU{x,%:}) > «a para cada i < m. Como esto ocurre para cada m < w, para una de
las dos férmulas 1, x existe un conjunto infinito I C w para el que para cada m € I existen



las correspondientes férmulas (¢; : i < m). Para fijar notacién digamos que es 1. Entonces
R,(mU{¢}) > a+ 1y el maximo es también > o + 1.

2. Sea R,(m) > . El punto anterior garantiza la consistencia del conjunto de férmulas

TU{=:Y(x) € L(A) y Ry(m U{y}) < a}

Cualquier p(z) € S(A) que extienda este conjunto de férmulas cumple R, (p) > «. En efecto,
si R,(p) < o entonces existe 1) € p con R,(¥) < a, pero en ese caso R,(m U {¢}) < ay
tenemos al tiempo que ) € p. a

Corolario 2.11 Si w(x) es un @-tipo parcial, entonces R,(m) es el rango de Cantor-
Bendizson del cerrado Xy , = {p € S,(€) : pF 7} en el espacio S,(€).

Prueba: Fijemos 1, conjuncién de férmulas de 7 tal que R, (7m) = R, (¢). Por otro lado
existe un abierto-cerrado en S,(€) que extiende a X , y tiene el mismo rango de Cantor-
Bendixson « en S, (). Este abierto-cerrado es de la forma {p € S,(€) : p - x} para una
combinacién booleana x de ¢-férmulas. Como 7 F x, si consideramos ¥ A x vemos que
R,(¥ A x) = Ry(m) y el rango de Cantor-Bendixson del espacio {p € S,,(€) : pF (¥ A x)}
es todavia a. Pero ya hemos indicado antes que para abierto-cerrados de S,(€) las dos
nociones de rango de cantor-Bendixson coinciden. Por tanto R, (7) = «. g

Problema 2.1 ;Puede generalizarse el corolario previo a cualquier tipo parcial w(x)? La
dificultad estd en que 7' = 7' (z), el p-tipo formado por todas las disyunciones de @-férmulas
(con pardmetros en €) que son consecuencia de w, tiene una clase propia de pardmetros y
en principio no se le pueden aplicar los resultados previos. Ziegler en [7] define Ry, (w) como
el rango de Cantor-Bendizson del cerrado X, , = {p € S,(&) : p es consistente con w} en
el espacio S, (€). Pillay en [4] lo define como el rango de Cantor-Bendizson del subespacio
Xr.p (calculado en Xr ). La definicion de Pillay coincide (por la Proposicion 2.5) con las
de Poizat en [5] y de Shelah en [6]. La cuestion es si las definiciones de Pillay y Ziegler
coinciden con toda generalidad.

Observacién 2.12 La finitud del rango local R, caracteriza la estabilidad de ¢. Las sigu-
ientes condiciones son equivalentes:

1. o(x,y) es estable.

2. R,(m) < w para cada tipo parcial 7.

Prueba: La estabilidad de ¢ equivale a que para cada conjunto infinito A, [S,(A)] < |A]
y también equivale a la inconsistencia del conjunto de férmulas

FLP = {8077(1) (Inayn[i) i c W2’ i < (.U}

donde ¢ = ¢ y ¢* = —¢. Si R,(z = z) = w entonces el conjunto ®,—, , .. de la
Proposicion 2.7 es consistente, lo cual proporciona 2 p-tipos completos distintos sobre
un conjunto numerable de pardmetros. Por otro lado, la consistencia de I', implica que
para cada n,m < w, ®y—y o n,m €s consistente. En efecto, es facil encontrar una inmersién
f: S"m — <“2 respecto a la relacién de extensién entre secuencias. Para cada n € "m
sea ademds 1* € “2 una extensién de f(n). Sea (a, : 7 € “2) junto con (bs : s € <¥2)
una realizaciéon de I',. Entonces |= ¢(ay,bs) si y sélo si s C 7. Para n € ™m pongamos
ay = ay= y para s € <"m y i < j < m pongamos ZN)S’W- = by(s~i)- Si 871 C npero s7j Cv

con ¢ # j, tenemos que f(s7i) C n* pero f(s7i) € v*, de manera que = @(ay, bs ;) pero
= —@(ay, bsi5) y por tanto |= (ay, bsij) < ~(aw, bsij) O



Lema 2.13 Sea (x,y) estable y sean p(x) y q(y) tipos globales. Entonces dyxp(x,y) € q
si y sdlo si dqyp(x,y) € p.

Prueba: Sea A un conjunto que contiene los pardmetros de las férmulas dpxo(z,y) y
dqyp(x,y) que definen p [ ¢ y q [ ¢ y sean (ap, : n € w) y (b, : n € w) sucesiones
construidas de modo que a, = p [ A{b; : i < n} y b, E q ] A{a; : i < n}. Si fuera
dpzp(z,y) € qy dyye(z,y) € p, tendriamos que = @(am, by) si y sélo si m > n, con lo cual
o(z,y) tendria la propiedad del orden. a

Proposicién 2.14 Sea p-estable. Sea A=A y p(z) € S(A).

1. Eziste un dnico tipo p € S,(C) que es consistente con p y definible sobre A. Ademds
Mit,(p) =1 yp es el unico punto en el subespacio {p € S,(C) : p es consistente con p}
que tiene rango de Cantor-Bendizson R, (p).

2. Si A = M es un modelo, existe un tunico tipo p € S,(C) que extiende a p | ¢ y es
definible sobre A. Ademds Mlt,(p | ¢) = 1 y p es el dnico punto en el subespacio
{p €S,(C):p | ¢ Cp} que tiene rango de Cantor-Bendizson Ry,(p [ ¢).

Prueba: 1. Sean = R,(p) y sea X, , = {p € S,(€) : p es consistente con p}. Sabemos
que hay un ntmero finito de tipos p € X, , con rango de Cantor-Bendixson n. Su nimero
es precisamente Mlt,(p). Cada tal p tiene un nimero finito de A-conjugados y por tan-
to es definible sobre A = A. Veamos ahora la unicidad de tal extensién definible. Sean
p1(z),p2(z) € S(C€) y supongamos que tanto p; [ ¢ como ps | ¢ son definibles sobre A y
son consistentes con p. Sea a una tupla de la longitud de y. Aplicando lo ya demostrado a
0 Yy, r) = p(x,y) sabemos que existe una extensién q(y) € S(€) del tipo de a sobre A
con q | ¢! definible sobre A. Utilizando el Lema 2.13 tenemos entonces que

o(x,a) € p; F dp,vo(z,a) & qF dy,2p(2,y) < pi = deye(r,y) < pk dyye(e,y).

Por tanto, p1 [ ¢ = p2 | .

2. La existencia de p se puede justificar del mismo modo, aunque en este caso hay otros
argumentos también. Para la unicidad, sean p;(z),pa(z) € S,(€) extensiones de p | ¢
definibles sobre M. Sus definiciones 11 (y) v ¥2(y) son férmulas con pardmetros en M y
definen el mismo conjunto de M. Por tanto la sentencia Vy(¢1 (y) < ¥2(y)) vale en M y en
consecuencia vale también en €. Definen en € la misma clase, esto es pi(x) = pa(x). O

Lema 2.15 Sea ¢ = ¢(x,y) estable y sea p(x) € S,(M) . Entonces p es definible mediante
una combinacidn booleana positiva de férmulas de la forma p(a,y) con a € M.

Prueba: Sean Xi,..., X, una familia de subconjuntos de un conjunto A. Considérese la
relacién R(a,b) que se da entre elementos a,b de A cuando Vi(1 < i < n)(a € X; — b €
X;). Es f4cil ver que un subconjunto X C A es una combinacién booleana positiva de los
conjuntos Xj,..., X, siysoélosibe X siempre que a € X y R(a,b). Usamos este resultado
en lo que sigue. Supongamos que p no es definible mediante una combinaciéon booleana
positiva de férmulas de la forma indicada. Definimos inductivamente tuplas a;, b;, ¢; (i € w)
de elementos de M. Supongamos que a;, b;, c; ya han sido definidos para j < . Por hipétesis
{a € A:p(x,a) € p} no es una combinacién booleana positiva de los conjuntos X; = {a €
A = ¢(cj,a)} con j < i. Por tanto hay a;,b; € A tales que ¢(z,a;) € p, ~p(z,b;) € p
y para cada j < i, si = ¢(c;,a;), entonces = ¢(c;,b;). Sea entonces ¢; una realizacién
del tipo finito p | {a;,b; : j < i} (que existe porque M es un modelo). La secuencia de
tuplas obtenida de este modo tiene la propiedad de que = ¢(c;,a;) A —¢(cj,b;) para i < j



pero |= ¢(cj,a;) — ¢(c;,b;) para j < i. Por el Teorema de Ramsey, podemos suponer que
siempre = —¢(cj, a;) para j < i o siempre = ¢(c;, b;) para j < i. En el primer caso tenemos
que ¢ < j siy sélo si = ¢(cj,a;). En el segundo caso ¢ < j siy sélo si = —¢(c;,b;). En
cualquier caso ¢(z,y) tiene la propiedad del orden y por tanto es inestable. a

Proposicién 2.16 Sea ¢ estable y sea A=A C M y sea w(x) el tipo parcial sobre A for-
mado por todas las férmulas ¢(z) € tp(a/A) que son equivalentes a combinaciones booleanas
positivas de p-formulas sobre M. Entonces Mlt,(m) = 1 y hay sdlo un @-tipo global que
extiende a 7(x) y es definible sobre A.

Prueba: Consideramos indistintamente a 7(x) como un ¢-tipo parcial sobre M o como un
tipo parcial sobre A segin convenga. Cualquier p € S,(€) de rango de Cantor-Bendixson
R, (m) es definible sobre A. Sean pq,ps € S,(€) dos extensiones de 7 definibles sobre A
mediante correspondientes férmulas 1;(y) € L(A), i = 1,2. Por el Lema 2.15, el tipo
pi(xz) = p; | M es definible mediante una férmula ¢,(y) € L(M) que es una combinacién
booleana positiva de férmulas de la forma o(m,y) con m € M, es decir de ¢~ !(y,z)-
férmulas sobre M. La férmula ¢}(y) es entonces también una definicién de p;. Sea a una
tupla de la longitud de y y escojamos un tipo global q € S(€) que extiende a tp(a/A) y cuya
restriccién a ¢! se define sobre A. El ¢~ !-tipo q | ¢! es entonces también definible sobre
M mediante una combinacién booleana positiva 0(x) de p-férmulas sobre M. Podemos
repetir el argumento de la demostracién de la Proposicién 2.14 con ¥;(y) = dy,zo(z,y) y
0(z) = dqye(z,y) obteniendo:

p(x,a) € pi o Yi(a) Sk vila) & gk Yi(y) & pi - 0(z) © 7k 0(z).

Para justificar el paso mds delicado de la equivalencia, obsérvese que si q I/ ¢}(y) entonces
qF —9(y) conlo cual qF = (y) y E —¢(a). Esto establece que p1 = po. O

Lema 2.17 Sip(xz) € S(A), entonces R,(p) = Ry(p [ A).

Prueba: Como p [ A puede ser considerado como un tipo parcial sobre A, por el Coro-
lario 2.10, existe una extensién ¢ € S(A) de p [ A con R,(p [ A) = R, (q). Existe entonces
un f € Aut(¢/A) con p/ = ¢. Como f induce un homeomorfismo entre los espacios asocia-

dos, Ry(p) = R,(q). O

Corolario 2.18 Suponemos que T es estable. Sea A = A, p(z) € S(A), sea p € S(€) su
extension global no bifurcante, sea p(x,y) € L y sea ¢ € A el pardmetro candnico de la
relacion definida por dyxo(z,y). Entonces Ry(p | ¢) = R,(p) y Mit,(p | ¢) = 1. Ademds
p [ @ es el unico p-tipo global completo que es consistente con p | ¢ y definible sobre ¢. Su
rango de Cantor-Bendizson en el espacio Xpic,, €s Ry (D).

Prueba: Como p | ¢ es definible sobre ¢ (pues lo es sobre ¢) por la Proposicién 2.14
R,(p 1 €) = Ry(p) y Mlt,(p | €) =1y p | ¢ es el tnico elemento de rango R, (p) del
espacio X,z de los puntos de S, (€) que son consistentes con p [ ¢. Por el Lema 2.17,
R,(p1¢) =R,(p|c) Asi pues, R,(p) = Ry(p | ¢).

Supongamos ahora que q € S(€) es una extensién de p [ ¢y que q | ¢ es ¢-definible.
Por la Proposicién 2.14 q | ¢ tiene rango R,(q | €) en el espacio X4z, de los puntos de
S,(€) que son consistentes con q [ €. Pero R,(q [ €) = Ry(p | ©) = R,(p) pues existe
f € Aut(¢/c) tal que q | € = p/ | € ya que son tipos completos sobre ¢ que coinciden
en c. Hay sélo un tipo de rango R,(p) en el espacio Xgjz,, ¥ este tnico tipo tiene que
ser q [ ¢ = pf | . Pero como f fija ¢y p | ¢ es c-definible, pf | ¢ = p | . Por tanto
ale=ple



Finalmente, sea q € S(€) una extensién de p | ¢ para la que q | ¢ tiene también rango de
Cantor-Bendixson R, (p) en X, ,.Entonces q [ ¢ tiene un nimero finito de c-conjugados
y por ello es ¢-definible. Podemos aplicar lo anteriormente establecido para establecer que
qle=1p1¢,locual muestra que Mit,(p [ c) =1. O

3. Teorias monobasadas
Definicién 3.1 T es monobasada si y sdlo si para cada A y a, Cb(a/A) Ca

Observaciones 3.2 1. T es monobasada si y solo si T lo es, es decir, si y sélo si para
cada A C €1 y cada tupla a € €4, Cb(a/A) C a.

2. T es monobasada si y solo si T(C) lo es.

Prueba: 1. Es inmediato que si T°% es monobasada, también lo es T'. Para mostrar lo
contrario supongamos primero que a es una tupla de € pero A C €°4. Escojamos A" C €
tal que A" | ,ay A C dcl*(A’). Entonces Cb(a/A) = Cb(a/AA") = Cb(a/A’) y por
hipétesis sobre T', Cb(a/A’) C @. Ahora supongamos que a es una tupla de €°4. Escogemos
una tupla a’ en € tal que a € dcl®(a’) y o’ | A. Por lo ya establecido, Cb(a'/A) C a
y por independencia, Cb(a’/A) C @. Por el Lema 1.9 se obtiene entonces que también

Cb(a/A) C a.
2. Sea T' monobasada. Como stpy(a/AC) = stpr(cy(a/A),

Cbr(cy(a/A) C dcl*(CCby(a/AC)) C Ca = acleTq(C)(a).

Supongamos ahora que T(C') es monobasada. Queremos ver que Ch(a/A) C a. Para ello
podemos suponer que aA | C. En ese caso

Cb(a/A) = Cb(a/AC) C del* (CChyyc)(a/AC)) C aclyy (a) = Ca.

Como por otro lado Cb(a/A) C Ay A L, €, concluimos que Ch(a/A) C @. O

Proposicién 3.3 T es monobasada si y sélo si para cada A y B: A \I/ZQEB'

Prueba: Sea T monobasada y sea a una tupla de A. Como Cb(a/B) C a C A y ademés
Cb(a/B) C B, tenemos que a J/Zmﬁ B. A la inversa, por la condicién de la derecha tenemos

quea | A,y por tanto Cb(a/A4) C anAca. ]

4. Foérmulas débilmente normales

Definicién 4.1 Una relacidn definible R es débilmente normal si para cada secuencia (R; :
1 < w) de conjugados distintos de R, cada a € R pertenece sélo a un nimero finito de las
relaciones R;. Asi pues, si p(x,y) € L y R = ¢(€,a), esto significa que para cada secuencia
(a; 21 <w) tal que a; = a y o(€,a;) # (€, a;) para i # j, se tiene que {i <w : = (b, a;)}
es finito para cada b. Se dice entonces también que o(x,a) es débilmente normal.

Observacion 4.2 Las férmulas débilmente normales estdn cerradas bajo conjuncion y dis-
YUNCION.



Lema 4.3 Sea p(z,y) € L y sea c el pardmetro candnico de la relacion definida por p(x,a).
Entonces ¢(x,a) es débilmente normal si y sdlo si ¢ € b para cada b = o(x,a).

Prueba: Sea ¢(z,a) débilmente normal, sea = ¢(b,a) y supongamos que (¢; : i < w) es
una secuencia de elementos distintos de la érbita de ¢ en Aut(€/b). Para cada i < w sea
fi € Aut(€/b) tal que f;(c) = ¢;. Entonces ¢; es el pardmetro candénico de la relacién R;
definida por ¢(z, f;(a)) y b € R;. Si R; = R; entonces ¢; = ¢;. Esto contradice entonces la
definicién de débilmente normal.

Ahora supongamos que p(z,a) no es débilmente normal. Por compacidad, para A arbi-
trariamente grande encontramos (a; : ¢ < A) y b con (€, a;) # ¢(<,a;) para i # j, y con
a; =ay E ¢(b,a;) para todo i. Escogemos ¢; con ac = a;¢;. Observemos que ¢; # cj para
i # j. Si X\ es suficiente mente grande, hay un i < A con ¢; € b. Por isomorfismo, hay b’ tal
que = o(b,a) ycgl. O

Lema 4.4 Sea A = A y sea ®(x) un conjunto de férmulas con pardmetros en A y tal que
para cada tipo p(x) € S(A) y cada formula o(x,y) € L existe (x) € ®(x) Np(x) tal que
R,(p) = Ry(¢(x)) y Mity(¢(x)) = 1. Entonces toda férmula 0(z) € L(A) es equivalente a
una combinacion booleana de férmulas de ®.

Prueba: Vemos primero que si p(z),q(x) € S(A) tienen las mismas férmulas de ®(z),
entonces son iguales. Sea ¢(z,y) € L y sea n = R,(p). Comprobaremos que p [ ¢ = q [ .
Sea ¥(x) € ®(x)Np(x) la férmula garantizada para p y ¢ en la hipétesis. Como R, (1)(z)) =
n y también ¢(x) € g, tenemos n > R,(g). Por simetria, n = R,(q). Sip [ ¢ # ¢ [ ¢,
entonces existe una p-formula x(x) tal que x € p pero —x € ¢q. Consideremos entonces las
férmulas ¥ (x) A x(z) y ¢ (x) A=x(z). Como las dos tienen @-rango ny Mlt,(y(z)) =1, se
obtiene una contradiccion.

Ahora queda justificar que toda férmula 0(x) € L(A) es equivalente a una combinacién
booleana de férmulas de ®. Para ello usamos un argumento estandar. Sea (z) el conjunto
de las férmulas o(z) € L(A) que son combinacién booleana de instancias de férmulas de ®
y verifican = 0(x) — o(x). Basta ver que X(x) k- o(x). En caso contrario hay a | X(z) tal
que = —6(a). De la definicién de X se sigue que 6(z) es consistente con el conjunto de las
férmulas o(x) € L(A) que son combinacién booleana de férmulas de ® y son satisfechas por
a, de manera que hay un b que satisface 6(z) y satisface las mismas férmulas de ® que a.
Los tipos tp(a/A) y tp(b/A) son entonces distintos aunque contienen las mismas férmulas
de ®. O

Teorema 4.5 T es monobasada si y solo si en T toda formula es equivalente a una
combinacion booleana de férmulas débilmente normales. De hecho, basta que toda férmula
de T sea equivalente a una combinacion booleana de formulas débilmente normales de T°1.

Prueba: Supongamos primero que toda férmula de T' es equivalente a una combinacién
booleana de férmulas débilmente normales de T°9. Mostraremos que Cb(a/A) C @. Sea M
un modelo w-saturado tal que A C M ya | A M. Sea p la extension global no bifurcante
de stp(a/A) y p = p | M. Claramente, a = p. Sea C = aNdcl®(M). Si p(x) € L(M) es
débilmente normal y = ¢(a), entonces (por el Lema 4.3) el pardmetro canénico ¢, de ¢
es algebraico sobre a. Asi pues, ¢, € C. Sea f € Aut(€/C). Como f fija C'y toda férmu-
la débilmente normal en p(z) equivale a una férmula con pardmetros en C, las férmulas
débilmente normales de p pertenecen a pf. El mismo argumento muestra que las férmulas
débilmente normales de p pertenecen a pf o y por tanto que las de p/ pertenecen a p. En
definitiva, p y pf tienen las mismas férmulas débilmente normales. Como M es w-saturado,
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toda férmula p(z) € L(M) es equivalente a una combinacién de férmulas débilmente nor-
males con pardmetros en M. En consecuencia, pf = p. Ello implica que pf = p y por tanto
que f fija Cb(a/A). En definitiva, Cb(a/A) C C C a.

Supongamos ahora que T es monobasada. Sin perder generalidad, T' = T°1. Vamos a
usar el Lema 4.4 para obtener el resultado. Fijemos, pues, una férmula ¢ = ¢(z,y) € L
y sea p(z) un tipo completo estacionario. Sea p la extensién global no bifurcante de p y
sea ¢ el pardmetro candnico de la relacién definida por dyzp(z,y). Veremos que podemos
obtener una férmula débilmente normal ¥ (x,c) € p(z) tal que Ry(p) = R,(¢(x,¢c)) y
Mit,(Y(z,c)) = 1.

Sea b l=p | cyseaq e S(€) la extensién global no bifurcante de stp(b/c). Entonces

q | ¢ es ¢-definible y es consistente con p [ ¢. Por el Corolario 2.18 q [ ¢ = p [ . Entonces,

si f € Aut(€/Cb(b/c)) resulta que g/ =gy por tanto (q [ 0)) =a Ty (pl¢) =p ¢,
con lo cual f(c) = c. En definitiva, ¢ € dcl**(Cb(b/c)) para cada b = p | ¢. Como T

es monobasada, Cb(b/c) C b para cualquier b. Por tanto ¢ € b para cada b = p | c.
Por compacidad, hay una férmula 1 (z,¢) € p | ¢ tal que ¢ € b para cada b = (x,c).
Por el Corolario 2.18 sabemos que R,(p) = R,(p | ¢) y Mlt,(p | ¢) = 1. Podemos
encontrar entonces tal 1 (z,c) de modo que adicionalmente R,(p | ¢) = R,(¢(x,¢c)) y
Mit,(y(x,c)) = 1. Verificamos ahora que ¥(x,c) es una férmula débilmente normal. Si no
lo es, por compacidad, para A arbitrariamente grande hay (¢; : ¢ < A) distintos y b tales
que para cada i < A, ¢ = ¢; y = (b, ¢;). Entonces ¢; € b para cada i < A. Pero esto no es
posible para A > |T|. O

5. Pseudoplanos

Definicién 5.1 Un cuasidisenio es una relacion binaria R de dominio A y recorrido B tal
que

1. Para cada a € A hay infinitos b € B tales que aRb.
2. Para cada b € B hay infinitos a € A tales que aRb.

3. Para cada by,by € B distintos hay sélo un nimero finito de a € A tales que aRby y
(J,Rbg.

Un pseudoplano es un cuasidiseno que cumple la condicion adicional de que para cada
ai,as € A distintos hay sélo un nimero finito de b € B tales que a1 Rb y as Rb.

Teorema 5.2 Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. T es monobasada.
2. En €°9 no hay ningin cuasidiseno definible mediante un tipo completo sobre ().
3. En €°9 no hay ningin pseudoplano definible mediante un tipo completo sobre ().

Prueba: Es obvio que 2 = 3. Mostramos primero que & = 2 y después estableceremos
que I & 2. Trabajaremos todo el tiempo en €4,

3 = 2. Supongamos que r(z,y) € S() define un cuasidiseno. Fijemos c para el que
existe algin b con = r(b, ¢). Observemos que si (b; : ¢ < w) es una secuencia de elementos
distintos tales que = r(b;,c) para cada i < w, entonces ¢ € dcl®d(b; : i < w). En efecto, en
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otro caso habrfa ¢’ # c tal que ¢’ =,:;<w) ¢, con lo cual habrfa infinitos elementos b tales
que = 7(b,c) y = r(b,c¢’), en contra de la definicién de cuasidisefio. Si = 7(b,c) entonces

¢ € b. Por compacidad hay entonces un maximo n para el que existen by, ..., b, distintos
y tales que = r(b;,¢) y ¢ & by,...,b,. Fijemos tales by,...,b, para c. Sea d el conjunto
{b1,...,b,} considerado como objeto imaginario y sea p(w,y) = tp(dc). Verificamos que

p(w,y) define un pseudoplano. Como d € by,...,b, pero c € by,...,b,, tenemos que ¢ & d.
Como b; € d pero b; & ¢, se tiene que d € ¢ Sea ¢’ # c. Si = p(e,c), entonces e es un
conjunto {ey,...,e,} donde |= r(e;, ¢) para cada i. Como no hay més que un nimero finito
de elementos b tales que = r(b,¢) y &= r(b,¢'), tampoco hay mds que un nimero finito
de elementos e tales que = p(e,c) y E p(e,c’). Con esto queda establecido que p define
un cuasidiseno. Para ver que es un pseudoplano, supongamos que e # ¢ y hay infinitos
elementos ¢ tales que = p(e,c) y = p(e’,c). Entonces e = {by,...,b,} y e = {b],..., b},
donde = r(b;,c) y = r(b;, ¢) para estos infinitos objetos ¢. Como e # €', podemos suponer
que by ¢ e. Por maximalidad de n, ¢ € by,...,b,,b] para todo tal c. Pero esto es una
contradiccién pues el nimero de los ¢ en cuestién no esta acotado.

1 = 2. Supongamos que 7(z,y) = tp(bc) define un cuasidisefio. Entonces ¢ ¢ b. Ahora
veremos que ¢ € Cb(b/c), lo cual muestra que Ch(b/c) € b y muestra que T no es monobasa-
da. Sea f un automorfismo de € que fija todos los puntos de Cb(b/c). Entonces r(z,c) y
r(z, f(c)) estdn contenidos en tipos paralelos y tienen por ello una extensién no bifurcante
comun, que debe ser no algebraica pues son tipos no algebraicos. Pero si ¢ # f(c) entonces,
de acuerdo con la definicién de cuasidiseio, r(x, c) Ur(z, f(c)) es algebraico. En definitiva,
f(e) = ¢, de modo que ¢ € dcl®(Cb(b/c)) = Ch(b/c).

2 = 1. La argumentacion va a depender de propiedades del ¢-rango R, de ciertos ¢-tipos
y por ello es conveniente tener presente que, de acuerdo con el Corolario 2.11 , este rango
puede ser calculado también como el rango del cerrado correspondiente en el espacio S, ().
Supongamos que T no es monobasada. Entonces hay a y A tales que Cb(a/A) € @. Podemos
suponer que A es un modelo M = A. Como Cb(a/M) es interdefinible con la secuencia
formada por los pardmetros canénicos ¢, de las definiciones de los ¢-tipos tp(a/M) | ¢
(o lo que es lo mismo, de las definiciones de los @-tipos globales q | ¢ asociados a la
extension global no bifurcante q de tp(a/M)), existe una ¢ = ¢(x,y) € L para la cual el
correspondiente pardmetro candnico ¢, no pertenece a a. Sea p = tp(a/M) | ¢. En esta
situaciéon

R,(p) > 0.

En efecto, si fuera R,(p) = 0 entonces p tendria sélo un ndmero finito de extensiones en
S,(€) y como ademads es un ¢-tipo sobre un modelo tendria sélo una tal extensién p. Como
también tp(a/€) | ¢ extiende a p, a &= p. Si un automorfismo f fija a entonces fija p y
por tanto también el pardmetro canénico de su definicién, que es c,. Por tanto en ese caso
tenemos que ¢, € dcl®(a) C @, en contra de la hipétesis sobre c,,.

Sea n > 0 el menor nimero natural para el que hay ¢, M y a tales que R, (p) = n,
p=tpla/M) [ ¢yc, &ay fijemos tales p, M, a, py ¢ = ¢, para lo que sigue. Existe
N = M saturado y de cardinalidad mayor que la de M para el que R,(q) = n — 1 con
g = tp(a/M) | ¢. En efecto, por propiedades bédsicas del rango de Cantor-Bendixson es
claro que en el subespacio {q € S,(€) : p C q} hay puntos de todos los rangos de Cantor-
Bendixson < n. Escojamos una p-férmula ¢ (x) que aparezca en alguno de estos tipos de
rango n— 1 pero que no aparezca en la extension de p(x) de rango n, sea N = M un modelo
grande y saturado que contenga los pardmetros de ¢)(z) y sea g(z) € S,(IN) una extensién
de p con ¥(x) € g. Entonces R, (q) = n— 1. Por conjugacién podemos obtener tal ¢ y N con
a =q.Sea b € N el parametro canénico de la definicién de ¢. Recordemos que ¢ = ¢, € M
y sea r(u,v) = tp(bc). Comprobaremos que r(u,v) define un cuasidiseno.
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En primer lugar observamos que ¢ ¢ b. Por eleccién de n mfnimo y porque Ry(q) < n
tenemos que b ¢ @. Sin embargo ¢ € a. Por tanto ¢ ¢ b.

En segundo lugar vamos a ver que b ¢ ¢. La razén es que b € M pero ¢ € M. b es el
pardmetro canénico de la definicién del tnico ¢-tipo q € S, (€) que extiende a g y tiene rango
de Cantor-Bendixson n —1 en S, (€). Para garantizar que b ¢ M basta entonces comprobar
que g no es M-definible. Como también extiende a p, si fuera M-definible coincidiria con p
el Unico ¢-tipo global que extiende a p y es M-definible. Pero p tiene rango n.

Para finalizar, nos queda verificar que si ¢ # ¢/, = r(b,¢) y |= r(b, ) entonces b € cc’.
Debido a la saturacién de N y a que sélo nos interesa tp(c’/cb), podemos suponer para ello
que ¢’ € N. Sea f € Aut(€/b) tal que f(c) = ¢. Por la saturacién de N podemos escoger
tal f con la propiedad adicional de que f(IN) = N. Entonces ¢’ es el pardmetro candnico
de la definicién de la tnica extensién p/ € S,(€) de p/ con rango de Cantor-Bendixson
n. Como f(b) = b, ¢f = qy ¢/ = ¢ Por tanto a = p/(x) y asf a = p(z) U p/(z). Sea
s(z) el tipo parcial sobre ¢ formado por las férmulas ¢ (x) € tp(a/¢) que son equivalentes
a una combinacién booleana positiva de ¢-férmulas (con pardmetros en N o en M, segiin
se quiera), sea s'(x) el tipo parcial sobre ¢’ formado por las férmulas 1 (z) € tp(a/c’) que
son equivalentes a una combinacién booleana positiva de ¢-férmulas (con pardmetros en N
on f(M), segin se quiera) y finalmente sea t(x) el tipo parcial sobre cc’ formado por las
formulas 1 (z) € tp(a/cc’) que son equivalentes a una combinacién booleana positiva de ¢-
férmulas (con pardmetros en N). Por la Proposicién 2.16, Mlt,(s) = Mlt,(s") = Mlt,(t) =
1. Como p es una extension de s(z) definible sobre ¢, R,(s) =n y p es su extensién global
de rango n. Similarmente, R, (s') = n y p/ es su extensién global de rango n.

Vamos a mostrar ahora que R, (s(z)Us’(z)) = n— 1. Para ello observemos que p/ # p de
modo que el dnico punto de rango n en el cerrado determinado por s en S, (&) no pertenece
al cerrado determinado por s’ pues en ese cerrado sélo hay un punto de rango n y es pf.
Por tanto todos los puntos en el cerrado definido por s(x) U s'(x) tienen rango menor que
n. Como s(z) U s'(x) C ¢(x) debe ser entonces Ry (r(z) Ur'(z)) = n — 1. Tenemos que
s(x)Us' (x) C t(x) C g(x), de modo que R, (t) = n— 1. Ello implica que ¢ es definible sobre

cc’ y por tanto que b € cc’.

|
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