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Semestre de tardor 2023

Metodes analitics en teoria de nombres

Full de problemes 1

Presenteu les vostres solucions al Campus Virtual abans del dilluns 2/10/2023
a les 23:59. Recordeu d’esmentar les fonts consultades per a la resolucié dels
exercicis.

Exercici 1. Definim la funcié de von Mangoldt A : Z>; — R com

A(n) = {bg(p) sin=p

0 altrament,

"™ per algun primer pim € Zyq,

per n € Z>1. Demostreu que

Z A(d) =log(n).
d|n

(La notaci6 del peu del sumatori indica que d recorre tots els divisors de n).

Exercici 2. Definim la funcid de Mobius pi : Z>1 — 7Z com

1 sin=1,
p(n) :== < (=1)* sin és un producte de k > 1 primers diferents,
0 altrament,

per n € Z>1. Demostreu que

S ud) =I(n)  on I(n) = {1 sin=1,

0 altrament.
d|n

Exercici 3. Definim la funcié d’Euler ¢ : Z>, — 7Z com

p(n) = #(Z/nZ)"

per n € Z>1. Demostreu que
Z p(d) =n.
d|n

Indicacié: Observeu que

Z/nZ = U{j € Z/nZ tals que ged(j,n) = d}.
d|n



Exercici 4. Una funcié de domini Z>; i desti C s’anomena funcid aritmética.
Donades dues funcions aritmetiques f,g : Z>1 — C la funcié aritmetica f * g :
Z>1 — C definida per

(Fx9)m) =" f(d)g ()
dn

s’anomena el seu producte de Dirichlet. Demostreu que:

i) El conjunt de funcions aritmetiques és un monoide commutatiu respecte
al producte de Dirichlet, és a dir, si f,g i h sén funcions aritmetiques,
aleshores es té

fxg=gxf,  (fxg)xh=[fx(gxh), [fxI=Ixf=F,
on [ és la funcié definida a I'Exercici 2.
ii) Si f(1) # 0, aleshores existeix una funcié aritmetica f~! tal que
frft=1,
anomenada la inversa de Dirichlet de f.
Indicacié: Definiu f~! recursivament mitjancant la férmula

=Y = Y 1 (5)

d|n,d<n

Exercici 5 (Férmula d’inversié de Mdgbius). Siguin f i g funcions ar-
itmetiques.

i) Demostreu que

f(n) = Zg(d) per a tot n € Z>,
d|n

si i només si

g(n) = Zf(d)u (%) per a tot n € Z>1.
d|n

Indicacio: Considereu la funcid u : Z>1 — Z definida per u(n) = 1. Ree-
scriviu les igualtats donades com f=g*xu i g = f*u i relacionev v i u a
través de I’Ezxercici 2.

ii) Demostreu que per a tot n € Z>1, tenim

Am) ==Y p(d)log(d) i ()= du(%).
d|n

d|n
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Presenteu les vostres solucions al Campus Virtual abans del dilluns 9/10/2023
a les 23:59. Recordeu d’esmentar les fonts consultades per a la resolucié dels
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Exercici 1. Sigui ), -, f r(fj) una serie de Dirichlet. Demostreu que:

i) Si existeix M € Ry tal que

Zf(n) <M per a tot x € R>q,

n<zx
aleshores ’abscissa de convergencia satisfa o, < 0.

ii) Si existeix M € Rs¢ tal que |f(n)] < M per a tot n € Z>1, aleshores
I’abscissa de convergencia absoluta satisfa o, < 1.

iti) Si f(n) = (=1)", aleshores 0. =01 g, = 1.
iv) Si f(n) =1, aleshores o, = 0, = 1.
Indicacid: Per a i), utilitzeu el Lema 5 amb s = 0, §1, vist a la classe de teoria.

Exercici 2 (Férmula de sumacié d’Euler). Sigui f : [y, 2] — C una funcié
amb derivada continua, on 0 < y < z sén nombres reals. Demostreu que:

S s = [ swars =1 f @i+ @) -0 - )l )

x
y<n<z Y

Indicacio: Apliqueu la férmula de sumacié d’Abel prenent a(n) =1 per deduir
> =~ [ 1@+ fla)la) - )]
Y

1 després apliqueu integracio per parts a f; tf'(t)dt i combineu les dues expres-
$0MS.

Exercici 3. Demostreu que

1 1
Zzlog(w)+0+0() per xz > 1,
n x

n<x

on

ﬁ

0:1_/10”‘%1:.



Indicacio: Apliqueu ’Ezxercici 3 prenent f(t) = 1/t.

Exercici 4. Siguin F(s) =) féf) iG(s)=>,51 97(;1) series de Dirichlet
absolutament convergents per o > 0. B

i) Demostreu que:

ii) Deduiu que

per o > 1.

C(5) _ 5~ Alw)

C(s) &g

Indicacié: Utilitzeuw Ex. 1 de FP 1 i el Corol.lari 10 de la classe de teoria.

iii) Deduiu que

()7t = 'M(TSL) per o > 1.
n>1 n
Indicacio: Utilitzeu Ex. 2 de FP 1.
iv) Deduiu que
—1
(s ) = SD(ZL) per o > 2.
(s) =

Indicacié: Utilitzeu Ex. 3 de FP 1.

Exercici 5. Definim la funcié 9 de Chebyshev com

) = 3 log(p)

p<w
per z € Ryy.

i) Demostreu que

Hx) = 7(z)log(z) — /; it)dt.

t

Indicacio: Definim

1 sin és primer
p(n) =
0 altrament.

Apliqueu la férmula de sumacié d’Abel prenent a(n) = p(n) i g(x) = log(z).

0@ [ 9
(@) = fop) “ F{log(t))?

Indicacio: Apliqueu la férmula de sumacié d’Abel prenent a(n) = p(n) log(n)
i g(z) = 1/ log(x).

ii) Demostreu que
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Exercici 1. Sigui G un grup abelia finit i denotem per G el seu grup de
caracters. Demostreu que per a tot g € G es té que

_)IG| sig=1,
ZX(Q)_{O sig# 1.

x€@G

Exercici 2. Escrivim s = ¢ 4 it, on 0,t € R. Demostreu que per ¢ > 1, tenim
que
cos(tlog(n))

Re(C(s) = 3

n>1

nO'

Deduiu que
Re(¢(s)) >0 per o > 2.

Indicacid: Utilitzeu que Y-, 1/n* = 7%/6.

Comentari: Van de Lune ha determinat el suprem og del conjunt dels o € R tals
que ezisteiz s € C amb o = Re(s) tal que Re({(s)) < 0. Van de Lune demostra
que og és inica solucio de

™

Zarcsin(p*") =3
P

ono € Rsy.
Exercici 3. Demostreu:
i) Per 0 < <1/2, es té
z <arcsin(z) < x + 223,

Indicacio: Podeu utilitzar que per 0 <z <1 es té

. (2n)!
arcsin(x) = cpr?n L oncp=——-" ——.
7%) 4n(nh)2(2n + 1)

Proveu que ¢, <1 per a tot n € Z>1 t deduiu-ne el resultat.



ii) Existeix un tnic o € Ry tal que

™

Zarcsm(p ) = 5
P
Indicacié: Deduiu el resultat del fet que la funcio

f:Rs1 — Ry, flo) = Zarcsin(p_”)
P

€s una funcio decreixent de +00 a 0. Per veure aizo, utilitzeu el Corol-lari
17 de §1.

Comentari: Es pot veure que numéricament la solucié de f(o) = /2 és
o =1.19234....

Exercici 4. Definim la funci6 ¢ de Chebyshev com

Y(x) =) Aln)

n<xz

per x € Ryy.

i)

ii)

iii)

Demostreu que
U(x) = 9(z) + O(Vz(log(x))?),
on ¥ és la funcié de Chebyshev definida a Ex. 5 de FP 2.
Indicacid: Vegeu que ¢(x) — I(x) = 3o <iog, (x) I(zM™) i utilitzeu la
desigualtat trivial ¥(x) < xlog(x).

Demostreu que el Teorema del nombre primer és equivalent a
Hax) ~x quan x — o0.

Indicacid: En virtut de Fxz. 5 de FP 2, serda suficient demostrar les dues
seglients afirmacions. Primer, que el Teorema del nombre primer implica

que
1 [*x(t
lim 7/ Mdt =0.
5 1
Segon, que el fet que ¥(x) ~ x quan x — oo implica que

logl@) [T 90,
A /Qt(log(t))2dt0'

Per demostrar aquestes dues afirmacions, noteu que f; = f2ﬁ+ f\%
Demostreu que el Teorema del nombre primer és equivalent a

P(x) ~x quan x — 0o.
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L’entrega d’aquest full de problemes és voluntaria, no es considerara per I’avaluacié
i es resoldra el dilluns 30/10/2023. En cas que vulgueu presentar un prob-
lema a la pissarra, pengeu-ne la solucié al Campus Virtual abans del diumenge
29/11/2023 a les 15:00. En tal cas, recordeu d’esmentar les fonts consultades
per a la resolucié.

Exercici 1. Donat ¢ un primer, definim el polinomi ciclotomic g-ésim com
S (T) =TT ' + T2 +...+T+1.

i) Sigui p un primer diferent de q. Demostreu que les seglients afirmacions
sén equivalents:

a) Existeix a € Z tal que ®4(a) =0 (mod p).
b) Existeix @ € F; tal que ordpx (@) és q.
c) p=1 (mod q).
ii) Demostreu que existeixen infinits primers p tals que
p=1 (mod q).

Indicacid: Suposeu que ezisteix només un nombre finit de primers p tals que
p =1 (mod q) i denoteu perII el seu producte. Demostreu que ®,(qII) > 1,
que tot primer diwidint ®4(qll) és = 1 (mod ¢), ¢ que aizd és una con-
tradiccio amb la definicid de II.

Comentari: Aquest exercici proporciona una demostracié algebraica d’un cas
particular del teorema de la progressio aritmética de Dirichlet.
Exercici 2.

i) Sigui f : Z>1 — C una funcié aritmetica tal que A(x) := 3
A(z) = O(xlog(x)). Demostreu que per o > 1 tenim

fln < Az
E:T(ZS):s/1 x§+1)dx.

n>1

f(n) satisfa

n<lx

ii) Doneu una demostracié alternativa de la identitat

oo [ L

vista a la demostracié del Teorema 15 de §1.




iii) Demostreu que per o > 1 tenim

1 e anx p’(n) . S S/ Zn<x )
C(S) 1 s+l s - xa—l—l
Indicacio: Utilitzeu Ezx. 4 de FP 2.

Exercici 3. Per n € Z>1, sigui d(n) el nombre de divisors positius de n.
Demostreu que per o > 1, es té que

n le 83
A e ) G2

= ns = ns ¢(2s)

Indicacié: Observeu que n — d(n?) és una funcid aritmética multiplicativa.
Podeu doncs considerar productes d’Fuler en un semipla de convergencia abso-
luta i utilitzar la identitat

me 1:—1)

m>1

Exercici 4. Demostreu que

1 ((2)?
S =

m,n

on Z;nn indica la suma sobre totes les parelles (m,n) € (Z>1)? tals que m i n
sén coprimers.

Indicacio: Reescriviu

= I{ged(m, n))
Z m2n2 Z men2

m,n m,n€ELx>1

on I(n) és 1 sin =110 altrament. Utilitzeuw Fx. 2 de FP 1 i Ex. 4. de FP 2
per concloure la demostracid.
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Exercici 1. Sigui K un cos, ¢ un primer senar different de la caracteristica de
K i w una arrel primitiva g-¢sima de la unitat. Donat a € F;, definim la suma
de Gauss relativa a a i w com

G, (a) := G(a) := Z <m) W™,
meFy
Escriurem simplement G per denotar G(1). Demostreu que:
i) G(a) = (5) G.
i) G =143, 0™
Exercici 2. Sigui K un cos, ¢ un primer senar different de la caracteristica de

K i w una arrel primitiva g-esima de la unitat. Demostreu que:

i) Les arrels g-esimes primitives de la unitat a la clausura algebraica K sén
les arrels de ®,(T) = T% 1 + .- + T + 1 € K[T]. En particular, la suma
de totes elles és —1.

i) G2 = (1) ¢.

Indicacié: Expresseu G? com un doble sumatori i utilitzeu que per a € Z/qZ

tenim
Zw"la:{q_l Siazo,
-1

altrament.
1’116117;<

Comentari: Aquest exercici determina el valor de G llevat de signe. FEl valor
exacte quan K = C sera determinat a ’exercici 4.

Comentari: Gauss va introduir aquestes sumes per donar encara una altra de-
mostracio de la llei de reciprocitat quadratica. Aquesta és considerada al segiient
ezTercici.

Exercici 3. Siguin p i ¢ primers senars diferents. Demostreu que

(£) (@)=



Indicacié: Sigui w una arrel de ®4(T) € Fp[T] i considereu la suma de Gauss
G = G, € F,[w]. Utilitzeu I’Exercici 1 per provar que GP = (g) G a Fplw].
Combineu aquesta igualtat amb I’Exercici 2.

Exercici 4. Sigui G € C la suma de Gauss relativa a e2™"/¢, Demostreu que

1479
G =it

Indicacio: Podeu sequir els segiients passos.

Utilitzeu sumacio de Poisson per veure

q i +27ri:1;2
ng /em”m 7 dx.
0

vEZ

Feu el canvi de variable x = q(y — v/2) per mostrar que

_zi2g [TV 2miqy?
G=gq Z e 2 e dy.
v

VEZ /2

Separeu la suma respecte v senar i v parell per veure que

miv2q o0 .o
G=q(l+i%e 2 / ™Y dy.
— 00

Mostreu que

G =.,/q1+i"C,

on C és una constant independent de q. Observeu que tots els arguments
fets son valids per ¢ un natural senar qualsevol (no necessariament primer)
i determineu C' prenent ¢ = 1.
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Exercici 1.
i) Demostreu que es té la segiient igualtat de funcions meromorfes

1T(s/2+1) 5 1 1
C2T(s/2+1) _2+Z(s+2n_2n>‘

n>1

Indicacid: Justifiqueu que té sentit considerar log(I'(s/2 + 1)) per o > —2
i demostreu la identitat inicialment per o > —2. Estengueu la validesa de
la identitat per continuacio analitica.

ii) Demostreu que
1T7(3/2) ~
= =7 _1+1og(2).
3T 2 LTl

Exercici 2.

i) Demostreu que es té la segiient igualtat de funcions meromorfes

gs) _Cls) 11 1T(s/2+ 1)

&) ) Tso1 2B s Ty

Indicacio: Justifiqueu que té sentit considerar log(&(s)) per o > 1 i de-
mostreu la identitat inicialment per o > 1. FEstengueu la validesa de la
identitat per continuacio analitica. Recordeu que I'(s/2 4+ 1) = T'(s/2)s/2
pel Lema 4 de §3.

ii) Demostreu que

iii) Demostreu que

§0) v logldn) . (C(s) . 1
go) 2 ' 1 <<<s>+s—1>'




Exercici 3.

i) Demostreu que

lim (CI(S) 41 ):1— 100 & o

s—1\ C(s)  s—1 x?
Indicacio: Utilitzeu que, pel Teorema 15 de §1, per o > 0 tenim l'expressio
((s) = =15 + &(s) on ¢(s) és una funcié holomorfa. Obtingueu calculant
que

i (o) 5mp) =

i concloeu utilitzant que de fet ¢(s) =1—s [“{z}a™* " dz.

/ @dmzl—m
1 X

B log(4)
o) - 2 T

ii) Proveu que

iii) Deduiu que

Exercici 4 (Teorema tauberia de Shapiro). Donada una successi6é de nom-
bres reals no negatius {a, }n, per © € R>q, definim les quantitats

S(x) = Z p, T(x):= Zan {%J , A(z) = %.

Suposeu que
T(z) = zlog(z) + O(x) quan x > 1.

Demostreu que:
i) S(x) =0O(z) per x > 1.
Indicacid: Proveu les desigualtats
S(x) —S(z/2) <T(x) —2T(z/2) < K -z
per una certa K € Ryg.

ii) Proveu que
A(z) = log(z) + O(1) quan x > 1.

Indicacio: Vegeu primer
T(x) = 2A(x) + O(z).

iii) Sigui M € Rsq tal que |A(z)—log(z)| < M quan x > 1isigui a := e 2M~1,
Demostreu que

S(z) > ax quan z > 1/a.
Indicacid: Proveu les desigualtats

% > A(z) — A(az) > 1 quan ¢ > 1/a.
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Exercici 1. Demostreu que:

i) Per x € R>o, es té

Z {%J A(m) = zlog(z) — z + O(log(x)).

m<zx

Indicacid: Justifiquew que ., . | Z] A(m) =3, . > mn A(m) i apliqueu
FEz. 1 de FP 1 i la formula de sumacié d’Euler.

ii) Deduiu que existeixen A, B € R tals que
Az < (z) < Bz per x> 0,
on v és la funcié de Chebyshev definida a Ex. 4. de FP 3.
iii) Deduiu que

A
Z % = log(x) + O(1) per z € R>o.
n<zx

Exercici 2. Demostreu que

Z M = log(z) + O(1) per x € R>o.

p<z

Indicacid: Apliqueu exercici anterior.

Exercici 3. Demostreu que existeix K € R tal que

1 1
Z — =log(log(z)) + K+ O () per z € R>o.

= log(x)

Indicacio: Observeu que
1
Zi = Z ang(n)7
p<x p 2<n<zx

on g(t) = 1/log(t) i a, = log(n)/n sin és primer i a, = 0 altrament. Apliqueu
el criteri de sumacid d’Abel i [’exercici anterior.
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Exercici 1.

i)

ii)

iii)

iv)

Sigui f : U — C una funcié holomorfa, on U és un obert estable per la
conjugacié complexa. Demostreu que la funcié g : U — C definida per
g(s) = f(3) és una funci6 holomorfa.

Mostreu que 'apartat anterior roman cert si substituim la paraula ‘holo-
morfa’ per ‘meromorfa’.

Demostreu que ((5) = ((s). Deduiu que si p és un zero de ¢ a la franja
critica, aleshores p és un zero de ( a la franja critica.

Indicacid: Proveu la igualtat ((3) = ((s) per o > 1 i apliqueu continuacid
analitica.

Al Teorema 15 de §4, hem vist que la suma dels reciprocs dels valors ab-
soluts dels zeros de ( a la franja critica divergeix. Demostreu que la suma
dels reciprocs dels zeros de ¢ a la franja critica convergeix si aquests sén
agrupats en parells de complexos conjugats. Més precisament, sigui {p, }n
una enumeracié dels zeros de ¢ (comptats amb multiplicitat) que tenen part
imaginaria positiva i pertanyen a la franja critica. Aleshores

1 1
> (na)

convergeix absolutament.

Exercici 2. Sigui {p, }» una enumeracié dels zeros de ¢ (comptats amb multi-
plicitat) que tenen part imaginaria positiva i pertanyen a la franja critica.

i)

Demostreu que

1 1 log(4
Z(+> =7y loslm)
n>1 Pn Pn 2 2

Indicacid: Substituiu a l’equacid funcional per &'(s)/&(s) obtinguda a Ewx.
2 de FP6, la derivada logaritmica de la férmula del Corollari 16, §4.
Obtingueu la cancel-lacié desitjada provant que p és un zero de C si i nomeés
st 1 —p ho és.



ii) Demostreu que si p és un zero de ¢ a la franja critica, aleshores [Im(o)| > 6.

Indicacié: Podeu utilitzar que v/2 + 1 — log(4m)/2 < 0.024.

Exercici 3. Sigui f una funcié meromorfa en un entorn de a € C.
i) Proveu que existeix m € Z tal que f(s) = (s — a)™g(s), on g(s) és una
funcié holomorfa en un entorn de a tal que g(a) # 0.
Indicacio: Podeu utilitzar que si f és holomorfa en a, aleshores existeix

m € Z>o tal que f(s) = (s —a)™g(s), on g(s) és una funcic holomorfa tal
que g(a) # 0.

ii) Proveu que f’/f no és holomorfa en a si i només si m # 0. Proveu que en
tal cas f’/f té un pol simple en a de residu m.

iii) Proveu que existeix K € R tal que per 1 < o < 2 es té

(o) _ 1

¢(o) oc—1

+ K.
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L’entrega d’aquest full de problemes és voluntaria, pero és clau per la preparacié
de ’examen i es resoldra el divendres 12/1/2024. En cas que vulgueu presen-
tar un problema a la pissarra, pengeu-ne la solucié al Campus Virtual abans
del dimecres 10/1/2024 a les 23:59. En tal cas, recordeu d’esmentar les fonts
consultades per a la resolucié.

Exercici 1. Sigui ¢ un primer i x un caracter de Dirichlet modul ¢ no principal.
Definim la suma de Gauss relativa a x com

X()G(X) = Y X(m)e*mmm/a
ii) Demostreu que

Indicacié: Calculeu el valor de
qg—1
(@— DGR =D Ix(nGX)P
n=0

utilitzant ’expressié obtinguda per x(n)G(X) a Uapartat anterior.

ili) Proveu que G(x) = x(—1)G(X) i deduiu que

GOOGR) = {"_q HVEREE

iv) Per z € Ry, definim la funcié ¢ de Jacobi relativa a x com

I0ca) =Y x(n)e ' me/a,

nez

Demostreu que
s q .-
G = [ Lo ),

Indicacio: Podeu utilitzar la formula de sumacid de Poisson

2 ; _(n+a)?n
\/EE e n“rr+2rina — 2 e = .

nezL neZ



Exercici 2. Sigui ¢ un primer i x un caracter de Dirichlet modul ¢ no principal
i tal que x(—1) = 1. Es defineix la funcié L associada a x completada com

e = (1)1 (2) Ltes)

i) Demostreu que per o > 0

1 [ _
6(}(,3) = 5/ J}S/Q 119(X,$)d.’1)
0
Indicacié: Partiu de la definicio

r (f> :/ e 2> Yz pero >0
2 0

1 procediu imitant la demostracié del Teorema 8 de §3.

ii) Proveu que

1 _ \/E] _s/2—
——— 5/2 1,19 d / s/2 1/219 d
, S x ,r)dx + x ,r)dx.
§(x: ) 2/1 (x; =) 2600 )y (X, z)

iii) Deduiu que
_ Va4

Comentari: En primer lloc, observeu que ii) mostra que £(x,s) estén a una
funcié entera a tot C. Podem reescriure ’equacid funcional de l'ultim apartat
com

G —s+1/2 T (Ll=s

Liy,s) = Z0 (%) 05 f51 ).
Vi AT r(3)

Al Lema 7 de §2 vam veure que L(x,s) és holomorfa per o > 0. L’expressid

anterior ens diu que L(x, s) és holomorfa a tot C, que els inics zeros amb o < 0

son a —2, —4, —6, ... i que L(x,0) = 0.

Exercici 3. Sigui ¢ un primer = 3 (mod 4), denotem per el caracter quadratic

(E) i considerem la suma de Gauss

q—1

G(x) = Y x(m)e*™m/a.

=1

i) Demostreu que

Indicacio: Utilitzeu que

(3)=ato 5 ()

tal com vam veure a Fx. 1 de FP 5.



ii) Donat & € (0,27) C R, demostreu que |1 — €| = 2sin(0/2) i arg(l —
e?) = (6 — 7)/2, on arg(s) € (—m,n) denota la determinacié principal de
l’argument.

Indicacid: Recordeu el teorema del sinus per triangles.

iii) Demostreu que
qg—1
™ Z m
e =\ 4

Indicacio: Utilitzeu que G(x) = i,/q tal com vam veure a Ex. 4 de FP 5.

iv) Demostreu que
q

2 (5)men

m=1



8/11/2023
Semestre de tardor 2023

Metodes analitics en teoria de nombres

Examen parcial

Entregueu exercicis diferents en fulls diferents.

Exercici 1 (3 punts). Per n € Z>1, sigui v(n) el nombre de divisors primers
diferents de n.

i) Proveu que f(n) := 2“(" és una funcié aritmetica multiplicativa. De-
mostreu que f(n) < n i que 'abscissa de convergencia absoluta de

gv(n)

>

n>1

és < 2.
ii) Demostreu que per o > 1 es té

21/(n) C(S)Q

n>1

Exercici 2 (4 punts). Sigui 1 # s € C i sigui o la part real de s.

i) Demostreu que per n € Z>1, tenim

/n+1 /z St_s—ldtdx _ i B nl—s _ (n + 1)1—@
" n ns s—1

ii) Suposeu que o > 0. Demostreu que

n+1

2n1+0

st dtdx| <

i deduiu que tenim que Zn>1 - convergeix si i només si, per N € Z>1, el
limit limpy—_ 0o N17% existeix.

iii) Suposeu que o = 1. Demostreu que -, % no convergeix.

Exercici 3 (3 punts). Enuncieu i demostreu el teorema de Landau vist a classe.



Solucié exercici 1. Part i). Siguin m,n € Z>; coprimers. Aleshores v(nm) =
v(n) + v(m), de manera que

Per definicié de v(n), existeixen primers p1,pa, ..., Dy tals que
21/(”) S p1- 'pp,,(n) | n,

d’on se segueix f(n) < n. Que l'abscissa de convergencia absoluta és < 2 es
deriva del fet que

2V(n)

1
PO ED DD D=

n>1 n>1 n>1

cosa que conclou la demostracié en virtut del teorema d’existencia del semipla
de convergencia absoluta vist a teoria.

Part ii). La multiplicativitat de 2¥(") § la convergencia absoluta per o > 2,
ens permeten considerar el producte d’Euler de la série de Dirichlet donada
sobre aquest semipla

2v(n) 2 2 2p~*
SIS T X o | =T (1125 ) -
n>1 p m>0 p m>1 p
B RTINS (O,
L o= = e
Queda per veure que la serie de Dirichlet considerada convergeix per o > 1.
Aixo es deu al Teorema de Landau, que podem aplicar ja que:

v(p™)
pms

e La serie té coeficients reals no negatius;

e Com acabem de veure, la série estén a la funcié ¢(s)?/¢(2s) que no té pols
per o > 1.

Solucié exercici 2. Part i). Tenim que

n+1 x n+1 n+1
/ / st dtdr = / (n™? =z %) de=n""°— / x " %dx.
n n n n

A més a més, com que s # 1, veiem que

/n+1 R pstl n+l _ (n+ 1)7s+1 _pstl _ nl—s _ (n+ 1)173

n —s+1|, —s+1 s—1

Part ii). Tenim que

n+1 x n+1 x n+1 _
/ / st~ ldtdz| < / / |s|t_‘7_1dtdx < / M(Lﬁ#dx =
n n n n n n

_ sl —n?2 "
- oplto T 9oplte’”




Combinant els dos apartats anteriors tenim que

Is| 1
= ? Z nlto’

n>1

Per o > 0, el criteri de comparacié implica que
Z 1 nl_s — (n + 1)1_8
ns s—1

és absolutament convergent i en particular convergent. Se’n segueix que >, -, %
és convergent si i només si

nlfs _ (n + 1)175 i N-1 nlfs _ (n + 1)175 i 1— les
E = 1m = m —- -
"1 s—1 N —oc0 1 s—1 N—oc0 s—1

és convergent, és a dir, si i només si limy_,o0 N1 7% existeix.

Part iii). Podem assumir s # 1, ja que altrament el resultat és conegut.
Tenim doncs s = 1+1it, per t # 0. Per ’apartat anterior n’hi ha prou amb veure
que

lim N~ = lim cos(tlog(N))+4 lim sin(tlog(N)).
N—o00 N—o00 N—o00
no existeix. Perd notem que limpy_,o cos(tlog(N)) no existeix, ja que la suc-
cessi6 {cos(tlog(N))}n admet parcials amb limits diferents. En efecte, si per
k € Z definim
Ny, = Leka/tJ i N]é — Leﬂk/tJ,

aleshores tenim

lim cos(tlog(Ny)) =1 i lim cos(tlog(Ny;)) = —1.
k—o0 k—o00

Comentari: La demostracid del Lemma 1 de §1 mostra que si una serie de
Dirichlet convergeixz absolutament en un punt so amb Re(sg) = oo, aleshores
la serie de Dirichlet convergeixz absolutament sobre tots els punts de la recta
o =o0g. Com que ), ni no convergeir absolutament en s = 1, sabem que no
pot convergir absolutament en cap punt de la recta 0 = 1. Com mostra aquest
exercici, la demostracié de la no convergéncia de >, -, - sobre la recta o =1
és molt més subtil.



18/1/2024
Semestre de tardor 2023

Metodes analitics en teoria de nombres

Examen final

Entregueu exercicis diferents en fulls diferents.

Exercici 1 (Teoria; 2,5 punts). Sigui s = ¢ + it. Demostreu que per o > 1, se

satisfa 0
Relogc Z Z COS m ng .

p m>1

Demostreu que per # € R tenim 3 + 4 cos(f) + cos(20) > 0. Deduiu-ne que
((s) #0sio=1.

Exercici 2 (2,5 punts). Donat un enter positiu de la forma n = pi*...pp*, on
p1 < -+ < pg sén primers i ay,...,a € Z~g, definim

A(n) = (—1)ottax i v(n) =k.

Definim a més A(1) = 11 v(1) = 0. Demostreu que f(n) = 2™\(n) és una
funcié multiplicativa i que per o > 2, es té

25
i _ge

n>1

Exercici 3 (2,5 punts). Sigui ¢ un primer i x un caracter de Dirichlet modul ¢
no principal i tal que x(—1) = —1. Per o > 0, es defineix la funcié L completada
associada a y com

s = (4 () 2o

i) Demostreu que per o > 0

1 oo
E(x,s) = 5/ 13(571)/219(X7I)dx, on J(x,x an *”27”6/(1_
0

neZ

Indicacio: Partiu de la definicio

o0
F<S+1) :/ e_“u(sH)/Qd—u per o >0
2 0 u

i efectueu el canvi u = n’rx/q.

ii) Utilitzant (sense necessitat de demostrar) que

i x3/2 q—1
Ica) = I, on GO = 3 Xm)e



proveu que
1

= L[ a2y, 2y + VO /oo =5/29(x, z)d
) S T , L)ax — T ,x)dx.
£(x, s) 2/1 (x, ) 6m) . (X, z)

iii) Utilitzant que G(x)G(X) = —¢ (com vam veure a Ex. 1 de FP9), deduiu

que .
X1 5) = g{gax,s»

iv) Deduiu que L(y, s) estén a una funcié holomorfa a tot C que, per o < 0,
només té zeros als enters senars negatius.

Exercici 4 (2,5 punts). Sigui ¢ un primer = 3 (mod 4) i denotem per x el

caracter quadratic (5>
i) Demostreu que
-1 gq-1 2minm/
1 1/2 m e q
=gk (-4) £ ) 5,5
G(X) 2 \q ; q ne;m\l n

on 1+ 2N denota el conjunt dels enters positius senars i G(x) la suma de
Gauss associada a x.

Indicacio: Podeu utilitzar que (%) = ﬁ an_:ll (%) e2mimn/a tql com
vam veure a Ex. 1 de FP 5.

ii) Demostreu que

1 ! _ ,
L(x,1) = ————=~ Z (:?) (arg(l + 62”””/‘1) —arg(l — eZMm/q)> ’

At =

on arg(s) € (—m, ) denota la determinacié principal de ’argument.

Indicacio: Utilitzeu que G(x) = i./q tal com vam veure a Ex. 4 de FP 5.
iii) Donat 6 € (0,7) U (m,27), demostreu que

w/2  sife(0,7),

_ 1— )+ 14 eif) =
arg(l - ¢) +arg(l +¢%) —7/2 sif e (m2m).

Indicacio: Com vam veure a Ex. 8 de FP 9, podeu utilitzar que per 6 €
(0,27), tenim arg(l —e¥) = (0 — ) /2.

iv) Demostreu que

0<m<gq/2

(’):+ my
)
v) Demostreu que

x ()

0<m<q/2



Solucié exercici 2. Es suficient demostrar que 2¢() i A(+) sén multiplicatives.
Que 2¥() és multiplicativa ja ho vam veure al parcial i que A(+) és multiplicativa
(i de fet completament multiplicativa) és trivial. Com que |f(n)| < n, la série

»

n>1

convergeix absolutament per ¢ > 2 i en aquest semipla tenim

n i 2(—1)™ 2 1—
S DT (e ) - (1) -

ms
n>1 p m>0 p p m>1 p

Multiplicant numerador i denominador per 1 — p~*, obtenim

fn) _yp =p7")" _ (25)
Z ns *H 1—p2s 7((8)2'

n>1 p

Comentari: De fet la igualtat anterior és valida per o > 1. Aizo es deu al fet

que ( )
f
>
n>1

és absolutament convergent per o > 1, ja que

f(n 2v(n)
YL

n>1 n>1

convergeix per o > 1, tal com vam veure al parcial. Notem que no podem aplicar
el Teorema de Landau directament ja que f(n) pren valors negatius.

Solucié exercici 3. Part i). Fent el canvi suggerit, obtenim

oo S 2 (s+1)/2
r (8+1> :/ oy s+ /20 :/ - (” ”) dx
2 0 u 0 q z

Per tant i
r(s* 1 <g> R o z(s+1)/2dﬁ.
2 T nstl 0 x

Multiplicant per ny(n) i sumant, obtenim

s+1\ rq\ = = | petnp 0
() (D)7 oo = [T Dmtme |t

0 n>1

on largument utilitzat per canviar l'ordre de sumacié/integracié és analeg a
l'utilitzat a Teorema 8 §3). Ateés que x(—n) = —x(n) i x(0) = 0, tenim que

S nx(m)e T = d(x,2)/2,

n>1



d’on se’n segueix el resultat.
Part ii). Per Papartat anterior sabem que

1 [ 1 [t d
E(x, ) = 5/ 2D/ 29(y, 2)dx + 5/ w29y, u) =
1 0 u

1

Pero el canvi x = v~ i 'equacié funcional per ¥ donada impliquen que

1/1 w41 du 1/°° st _ndrig /°° e
- u 2 Yy, u)— = = T2 Yy, )— = — ™ 29(x, z)dx
3/, O u)— 1 O6a™)— 260 . (X, )

Part iii). Es suficient observar que

1 - 8) = s [T oot + s [T 0 2,

Part iv). L’expressié obtinguda a l’apartat anterior, es pot reescriure com

(%)

L(x,s) = Q(S)F (ﬁ) L(x,1—s),

on ¢(s) és una funcié holomorfa que no s’anul-la. Aixd defineix L(x,s) quan
o < 0, atés que aleshores 1 — s té part real > 1 i aleshores L(X,1 — s) com
a série de Dirichlet esta ben definida. Com que per o < 0, les funcions g(s),
r (253), i L(X,1—s), no s’anul-len, els zeros de L(x, s) son precisament els pols
de T’ (%), que trobem als enters senars negatius (i que no es cancel-len amb

els pols de T'((2 — s)/2)).

Solucié exercici 4. Part i). Ates que tot enter positiu s’expressa de manera
Unica com el producte d’un nombre senar i una poténcia de 2, tenim la identitat

-1
ny\ 1 2\ 1 ny\ 1
> ()w-0-0G)) Z,0)w
n>1 nel42N
Aquesta identitat és valida per o > 0, ates que y és no principal i per tant les

sumes parcials dels coeficients de les dues series de Dirichlet que hi intervenen
estan fitades. Per tant

won=(-(2)1)” 2 (3-8 d £ (3) 5,5

Part ii). Escrivim z = €>™™/4, Com que e>™"™/4 té valor absolut 11 és # +1,
tenim que

> %:% Z%—Z% :%(1og(1+z)—log(1—z)).

nel+2N n>1 n>1
Com que L(x, 1) € R, utilitzant que G(x) = i,/q, tenim que

1

L(x,1) = Re(L(x,1)) = \/Z]<2i(2)) :;::1 <TS> Im <log(1 + €2™m/4) _Jog(1 — ez’”m/q)) ,

q



d’on es deriva que

qg—1

A =

Part iii). Utilitzant la indicacié, podem reescriure

L(x,1) = ( )(arg (1+€2/1) — arg(1 — ¢27/1) ).

arg(l — 0+m) = g /2 sife(0,m),
arg(l —e'0=™) =0/2 — 1 i e (m,2m).

arg(1 + e') = {

Aleshores

(r—0)/2+0/2 =r/2 si 0 € (0,7),

—arg(l —e") +arg(1 + ) = {
(m—0)/24+0/2—7=—-7/2 si6e (m2nm).

Part iv). Combinant les parts ii) i iii), obtenim

R en 6 N O R O

0<m<q/2 q/2<m<q

Com que ¢ = 3 (mod 4), tenim que (’71) = —1 1 per tant

L(x,1) = —\/?1 (271 (%» 0<1§<:q/2 (TZ)

Part v). Sabem que L(x, s) > 0 per s € Ry (per ser un producte d’Euler

[ = x@p )"

p

de factors estrictament positius). Per continuitat, tenim que L(x,1) > 0, cosa
que per 'apartat anterior implica que

JOR

0<m<q/2

Com que ¢ = 3 (mod 4), tenim que la suma anterior té un nombre senar de
termes (concretament (¢ — 1)/2). Com que cadascun d’aquests termes és 1 o
—1, la suma considerada no pot ser zero. Alternativament, per veure que la
suma anterior no és 0 també es pot invocar el Teorema 11 de §2.

Comentari: Podem interpretar la desigualtat anterior com el fet que a la primera
meitat de l'interval de 0 a ¢—1 hi ha més residus quadratics que no quadratics.
Es un fet remarcable que no es conegui cap demostracid elemental (no analitica)
d’aquest fet.



