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hﬁ UNIVERSITAT DE BARCELONA

®  Punts que tractarem:

=lConcepte d’esperanca condicionada.
Foérmules de calcul.

SJLa variable aleatoria “esperanca
condicionada”. Esperanca i variancia de
I’esperanca condicionada.

= ®
| 9
9
d
d
-
*
T
*
2

. : SlCriteri dels minims quadrats, corba de
) @ regressio de la mitjana.

=® g Regressié lineal minim quadratica i
= ®  correlacio.

Esoeranca condicionada i regressio




- g (Concepte d’esperanca

condicionada

=lLa distribucié condicionada Y | X =z
descriu les probabilitats associades als
possibles valors de Y quan donem per

segur que la v.a. X ha pres determinat
valor, X = z. Es logic que ens
preguntem quina és la seva esperanca:
E(Y | X =), la mitjana de tots els
possibles valors de Y associats a X = x.
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-2 Calcul de ’esperanca
condicionada

=) Cas discret:
BY|X=a)=)y fly | X =2

5/Cas absolutament continu:

E(Y|X =2z)=

i més en general: r%:g(y])]‘(y] | X =z
E(g(Y)| X ==z) =

f g(y) fly | X = x)dy

§ _OO
Esoeranca condicionada i regressio




5

— -2 Altres moments condicionats,

variancia condicionada

SlLa darrera féormula anterior permet
definir i calcular qualsevol moment
condicionat, com E(Y "X = z) i en

particular la variancia condicionada

(cas: g(Y) = (Y - E(Y]X = x))°):
SNy, ~BY | X =)} fy,| X = )
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- L’esperanca condicionada com
a variable aleatoria

En variar z pot variar fly|X = x) i per
tant F( Y| X = z) (o qualsevol altre
moment F(g(Y)| X = x)) pot ser
diferent: és una funcié de = !!

h(z)=E(Y | X =)

| # JPer tant, entesa com una funcié de la
v.a. X, h(X) = E(Y|X) és una v.a.:

E(Y|X=)

() L . R
W — —> E(Y | X = X(w))
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o~ Moments de la v.a. esperanca
condicionada: Teorema fonamental

ELa v.a. E(Y |X) en realitat “mesura” la
mateixa cosa que Y pero amb més
precisié (amb menys variancia):

1. E,{E(Y | X)} = E(Y)

2. vary, {E(Y | X )} < var, (V)
la desigualtat 2 és conseqiiéncia directa

de la important igualtat - >0

=® var, (V) =var, {E(Y | X))+ E, {var(Y | X)
= &
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® Error quadratic mitja (MSE)

=l Volem predir el valor d’'una v.a. Y a
partir de certa funcié h(X) d’una altra
v.a. X (regressio de Y sobre X).

SlLa v.a. (Y - h(X))? “error quadratic” és
una forma (no I'inica) de mesurar la

“discrepancia” entre els veritables valors
de Yi les prediccions h(X).

B
EMSE = E{(Y - h(X))?} és una mesura

global d’aquesta discrepancia.
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— e Criterl dels minims quadrats i

esperanca condicionada

SlSuposem que en realitat busquem “la
millor” funcié h(X) per predir Y.

=] Criteri dels minims quadrats: escollir

—

aquella h(X) que fa minim MSE:
MSE,;, = MSE(h) = min {MSE (/, )}

n

Py :

) & JAquesta funcié és sempre ’esperanca
condicionada: h(z) = E(Y |X = 2), la
“corba de regressio de la mitjana”
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" Raé de correlacié

~®5|Corba de regressié de la mitjana: millor
regressié de Ysobre X segons minims

5 in=MSE(E( Y]z))

-

: mesura aqél(e;t‘c)c;r)lcip:e: MSE.
7 T Var(Y)

P Gens 0 < n Y [ X) < T« ajust

total
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o~ Aclariments sobre diapositiva
anterior

Definicid 1 el sentit de rad de correlacié: venen
de la important igualtat

var(Y) = MSE ;  +var{E(Y | X)}

atribuible a error atribuible a regressio

n}

Conseqiiencia d’anterior i de teorema
fonamental d’esperanca condicionada:

E{var(E(Y | X))} = MSE_.
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= e Regressid lineal minim

quadratica

=]Corba de regressié de la mitjana pot ser
intractable, sovint més practic funcions
més senzilles, p.e. lineals h(z)=0r + a.”

“Millor” funci6 lineal?: escollir 51 o
segons el criteri dels minims quadrats
OMSE (o, 3) OMSE («, 3)

=0
oo 00

- cov(X,Y) o 3
b= var(X) E(Y)
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1
o~ Regressid lineal 1 coeficient de
correlacio

=

Els anteriors a1 # minimitzen 1’error
quadratic mitja en ’ambit de les
funcions lineals: MSE, . (a, 0).

=lLa variancia es pot descomposar en
var(Y) = MSE_. (a,3) + 3% var(X)
=l1 fent operacions:
MSE . (a,0) = var(Y)(l — pQ(X,Y))
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= gee Regressid lineal per minims

quadrats i coef. de determinacid

De les darreres expressions:

— Si p = 0 també p? = 0: tota la variancia de Y com
error: la regressié no explica res

MSE . (a,3) = var(Y)
— Si p = £1 també p* =1: tota la variancia de Y és
funcié de var(X): regressié lineal total
2
MSE . (a,3) = 0 = var(Y) = §° var(X)
— Per valors intermitjos de p? (coeficient de

determinaci6) 100p? és el % d’ajust lineal minim
quadratic.
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