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PROBLEMES ESTADISTICA MATEMATICA I

ESTADISTICA MATEMATICA |
PROBLEMES

Repas de variable aleatoria.

1. Sigui X una variable aleatoria amb funcié de distribucio
st Xx<-1
E(l+x/9 si —1<x<0
F(x) =
2+x°) /o si 0<x<2

% si Xx=2

Calculeu:
a) P(X =2)
b) P(x Of 1.3))
o P(xoO(0.2p (1.2))
a P(x ofx ¥ 2x> 1)

2. Sigui X una variable aleatoria amb densitat f(X) = ke ™. Trobeu el valor de K i

calculeu les probabilitats
a) P(x OF 2.2)
b) P(X D{x: [ [x 3 3)

3. Sigui X una variable aleatoria amb distribucié de Rayleigh

Ox szm

si X=0

f(x)= 020’0

si X<0

a) Calculeu la funcio de distribucio.

b) Calculeu I'esperanca, la mediana, la moda, la variancia i la desviacié absoluta

mediana.

¢) L'amplitud d'una senyal de radar enviada des de la superficie del mar segueix
una distribuci6 de Rayleigh. Calculeu o sabent que les mesures efectuades
mostren que I'amplitud supera a X, en el 3% dels casos, essent Xj = -1n0.03.
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4. Es coneix com a funcio de risc d'una variable aleatoria continua no negativa T la
funcio r(t) = f(t)/[I-F(t)], on f és la funci6 de densitat i F és la funci6 de

distribucio.
a) Determineu la funci6 de distribucio a partir de la funcié de risc.
b) Caracteritzeu les variables aleatories amb risc constant.

¢) Calculeu la funci6 de risc d'una variable amb distribucié de Rayleigh.

5. Sigui X una variable aleatoria amb funci6é de distribucié F(x) =1 —2_[X], e 1

(F(X) = 0 en cas contrari). Calculeu I'esperanca i la variancia.

6. La durada en minuts de les trucades en un telefon public té la segiient distribuci6 de

probabilitat
siXx<0

—e ix=0
> S1

Quina ¢s la probabilitat de que una trucada duri més de sis minuts? I de que duri

F(x) = g_le—m _ 1 -[x/3]
2

tres minuts?.

7. Calculeu 'esperanga 1 la variancia d'una variable aleatoria amb funci6 de densitat
a k k-1_-A
) g

f(x)=0 k=11 si x>0 (A>0; k =345,...)
b) ﬁ) si X<0

En =AiX . L . _
f(x):DiZlGi)\ie si x>0 (@, 20,A, >0; i =L...,n; >a,; =1)
&Y

si Xx<0

8. Sigui X una variable aleatoria amb distribuci6 uniforme en l'interval [—1,1] . Trobeu
la densitat de Y = X i de Z =|X|,

9. Sigui X una variable aleatoria absolutament continua amb funci6 de distribucié F.
Demostreu que la variable aleatoria Y = F(X) té distribuci6é uniforme en l'interval
[0,]].

10. Sigui X una variable aleatoria amb funcio de distribucio F(x)=(x +2)’/32 si
X D{ 1,2) (F(x)=0six<-I; F(x)=1six 22). Calculeu l'esperanca 1 la

variancia
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Vectors aleatoris: Discrets i continus

11.  Esllanca un dau equilibrat. Siguin X, Y les variables aleatories definides per:

si el resultat és senar

X =
H si el resultat és parell

1 sielresultatés 1, 203

si el resultat és 4

<
1
mmlmmlm

siel resultat és 506

a) Trobeu les funcions de probabilitat i de distribucié conjunta i les funcions de

probabilitat marginals.
b) Calculeu P(X +Y =0]Y <0) i P(X =1|X +Y =2)

12. Sigui (X,Y) una variable aleatoria bidimensional discreta amb funci6 de densitat:

fouy) = %(i)”(z)“ sixy 0N {4

en qualsevol altre cas

a) Trobeu la constant K.
b) Calculeu les funcions de probabilitat marginals i la funcidé de distribucid

conjunta. Son les variables X, Y estocasticament independents?
¢) Calculeu P[(3< X £5)n (155 Y <20)].

13. La funci6 de densitat de probabilitat conjunta de dues variables aleatories X, Y és:

f(x,y) = %(X +y) six (0,1, yI (0,1)

en qualsevol altre cas

a) Trobeu la constant K.
b) Calculeu les funcions de densitat marginals, 'esperanga i la variancia de X 1Y.
c) Soén les variables estocasticament independents?

d) Trobeu la funcié de densitat de Y condicionada a X = X.

14. La funci6 de distribucié de probabilitat conjunta de dues variables aleatories X, Y
és:
si X<00y<0
\l-p —y
F(x,y)=01-e ) ( -e ) si X2y >0
-y\!"P
)(1 e ) siy>x>0
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essent P un parametre que verifica 0< p<1.

a) Trobeu les funcions de distribucié marginals de X, Y.

b) Trobeu la funci6 de densitat conjunta.

c) Son les variables estocasticament independents?. Quina relacio hi ha entre les
dues variables si p=17.

15. Donades les dues funcions de densitat bidimensionals segiients:

3 —(5x+2y)

) fxy) =k<’ye si Xx=20,y=0
2) fy)=kx> +yHe ™™ s x=0,y=0

Trobeu en cada cas:

a) la constantk.

b) les funcions de densitat marginals.

¢) la funcié de densitat condicionada f (y|x). Son les variables estocasticament

independents?

16. La funcio6 de densitat de probabilitat conjunta de dues variables aleatories X, Y és:

f(X,y) =k(cosx +cosy) si 0<x<m/2,0<sy<T102

Calculeu:
a) la constant k.
b) la funcié de distribuci6 conjunta i les funcions de distribucié marginals. Son X,
Y independents?
c) esperanga i variancia de X, Y.
d) P[(X=2m/6)n(Y=213)] P[X2m/6]Y21]
P[X>m/6|Y=1w3 P(X+Y<1)
P(X <T/4)

17. Sigui (X,Y) un vector aleatori amb funcié de densitat uniforme dins el recinte

delimitat per x =0,y =0 1 x+y =1.

a) Trobeu la funcié de densitat i la funci6 de distribucié conjunta.
b) Calculeu les funcions de densitat marginals. Son X, Y independents?
¢) Calculeu P[1/2<Y<7/8|X=1/3.

18. Com ¢és sabut, en un sorteig qualsevol de la LOTO 6/49 s'extreuen sense retornar sis
(deixant apart el complementari) de les 49 boles (numerades del 1 fins al 49).

Siguin les variables aleatories X = "nombre de boles (de les sis) amb xifra senar",
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Y = [0 sielnombre més petit ha estat inferior a 10
en cas contrari
a) Construiu les funcions de probabilitat marginals i la conjunta.

b) Soén X, Y independents? Trobeu la funcié de densitat de X condicionada a Y.

19. Sigui el vector aleatori ( X,Y,Z) amb funci6é de densitat

f B Ekxyz si(x,y,2)0C
(x,y,2) = ) en cas contrari

onC={(X,y,z) / 0<x<1,0sy<2, OSZS3}.Calculeu:

a) la constant k.

b) totes les funcions de densitat marginals, univariants 1 bivariants. Son les tres
variables estocasticament independents?

c) la funci6 de densitat del vector aleatori (X,Y) condicionat per la variable Z.

d) P[(X<1/2)n(Y>1/2)n(1<Z<2).

20. Sigui el vector aleatori (X,Y,Z) amb funci6 de densitat

f (Xa yaz) - %Xyexp{_ x+§/+z} si X,Y,Z >0

en cas contrari

Trobeu:

a) la constant k.
b) totes les funcions de densitat marginals, univariants i bivariants. Son les tres

variables estocasticament independents? Sén X,Y independents?
c) P(X<Y<2).
21. Es trien punts a l'atzar en C [ Rz, on C= {(X,y) / 0y<x< ]} . Calculeu:

a) les funcions de densitat i de distribuci6 conjunta de la variable aleatoria
bidimensional (X,Y).

b) les funcions de densitat marginals i les funcions condicionades.
c) E(X), E(Y), Var(X),Var(Y), E(Y | X =x)iVar(Y | X =Xx).

d) Comproveu per aquesta distribuci6 bivariant les segiients igualtats (certes per a
qualsevol distribucié bivariant, suposant que E(X), E(Y), Var(X) 1 Var(Y)

siguin finites):

E[E(Y|X)] = E(Y) i Var(Y) = E[Var(Y|X)| +Vaf E(Y|X]
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e) Siguin U,,U, dues variables aleatories independents amb distribucié uniforme
en l'interval [0,1]. Demostreu que els valors que pren el vector aleatori

(max{U | ,UZ} ,min{U | ,UZ} ) sOn punts a l'atzar en C.

22. Sigui el vector aleatori ( X,Y ) amb funci6 de probabilitat

f k ‘A 0,1,2,3 3
= = ; X+y<
(%.Y) E}(%%—x—yg LY =0LSS X7

a) Trobeu la constant K.
b) Calculeu P[(0< X <2)n(Y =3)].

c) Calculeu P(X =1).

23. Considerem tres llangaments d'una moneda i definim les segiients variables
aleatories: X = "nombre de cares obtingudes", Y = "nombre de creus abans de la

primera cara". Calculeu:

a) La funci6 de probabilitat conjunta i les marginals.

b) La funcid de distribucio de X condicionadaa Y = 0.
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Canvi de variables.

24. Siguin X,Y dues variables aleatories independents. La densitat de la variables X és
f(x)=2(1-x) si 0< x<1, mentre que lade Y és f(y)=e "’ si y>0. Calculeu la

probabilitat de que el quocient X /Y sigui inferior a 2.

25. Siguin X,Y dues variables aleatories independents amb distribucié N(0,1).
Calculeu el valor del parametre a per tal de que les noves variables

X+Y X-=Y
U= V =
a a

siguin també N(0,I) independents.

26. Siguin X,Y dues variables aleatories independents amb distribucié exponencial de
parametres O i [3 respectivament.

a) Calculeu Ila funci6 de densitat conjunta de les variables
U =aX +bY, V =aX/by.

b) Soén U,V variables estocasticament independents?.
¢) Caleuleu P((U <1)n (V =2)).

27. Siguin X,Y dues variables aleatories independents amb distribucié uniforme en
l'interval (0,1). Determineu la funcid de densitat i calculeu l'esperanca de la variable
R =max{ X,Y} —midf X.¥

28. Sigui X una variable aleatoria amb distribuci6 exponencial de parametre d.

a) Considerem la variable aleatoria Y = X ”B, B> 0. Trobeu la distribucio de la
variable aleatoria Y, coneguda com distribucio de Weibull de parametres a, [3.
b) Demostreu que la variable aleatoria Z = min{Yl,...,Yn} segueix una

distribucié de Weibull na, B si les variables Y;,...,Y, son independents i

idénticament distribuides a Y.

29. Siguin X,,..., X variables aleatories independents 1 idénticament distribuides.

a) Calculeu la funci6 de densitat conjunta de les variables
W = max{X,,..., X} Z =mif X,,...,X}
b) Suposem que la distribucié de X; (i =1,...,n) és uniforme en l'interval (0,1).
b.1)  Calculeu la distribucio de R =W -Z
b.2) Calculeu la distribucio de Q = Z/W .



PROBLEMES ESTADISTICA MATEMATICA I

30. Siguin X,Y dues variables aleatories independents amb funcid de densitat
f(x)=1 si 0<x<I, f,(y) =(L+y)~ siy >0

a) Calculeu la funci6 de distribuci6 de la variable aleatoria "area del rectangle de

base X i algaria Y".
b) Trobeu, si existeix, l'esperanga de 1'area del rectangle anterior.

31. Siguin X,Y dues variables aleatories independents tals que X es distribueix segons
una uniformement en l'interval (1,3), mentre que la funcié de densitat de Y és
f,(y=e” siy>2

Trobeu la funci6 de densitat conjunta de les noves variables V=X /Y i W = XY .

32. Siguin X,Y dues variables aleatories independents amb distribucié N(0,1). Trobeu
les funcions de densitat de les noves variables Z =/ X  +Y" i W =arctg(Y / X)
(0 <W <21). Demostreu que Z i W son independents.

Coeficient de correlacio, regressio lineal i corba de regressio.

33. Trobeu el coeficient de correlacido de les variables X,Y del problema 22 i del

problema 23.

34. Trobeu el coeficient de correlacid de les variables X,Y del problema 17 i del

problema 21.

35. Siguin X,Y dues variables aleatories independents amb distribucié uniforme en
l'interval (0,1). Calculeu el coeficient de correlacio entre les variables U = XY 1V =

(1-X)(1-Y).

36. Siguin X,Y dues variables aleatories amb distribucié uniforme en l'interval (—1,1).

a) Trobeu el conjunt de possibles valors que pot prendre a = Cov(X,Y).
Determineu el valor de a en els segiients casos: 1) X,Y independents, 2)
X =-Y.

b) Sigui Z =X k, k O N. Trobeu k de manera que Cov(X,Z) =0. Interpreteu el

resultat.



37.

38.

39.

40.

41.

42.
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Siguin X,, X, dues variables aleatories qualsevol amb la condicid de que existeix la

seva variancia 1 és no nul-la. Determineu el coeficient de correlacid de les variables
aleatories Y, = X, + X, 1 Y, = X, —X,. Que succeeix si X,, X, son independents?

Siguin  X,...,X,; n variables aleatories iid (independents i idénticament

distribuides), amb mitjana L 1 desviacio tipica 0. Definim les noves variables
aleatories

i
i=>X;  i=L..,n
j=1

Calculeu el coeficient de determinacio ( p2) entre Y, 1Y, (suposeu sense pérdua de

generalitat que kK <1)

Donades n variables X,,..., X,; qualsevol amb variancia coneguda 1 finita, calculeu

la mitjana i la variancia de la variable aleatoria

Y= i(aixi +b;)

Siguin X,Y dues variables aleatories reduides amb correlacio p(X,Y) =05. Aixi
mateix, siguin també Z,W unes altres dues variables reduides amb correlacio

P(Z,W) = 0.75. Definim el parell de variables U,V de la manera segiient

L(X,Y) amb probabilitat p
uv)=0 .
0Z,W) amb probabilitat 1-p

(0< p<1). Calculeu p(U,V).

Sigui X una variable aleatoria amb distribucié uniforme en l'interval (0,1).
Considerem la variable aleatoria Y =|X —a, on a [ (0,1). Calculeu el coeficient de

correlacio entre X 1 Y. Existeix algun valor de a pel qual les dues variables siguin

incorrelacionades?

Sigui la funci6 de densitat bivariant

f(x,y)=k(x+e’) 0<x<l,0<y <l

Calculeu el coeficient de correlacidé p(X,Y), les rectes de regressid6 minim

quadratiques i les corbes de regressio.
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43. Sigui la funcié de densitat bivariant
fy) =k +y)  0s<x<l,0sys<l

Calculeu el coeficient de correlacio p(X,Y), les rectes de regressio6 minim

quadratiques 1 les corbes de regressio. Interpreteu els resultats.

44. Una variable aleatoria bidimensional discreta X,Y té la segiient funcio de
probabilitat
f(x,yp)=k(i+) x =12,...,n; y; =1.2,....q

a) Trobeu la constant K.
b) Calculeu E(X), E(Y), Var(X), Var(X).
c) Calculeu el coeficient de correlacio p(X,Y)
45. Sigui (X,Y) una variable aleatoria bidimensional de la qual es coneix que les rectes

de regressid son
y=(x+9)/5  x=(y+8)/2

Trobeu el coeficient de correlacio entre X1Y.

46. Sigui (X,Y) una variable aleatoria bidimensional amb funci6 de densitat
f(x,y)=3y/8 si y=0, xy<2,y<2x
(f(X,y)=0 en cas contrari). Trobeu les rectes de regressio, el coeficient de

correlacid 1 les corbes de regressio.
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Funci6 generatriu de moments i funcié caracteristica.

47. Es diu que una variable aleatoria X segueix una funcié degenerada o de Dirac, D(s),

quan agafa un sol valor s[J[J amb probabilitat igual a 1, és a dir,

p(X)=§) Si X=S5

cas contrari

Obteniu la funcid caracteristica, la funcié generatriu de moments, el moment d'ordre

k respecte a l'origen i la variancia.

48. Calculeu la funcid caracteristica i la funcidé generatriu de moments de les segiients

variables aleatories:
a) Una uniforme entre (a, )
b) Una exponencial de parametre Q.
¢) Una normal tipificada.
d) Una gamma de parametres 0 it
e) Una Laplace estandard

f) Una Cauchy estandard

49. Demostreu que la suma de n variables aleatories Bernouilli de parametre p és una

binomial de parametres n i p, utilitzant com eina, la funcié caracteristica.

50. Utilitzant la funci6 caracteristica tipificada o estandard que correspongui obteniu la

funcid caracteristica general de :
a) Unanormal de parametres [l i O.

b) Una Cauchy de parametres [ i A

51. Sigui la variable aleatoria amb funcié de densitat
f(x)=2e* si x>0

Determineu:
a) Funci6 caracteristica.
b) La variancia a través de la funcio caracteristica

c) La funci6 caracteristicade R =0,5X + 3
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52. Mitjancant 1’aplicacio de les propietats de les funcions caracteristiques es demana
les segiients preguntes:
a) Es la suma de dos variables independents de Poisson de parametres 3 i 2, una
variable de Poisson de parametre 5?
b) Es la seva diferencia una variable de Poisson de parametre 1?

¢) Es la variable normal reproductiva respecte a ambdos parametres?

53. La funci6 de densitat conjunta de dues variables X,Y és

fox,y)=2e """ siy>x>0
Trobeu la funci6 generatriu de moments bivariant i, mitjangcant aquesta funcio,
calculeu el coeficient de correlacio p( X,Y).

54. Siguin X,Y dues variables aleatories iid amb funci6 generatriu de moments
Mt)=e""" tO0O

Calculeu la funci6 generatriu de moments de la variable Z =2 X —3Y +4.

55. La funci6 de densitat conjunta de dues variables aleatories X,Y és
f(x,y)=e™ six>y>0

a) Trobeu la funcid caracteristica bivariant i les marginals.

b) Calculeu el coeficient de correlaciéo p( X,Y) utilitzant la funcid caracteristica.

c) Obteniu la funcid caracteristica conjunta de les variables R=2X +Y -1 i
S=X+Y

56. Sigui X una variable aleatoria uniforme sobre l'interval (-1/2,1/2). Sigui X, Xo, ....
,Xn una successio de variables aleatories independents també uniformes (-1/2,1/2).
a) Quina és I’expressio de la funcid generatriu de moments Mx (t) i1 de la funcio
caracteristica Cx (t) de X

b) Utilitzant la funcidé generatriu Mx (t) o la funci6 caracteristica, demostra que

n
1—in 08 N(0,1) quan-[neo
n =

57. Sigui X una variable aleatoria Poisson de parametre A . Sigui X;, X», .... ,X, una
successio de variables aleatories independents també Poisson de parametre A.
a) Troba la funcié generatriu de moments My (t) 1 la funci6 caracteristica Cx (t)
de X.
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b) Si sabent que A = 1, utilitzant la funcié generatriu de moments o la funcid
caracteristica, demostra la convergeéncia en probabilitat de
1 n
—3) X, I» 1 quan n — o
n ,Zl '

58. Obteniu la funcié de densitat o probabilitat de massa, segons el cas, a partir de la
funcié caracteristica utilitzant el teorema d’inversio en el segiient casos.
a) Distribuci6 de Cauchy estandard

b) Distribucié Bernouilli
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Convergencies estocastiques. Lleis dels grans nombres.
Teorema central del limit.

59. Siguin X, X, , ..., X,, variables aleatories uniformes (a, b) independents.
a) Demostreu que Y, = min{X;, X5, ...., X, } convergeix en probabilitat al valor a

b) Demostreu que Y, = max{X;, X, ...., X,} convergeix en probabilitat al valor b

60. Siguin X;, X, , ... , X, variables aleatories independents igualment distribuides.
Considerem les successions

Y,=max{X, X, , ... , X,} Z,=n(1-Y,)

a) Prova que si la distribuci6 comu de X, X, , .... , X,, és uniforme (0,1) aleshores

Z, convergeix en llei a una variable amb distribuci6é exponencial de parametre
o=1.

b) Prova que si la distribuci6 comt de X;, X, , ..., X, és exponencial de
parametre O, aleshores

Wo=min{X;, X, , ...., X,,}
¢s també exponencial per a qualsevol n. Discuteix la diferéncia amb el cas

anterior.

61. Consideren la successio de variables aleatories independents X;, X, , .... , X, on
cada X, és Poisson de parametre A = 1/n.

a) Demostra la convergencia X, - 0 especificant el tipus de convergencia:
ordinaria, en probabilitat, en distribucio, etc

b) Estudia si la successio de v. a. {Y,} tal que
Y] = X] . Y2: X] + Xz 5 eeees Yn: X] + X2,+ iy Xn y een

també convergeix.

62. Siguin (X, Y) dues variables aleatories independents amb distribucié absolutament
continua on E(X) =2/3, E(Y) = 7/6, Var(X) = 2/36 1 Var(Y) = 11/36. Sigui (X;, Y),
(X5, Y2), ..., (X, Yy) parelles de v.a. independents amb la mateixa distribucié que
(X, Y). Suposem n gran. Calcula la probabilitat:

PG+ X+ e + X+ (2) <Y+ Yo o+ Y,)



63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.
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Quantes vegades s’haura de llancar un dau per tal que la probabilitat de
I’esdeveniment { que la freqiiéncia relativa del nombre de vegades que surt el “6”
sigui diferent de 1/6 en menys de 0.01 } sigui més gran o igual que 0.95

a) Utilitzant la desigualtat de Tchebychev

b) Utilitzant el teorema de Laplace-Moivre.

c) Comenta els resultats.

Sigui una successio de variables aleatories {X,} definides com:
1 1 1
PB(n :_H: PB(n = —_H:_
U nth O ng 2

Convergeixen en probabilitat? Convergeixen casi segurament?

Sigui una successid de variables aleatories {U,} amb distribucié uniforme [-n, n].

Estudiar si aquesta successio convergeix en distribucio.

Demostreu que si es compleix:

X, I3 c

aleshores tamb¢ es cert que

X, Ok c

Sigui {X;, n = 1} una successio de variables aleatories independents amb funci6 de
massa
pa(k)=P(X,=k), k=0,1,2,..; n=1,2, ...
1 sigui p(k) = P(X = k) la funci6 de massa d'una variable aleatoria X. Demostreu
que una condicid necessaria i suficient per a que X, convergeixi en distribucio cap a
X €s que
pa(k) - p(k), Ok

Demostreu que la distribucié binomial (n, p) convergeix cap a la distribuci6 de

Poisson (A=np) quann - o ip - 0.

Sigui {X,, n = 1} una successio de variables aleatories amb distribucié X* amb n

graus de llibertat. Demostreu que X,/ n convergeix en distribucio a 1.

Sigui {X;, n = 1} una successidé de variables aleatories amb distribucié t Student
amb n graus de llibertat. Demostreu que X, convergeix en distribucid a una variable

aleatoria X amb distribuci6 normal tipificada.



PROBLEMES ESTADISTICA MATEMATICA I

Distribucions multivariants notables.

71.

72.

73.

74.

75.

Siguin X,Y dues variables aleatories amb distribucié N(0,1) i amb coeficient de

correlaci6 0.5. Suposem endemés que la distribucié conjunta és normal bivariant.

a) Quina és la distribuci6 de la variable aleatoria Z =2 X —7Y +8?
b) Calculeu P(2Y > X +2).

Sigui X una variable aleatoria amb distribucid N(0,1). Suposem que la distribucio

d'una altra variable aleatoria Y condicionada a X =X segueixi una distribucid
N(x,1). Es cert que la variable bidimensional (X,Y) segueix una distribucié normal

bivariant?

Sigui (X,Y) una variable aleatoria amb distribuci6 normal bidimensional de

parametres
20

6
H=(50 45) z=0 LA

Trobeu la distribucié conjunta de les variables aleatories
U=4X+Y V =X +4Y
1 calculeu les probabilitats P(U = 250) i P(V >220).

La distribuci6 conjunta del vector aleatori X = (X, X, X;)" és N(H4,Z), on

& 1 1L

n=( 0 1) z=% 310
| oh

a) Calculeu la matriu de correlacions.
b) Calculeu P(X, + X, + X, <3).
c) Trobeu a de manera que la variable Z=aX, + X, sigui estocasticament

independent de X,

L'ESA (Agéncia Europea de 1'Espai) esta preparant un vol no tripulat a Mart. Siguin
X,Y les desviacions en els dos eixos del pla respecte al punt d'aterratge. Suposem
que X,Y son dues variables aleatories independents amb distribucié normal, amb
esperanga zero 1 variancies iguals. Quina ha de ser la desviacio estandard maxima
permesa per tal de que puguem assegurar amb una probabilitat del 99% de que el

vehicle espacial aterrara a menys de 100 metres del lloc escollit?
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76. A una poblacid, els quatre grups sanguinis es troben distribuits segons els
percentatges:
0=45% A =43% B=8% AB=4%

a) Escollim a l'atzar i en condicions independents 10 individus de la poblacio.
Calculeu la probabilitat de que quatre siguin del grup O, tres del A, dos del B i
un de I'AB.

b) Quina ¢és la probabilitat de que dels 10 individus al menys un sigui del grup
AB?.

¢) Quina és la probabilitat de que dels 10 individus al menys un sigui del grup B o
del grup AB?.
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ESTADISTICA MATEMATICA |
SOLUCIO DELS PROBLEMES

Repas de variable aleatoria.

1. (a) 1/3 (b) 17/18 (c) 13/36 (d) 29/36
2. k=12 (a) 1-¢* (b) 1/2(-e>+1)
BEVER L oom
3. (a) F(x):l—expg?%xzo (b) E(x):a\/% Var(x) =a (2—3)
Moda(x) = a Med(x) = a4/21n(2)

O O Med (X)
E(Jx - Med(x)|) = C!\/EDD\HHQ + \/EE,S -2 FN(O,l)ET%

_J2
(c) a= >

&

Ot C
(a) F(t)=1 —expB—jr(x)dxH t>0  (b) F(t)=1-exp(-ct),t=0

() r(t)=i2,tzo
a

5. E(X)=Var (x)=2
6. P(X>6)=¢?,P(X=3)=1/2(1-¢")
k k - O X qi _ 3 &d
7 @EN =y, Var( s () E - i;? Var (x) = Zi; x B H
_ L _
8. f(y)—2\/y y oo, f(z=1 z0O[o,]

9. F(y)=P(Y<Y)=P(FX)<Y)=....

43
10. E(x)= 5. Var (x) =0.844
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Vectors aleatoris: Discrets i continus.

%/2, siy =-1
11. @) PX)=1/2, x=-1,1; P(y)=0/6, siy = 0
D6, siy =1

/6 siOuy) =L -]
POOYIYZ 506, si(xy)=(L1 1), (L, -1), (1, 0). (1, 1)

O, six21,y=1

5/2, st -1<x<l,y=21 o x21,-1<y<0
F(x,y)=0/3, si -1<x<1,-1<y<l1

2/3 si x210sy<I

o, si X<-1 o y<-1

(b) P(X +Y =0|Y <0)=1/4, P(X =1|X +Y =2) =1
12H” 130"
12. (a) k=1/12 (b) P(x)ZE%ﬁ xON- {G; P(y)=2§§ yON- {G;
F(x,y)=§_(3/4)[ylxl_(2/3)m) iy -
six<lo y<l
(c) P[(3< X <5)n (15< Y < 20)| = 0,00458

13. (a) k=6/5
60, 10 . 60 10 .
(b) f(x)=§§< +5ﬁ51xD(0, 1); f(y)=§§/+§ﬁ51yﬂ(o, )

E(x) = E(y) = 3/5, Var (x) =2/25,Var (y)=11/150, (c) No
D X2 + y

U2 siy0d(o,1
@ f(y|X=0=0g41/0 SYBOD

en qualsevol altre cas
14. (a)

1-¢™) six>0 gl—e_y siy>0
) F(y) = )

F(x) =
en qualsevol altre cas ) en qualsevol altre cas
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i x<00y<0
(b) f(x,y)=01- p)(l—e_x)_p e "™ sixzy>0
1- p)(l—e_y)_p e " siy>x>0
(c)No,p =10 X=Y

15. Funcio 1: (a) k=500/3

125 Sx . 8 - .
(b)f(x):sze5 si X =0; f(y):§y3e2y siy=0

(c) f(y[X=x)="f(y)
Funci6 2: (a) k=1/8

1 -x[ 2 . | 3 .
(b) f(x):ge (x +6) si X 20; f(y):ge y(y +2) siy =0

2 3 -y
X +y)e '
© f(y[X=x=0 ,2,¢ six20,y20 No
%) en qualsevol altre cas
16. (a) k=11
[0 six<0oy<o0

O
[11—(ysenX+XSeny) si 0sx<m/2, 0sy<m/2
_aom m .

(b) F(X,y)—D—(EsenX+Xsen5) si 0sx<sm/2, y>m/2 ,

S];l(gseny+yseng) si x>m/2, 0<y<m/2

H si Xx>7/2, y>1/2
[0 six<0 0 siy <0
F(x)=5be%x+5 si0sxsn/2,F(y):%%y+l S5i0<y<m2
% " S1X>T172 % " sty > 72

No son independents

2

3m 1 Sm 3m 5
E(X)=E(y)= ——-—, Var (X)=Var (y) = + -
(c) E(X) ) g 2 ) () 190 8 4

(d) P[(X 21/ 6)n (Y2 1/3)=0,1280, P[X 21/6|Y = 1/3=0,5477
P[X2m/6|Y=13=0,5733, P(X +Y <1)=0,2927, P(X <Tt/4)=0,6036
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17. (a) f(x,y)=2 si0<x<1,0<y<1-x

0 siXx<0 o y<O0
%2-x)x si0sx<ly>1
E(z-y)y six>1,0<y<1
2

F(x,y)-%ﬁ—mi(l y) +x§—5 silsx+y<2
ng 2 2
(D xy si0<x+y<l
% six=1, y=1

(b) f(x)=2(1-x) six 0(0,1); f(y)=2(1-y) siyD(0,1); No
(©) P[1/25Y<7/8X=1/3=0,25
18. (a) X OH(49,25,6); P(Y=0)=0,27, P(Y = 1)=0,73;
f(x, y) =f(y) f(x | y) on f(x | y = 0) OH(40, 20, 6)  (b) No

19. (a) k=2/9
2
(b) f(x)=2x OSXsl;f(y)=% 0sy<2; f()=gz 0<2<3
4
f(x,y)=xy 0<x<1,0<y<2, f(x,z):gxz 0<x<1,0<z<3;

1
f(y,z):gyz 0<y<2,0<z<3,Si

() f(x,y|z)=xy 0<x<1,0<y<2,(0<z<3)
(d) P[(X <1/2)m(Y>1/2)n(1<Z<2)]=0,078125
20. (a) k=1/243

(v3) ~(z3)

(x - 1
(b)f(x):ge(ﬁ) sz;f(y):%e yzO;f(z):Ee 220
_ XY x+y)/3 _ Y Ay ,
f(xay)_gle XayZOa f(y,Z) 27e yazzoa
f(x.2)= %e‘“”” X,220,8i,Si  (c) P(X <Y <Z)=7/108

21. (a) f(x,y)=2 si0<y<x<l1
[0 six<0 o0 y<O0
2 six<y, 0<x<l1
F(X,y)=y(2x-y) si0<sy<x<l

Ek/(z—y) six>1,0<y<l
H six=21, y=1
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(b) f(x)=2x 0<sx<I;f(y)=2(1-y) 0<y<l1

1
f(xly) = six Oy, 11, 08 [0, 1) F(yx) =~ siy [0, x], 6 [0, 1)

1
(I-y)
(c) E(X) =2/3; E(Y)=1/3;Var(X)=Var(Y)= 1/18;
(d) E(Y|X = X) =§ (x [0, 17): Var(Y|X = x) =);—2 (x 00, 1])
(e) F(xy) =P{(max{U,,U,} <x) n (min{U U} <y)}=....
22. (a) k=1/120  (b) P[(0< X <2)n(Y=3)]=0  (c) P(X 21)=85/120
g/z siy=0
23. () X OB(3,0.5); P(y)=0/4, siy=1
H/8, siy=2,3
__E?/S, si(X,y)=1(2, 0)
POSYIZ 578, si(xy)=(0. 3). (1. 0), (1. 1). (1. 2), (2. 0). (2. 1), (3. 0)
(0 six<l

sil<sx<2

s12<Xx<3

H six=3
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Canvi de variables.

24,

P(X/Y <2) = 0,8522

25 a=+2

[
26. (a) f(u,v) = GBeXpD— +1%+%% u,v>0;

27.

28.

29.

30.

31.

32.

(b) En general no
(©) P((u <HNV22) =

M
aBO( ba[«p( p@ @(2ab+8a) g’_%é %%_1%

f(ry=2(1-r) 0<r<1;ER)=1/3

@F(y)=1-e® y>0 ap>0, f(y)=aBe™ y*" y>0 a,p>0
(b) F@) =P(Z <, 2)=P(min{Y,,....Y} <, 2)= ...

(@ f(w,2) =n(n =D, @), (W[F, (W) ~F, (2] as<zswsh

(b.1) f(r):n(n—l)(l—r)r”_2 0<r<i

(b2) f(@)=m-D1-9" 0=<q<I

Qz B—H siz>0

siz<0

(@) F(2) =

(b) No existeix la E(Z)

(@) (v, w)—— S

Hz -7

(a) f(z,w)= ? siz=0, O<w<2TT

en qualsevol altre cas

_122 1
f(z):%ez siz=0 .f(W):%;[ O<w<2T
siz<0 =) en qualsevol altre cas
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Coeficient de correlacio, regressio lineal i corba de regressio.
33. (22) Corr (X, Y) = -0,4286; (23) Corr (X, Y) =-0,6271
34. (17) Corr (X, Y)=-0,5;  (21) Corr (X, Y) =0.5
35. Corr (U, V) =-5/7
36. -1/3 < Cov (X, Y) £ 1/3; (a.1) Cov (X, Y)=0; (a.2) Cov (X,Y)=-1/3

(b) Cov (X, Z) =0 si k és parell

Var(X,)—Var(X,)

\/(Var(X1)+Var(X2))2 —4Cov’ (X, X,)

Var(X,)-Var(X,)
Var(X,)+Var(X,)

37. Corr (Y1, Y2) =

Si X, X; son independents: Corr (Y, Y3) =

38. pz(Yi, Yy) =k/A

39. E(Y) = i(aiui +b)  Var(Y)= ia?Var(Xi)ﬂiaiaj Cov(X;, X))

1>]

40. p(U, V)= -0,25p + 0,75

3 2

a _a 1
41. p(X, Y) = 3 2 12 : a=0,5
iB—a4 +2a3 —a2 +LH
120 120
e(—e+3
42. pX,Y) = ( )

\/;[(13e2 - 6e +2)(81” ~224e +43) |

. B _2H eetd) O E_L%
rectes M.Q.O.: Y[X vy kD4 e L3¢’ —ge +2 kEB e

1 e(-e+3) O E 2%
XY x—kP - —kEF-=
| b 2el0 g1e® —224e+48 4 e

X 2
1+ ==
corbes de regressio: Y|X y=E(Y|X :X):2—le (0<x<1
I+x-—
e
e’ 1
7+7
XY x=E(X|Y =y)=—2— (0<y<))
e+

2
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43. p(X, Y)=-0,24;

s MQO: YX y-S=——2/4%0 g 2
rectes M.Q.O.: Y714 T 20867257250 35
22 =9/490 9L

X|Y v B

35 497/68600 1400
(2x* +1)

3
corbes de regressio: YIX y=E(Y[X =X) =—7—; (0sx<))
4 (3% +1)
2(sy° +2)
XY x=EX|Y=y)=CZ7 (0<sy<))
5 (4y +1)
a4 () ke — 2
@ g2

(BYEC = WE(H@ +¥@ E(y) = wﬁhn) +2 +34qé

3

(c)Cov(X,Y)=

kgn(1+q)(1+n) Ckan(1+n) 2+4n gn(l+q) 2+4q
6 (h+a+h-g=y, E(Hq” 3 %( 4 E(l+n)+ 3 %

1
45. Corr (X, Y) = ﬁ

46. No existeix la Corr (X, Y). Tampoc les rectes de regressio.

Wz
Dgx (0<x<1
corbes de regressio: YIX y=E(Y|X =X) =D4

B *2D

2

ty
4y

4
X[Y x=E(X[Y=y)== (0<y<2)
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Funci6 generatriu de moments i funcié caracteristica.

47. Mx(t) ="t ;

etB _eta

t(B-a)

b) Mx(t) =-0/(t- a) t<a

48. a) Mx(t) = i

¢) Mx(t) = exp(t*/2) tI
d) Mx(t) = (I1-it/a)™" t<a

e) Mx(t) =

1-t*

f) No es calculen directament. No existeix Mx(t)

49, Teoric

2 2
ipt—

50. a) Cx(t)= € 2

t0
51. a) Cx(t) = 2(2-it)™" tID
b) var(X) =1/4

4eit3

c) Cr(t) = @-in

52.a) Si b) No c) Si

53. Mx,v(t1, t2) =2/ {(t2 -1)(t1 + t2 — 2)}

p(x,Y)=%

54. Mz (t) =) 00

1
55. a) Cix.v(t1, t2) =

Cx(t) =e" tID ;

[t} < 1Cx(t) =

u', =s*; var(X) =0
it _ Litar
Cx()= ——— {0
it(g-a

Cx(t) = -a/(it- a) t0I
Cx(t) = exp(-t*/2) tl
Cx(t)y= (1-t/a) "t

t? +1
Cx(t) = exp(-[t]) tD

b) Cx(t) = """ ¢m

<1, ti+t,<2

ty, tp [0

(it, +it, -1)(it, = 1)

1
(it—-1)°

Cx(t) =

b) p(X,Y) = 1/-2

e
c) Crs(ti, t2) =

-1
(it—1)

Cy(t) =

t, t, 00

(3it, +2it, - 1)(it, +it, —1)

t/2 _ -t/2
56.a) Mx(f) = =~ ©

t00; Cx(t) =

—it/2

it/2
—-€

€ ¢+

it
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57.2) Mx(t) = e®™ t00; Cx(t) = '™ tO0;

58. Calculeu la integral
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Convergencies estocastiques. Lleis dels grans
Teorema central del limit.

59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.

Teoric

a) Convergeix en probabilitat  b) No convergeix
0.5

a)n=27778 b) n = 5336

Convergeix en probabilitat i casi segurament al valor zero
Convergeix en distribuci6 al valor 2

Teoric

Teoric

Teoric: Apliqueu el resultat de 1’exercici anterior

Teoric

Teoric, Apliqueu propietats del quocient de successions de v.a.

Teoric

nombres.
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Distribucions multivariants notables.

71. (a) Z ON(8, +/39) (b)P(2Y > X +2) =0,1251
Moo 10

72, 8i, (X, V) ON[EE

. V P 2 = ;P > =

Dl C
B 33 325
| =
74. @) R=0— 1 —
@) [B{? 1 J6 0O
H_ — 1 H
B2 6 O
(b)P(X, + X, + X, £3) =0,5871
(c)a=-1
75. <33

76. () P(O=4,A=3,B=2, AB=1)=0,0105
(b) P(AB = 1) = 0,3352
(c)P({B=110{AB=>1})=0,7215



PROBLEMES ESTADISTICA MATEMATICA I



