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1) La taula següent  indica les funcions característiques de diverses distribucions:

Nom de la distribució
Densitat
Funció característica

Exponencial de paràmetre  > 0
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Normal de mitjana n i de desviació típica 
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Gamma de paràmetres  i n
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Poisson de paràmetre n
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(Marca l’opció correcta.) Si 
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 són variables aleatòries independents amb distribució exponencial de paràmetre , aleshores la seva suma té distribució

(
Normal de mitjana n i de desviació típica 
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Gamma de paràmetres  i n.

(
Poisson de paràmetre n.

Dóna una justificació basada en la funció característica: és conseqüència de la propietat sobre la

funció característica de la suma de v.a. iid. Si Ci(t) és la funció característica de Xi, 

la funció característica de la suma serà (Ci(t))n, corresponent a segona l’opció.

2) (Marca l’opció falsa.) La matriu de variàncies-covariàncies de cert vector aleatori és la matriu identitat.

(
Això implica que totes aquestes variables són estocàsticament independents dos a dos.

(
La matriu de correlacions també és la matriu identitat.

(
Totes aquestes variables tenen la mateixa variància.

Justificació de la opció triada: incorrelació (valor 0 a la posició i,j, i(j, a la matriu de 
variàncies covariàncies) en general no implica independència estocàstica.

3) Un economista ha escrit un llibre al qual afirma que la covariància entre dues magnituds econòmiques, X i Y, totes dues expressades en pessetes, és cov(X,Y)=2800 i que el coeficient de correlació és (X,Y)=0,953. En actualitzar el llibre vol que totes les magnituds de les quals parla estiguin expressades en euros (1euro = 166,386pta). Escull el valor de covariància que ha d’indicar a la nova edició del llibre, i indica el valor adequat de correlació:

(
16,828




(
0,1011




(
2800




…i la correlació seria =0,953
Justificació: la covariància és un operador bilineal: cov(X/166.386, Y/166.386)=

cov(X,Y)/(166.386x166.386)=2800/(166.386x166.386)=0,1011. La correlació és 

invariant en front a aquestes transformacions.

4) De les següents igualtats o desigualtats, algunes són sempre falses, altres són sempre certes i, finalment, en altres casos no podem dir res, pot ser que sigui falsa en alguns casos i certa en d’altres o simplement no té sentit. Tria en cada cas l’opció que creguis adequada. Suposem que tots aquests moments existeixen. No cal cap justificació addicional ni cap càlcul.
· E(X|Y) - E(X) = 0

( Sempre falsa
( Sempre certa
( No es pot dir

· var{E(X|Y)} - var(X) ( 0
( Sempre falsa
( Sempre certa
( No es pot dir

· E{E(X|Y)} < E(X)

( Sempre falsa
( Sempre certa
( No es pot dir

· E{var(X|Y)}


( Sempre falsa
( Sempre certa
( No es pot dir

5) En un joc molt senzill, cada partida consisteix en apostar una moneda de 100pta. La probabilitat de perdre-les és de 0,95. La probabilitat d’obtenir un premi de 1000pta (i un benefici real de 1000-100 = 900pta) és de 0,05. Les partides, entre elles, són independents. Una persona és addicta a aquest joc i està disposada a canviar, si cal, tots els seus estalvis en monedes de 100 (la qual cosa li permetria jugar bastants milers de partides).

a) Indica a quin valor s’assemblaria cada vegada més el seu guany mitjà (suma total de guanys, positius i negatius, dividida pel nombre de partides jugades) i justifica l’afirmació en termes d’Estadística Matemàtica: Segons les lleis dels grans nombres (en sentit ampli), la mitjana aritmètica dels guanys s’assemblaria cada vegada més a l’esperança de guany d’aquest joc, que és  = 0,95x(-100)+0,05x900=-50
b) Explica a nivell intuïtiu el sentit de la llei forta dels grans nombres per a la mitjana aplicada a aquesta situació concreta: Les lleis fortes dels grans nombres ens indiquen que, sota certes condicions (que es compleixen en aquest cas) la mitjana aritmètica convergeix “quasi segurament” (q.s.) cap a la mitjana teòrica o esperança. Intuïtivament això vol dir que estem raonablement segurs que qualsevol successió de mitjanes aritmètiques corresponent a qualsevol seqüència individual de jugades (i en particular la que realitzaria el personatge de l’enunciat) té com a límit (en el sentit de veritable límit d’una successió de valors reals) el valor –50. És una afirmació global de tota la seqüència. Més exactament, el conjunt format per totes les possibles seqüències de jugades que sí que tenen límit –50  té probabilitat 1, i el de totes les que no tenen aquest límit té probabilitat 0.
Problema 1
(Utilitza aquest full com a primer de la solució i afegeix els fulls que calgui, entrega aquest problema per separat amb aquest full com a portada).

En un recinte ABCDA limitat per la poligonal de vèrtex  A=(1,1), B = (1,2), C = (3,0), D=(2,0) es defineix amb densitat constant una v.a. bidimensional (X,Y). Calculeu:

1. La funció de densitat conjunta.

2. La funció de densitat marginal de X.

3. El moment mixt de primer ordre

4. La funció de densitat conjunta del vector aleatori (W, V) on W= X·Y i V = X.

1. La integral de la funció de densitat sobre tot el recinte ABCD ha de ser 1. Per tant: 


[image: image12.wmf]=-+=-+

==

==-+==

==+=Þ=

òòòòòò

33

23

1220

32

1(,)

23

yxyx

xx

ABCDxyxxy

fxykdxdykdxdykk


 2. La marginal per X serà:
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3. El moment mixt E(XY) serà:
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4. Trobem finalment la funció de densitat conjunta del vector aleatori  V = X, W = XY. La transformació és biunívoca i la transformació inversa és Y = W / V,  X = V. El determinant jacobià d’aquesta transformació és: 


[image: image15.wmf]-

-

¶

===

¶

2

1(1)

(,)

1

1

(,)

0

wv

xy

J

v

vw

v


i la regió en termes de les variables V i W és:
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Per tant:
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Per a trobar la densitat marginal de W, fW(w), caldrà integrar la densitat conjunta de (V,W) per tots els possibles valors de v. A partir de les desigualtats anteriors que relacionen v amb w  hem de deduir el marge de variació de w en general i el de v per cada valor donat de w.

Dels límits del recinte que defineix la densitat conjunta fVW deduïm que w pot valdre com a mínim 0 i com a màxim 2,.

Per cada valor donat de w, quan w estigui entre 0 i 1, v podrà prendre valors entre les solucions (positives) de les equacions w = -v 2 + 2v  i w = -v 2 + 3v:
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mentre que quan w estigui entre 1 i 2, v prendrà valors entre 1 i la solució de l’equació  w = -v 2 + 3v:
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 Problema 2
 (Utilitza aquest full com a primer de la solució i afegeix els fulls que calgui, entrega aquest problema per separat amb aquest full com a portada).

En una població de matrimonis, la talla del  marit, X, i la de la muller, Y, segueixen una distribució normal bivariant (X i Y expressades en cm) 
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a) Tot utilitzant la corba de regressió de la mitjana, calcula la talla més previsible de la muller d’un home que fa 163cm de talla. Determina també la probabilitat que aquest home sigui més baix que la seva muller.

b) S’agafen 10 matrimonis a l’atzar i independents. Definirem la talla estandarditzada del marit del matrimoni i, i=1, …,10, com 
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. Determina el valor v tal que 
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c) Tot utilitzant la funció característica, determina el moment de tercer ordre, E(Y 3), de la talla de les dones.

a) Hem de trobar E(Y|X=163). Pel cas de distribució conjunta normal bivariant tenim que 
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La distribució de Y condicionada a X=163 és 
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, per tant és una N(156,08; 3,57). La probabilitat demanada és 
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(Fixem-nos que es demana la probabilitat per “la seva muller”, la d’aquest home que fa 163 de talla, per tant hem d’utilitzar la distribució condicionada Y|X=163, no la marginal per Y, una N(159;9), que correspondria al cas que es demanés el mateix però per “una dona qualsevol, agafada a l’atzar”.)

b) La variable aleatòria corresponent a la suma dels quadrats de Vi té distribució exacta khi-quadrat amb 10 graus de llibertat. Per tant el valor demanat cal buscar-lo a la taula d’aquesta distribució per 10 g.d.ll i per una probabilitat de 0,10 = 1-0,90 (ja que la taula ens dóna la probabilitat corresponent a la cua de la dreta i no a l’esquerra com indicava l’enunciat). El valor buscat és 15,987.

Possible enfoc alternatiu (no tant adequat): una aproximació normal, a partir del Teorema Central del Límit, encara que n és petit (n = 10) és bastant correcta, sempre que es faci bé. Aquest enfoc és solament aproximat i més complicat que utilitzar directament la distribució khi-quadrat. En concret cal saber (i en aquest cas segurament utilitzaríem ja la khi-quadrat) o demostrar (una mica difícil) que 
[image: image26.wmf](

)

(

)

==

22

1var2

ii

EViV

(i no els valors corresponents a Vi, 0 i 1 respectivament, que porten a resultats molt incorrectes –i encara menys utilitzar els valors corresponents a Xi,, 168 i 36). Per tant, aproximadament, 
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El valor que, segons les taules de la N(0,1), deixa a la seva esquerra una probabilitat de 0,9 és 1,281551, P{Z(1,281551}=0,9. Per tant, 1,281551=(v10)/4,472  i  v =15,731, valor acceptablement semblant al correcte, 15,987.

c) Si no recordem l’expressió de la funció característica normal univariant podem deduir-la a partir de la corresponent a la normal bivariant:
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(i si la recordem o la tenim al formulari, la fem servir, senzillament).

Les successives derivades d’aquesta funció són:
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i atès que i2=-1, i3=-i, tenim que el moment demanat és:
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