Reduccion de la Dimension

Dado un grupo de individuos, caracterizados por n variables aleatorias, resul-
ta interesante, con vistas a analizar como se comporta cada individuo, respecto a
esas variables, resumir la informacién que estas variables aportan, en otro grupo
menor de variables. Este método también se conoce como Andlisis de Compo-
nentes Principales, porque permite explicar la variabilidad del de las variables
observadas, a través de otro grupo de variables que son combinaciones lineales
de las originales que recogen la mayor variabilidad posible.

I.- Planteo del problema.

Supongamos k individuos I; (1 < i < k), representados por los puntos
P; de R™ cuyas coordenadas son las realizaciones z; = (Z;1,%;2,...,Zin) de n
variables aleatorias (X1, X, ..., X,,). El objetivo es construir una variedad lineal
de dimensién ¢ < n que mejor se ajuste a la nuve de puntos P;. Podemos
considerar que esta variedad lineal, sera tal que que la suma de los cuadrados
de las distancias de los puntos P; a la variedad sea minima.

Si su dimensién es ¢ < n, la ecuacién de la variedad afin es:

y=t+ [1v1 + Pova + ... + ,quq (1)

donde v1,vs, ..., v, es una base del subespacio director asociado a la variedad
9 b y Yq y
que lo elegimos ortonormal, es decir:

<w,v; >=46; 1<4,5<¢q (2)
siendo el producto escalar, el producto escalar ordinario, es decir el definido por

la matriz identidad.
Los vectores:

z=z;—t 1<4,j<¢q (3)

pueden descomponerse de forma tnica como:

zi=pi+p 1<i,j<q (4)
donde p; es un elemento del subespacio director de la variedad y p’ es un vector

ortogonal a dicho subespacio.
La proyeccion de z; en la variedad es:

q q q
pi:ZHjUj:Z<Zl‘,’l}]‘>'l)j:z<mi‘_t,vj>vj (5)
j=1 j=1 j=1
La distancia al cuadrado del punto P; a la variedad es |[p|| y su valor es:
12117 = Nl=ill? = Ilpsll? (6)
siendo
Ipill?> = <pipi >=< Y-y <zi—t0; > 05,00 <@i—t,v; >0 >=

= ;:1 <zi—t,v; >2

(7)



Para lograr el objetivo propuesto debemos minimizar la funcién

lep 1> = Z (zill* = llpsll*) =
j=1

k q
:Z<xi—t,wi—t>—z<mi—t,vj>2 (8)
=1 j=1

con la condicién
<w,v; >=46; 1<4,j<q 9)

Si desarrollamos (8) obtenemos:

k n q n
$(t,0) = > (Y (@i —t) (@i —tn) = Y (D (win — tn)vse)?) (10)
=1 h,j=1 =1 h,j=1

Matricialmente esta expresién la podemos poner como:

q n

é(t,v) =traza(X —1')(X —1')' — Z( Z (zin — tn)vjr)?) =

j=1 h,j=1

= tr (X —1t')(X —1¢) - zq:v;(X —1t")"(X — 1¢')v; (11)

siendo

X=(z;) 1<i<k, 1<j<n, 1=(1,..,1)

II.- Resoluciéon del problema.

En primer lugar veremos que vector ¢t y después que vectores v;,vs, ..., 7,
hacen minima la funcién ¢(¢,v).
a) El vector

1
t=7 = (%1,%2,., %) T1= % thi (12)

minimiza la funcién ¢(t,v).
En efecto, cualquier vector ¢ lo podemos expresar como ¢t = Z + a, entonces
la expresién (8) queda como:

k q
o(t,v) :Z(< zi—T—a,z;— T —a> —Z<xi—:i—a,vj >?) =
i=1 j=1
k k E g
:Z||xi—i'||2—22 <z’i—i’,a>+kl|a||2—zz <z;i—Z—a,v; > (13)
i=1 i=1 i=1 j=1

Al ser



se tiene que

k q k
$(t,v) = D llzi—z|P+kl[al’ =D (D < @iv; >* +k < a,v; > —k < ,v; >?)
i=1 j=1 i=1
(14)
La proyeccion de a sobre la variedad es:
q
Z <a,v; > v; (15)
j=1
y su norma al cuadrado es:
q
Y <a,v; >< lal? (16)

=1

siendo igual a la norma de a al cuadrado cuando a = t — Z, pertenezca al
subespacio director asociado a la variedad lineal.

Por todo ello la expresién (14) serd minima cuando a = 0, ya que para
este valor el segundo sumando de (14) es minimo y el vector nulo pertenece al
subespacio director.

El vector t serd pues t = Z, por lo tanto la expresién de ¢(t,v) minima
serd ¢(T,v), o sea:

P(t,v) = tr[(X —13')(X —17')] = ) vj(X —12')'(X — 17); =

k q
= Z llz; — Z||*> — Zv;(X —17") (X — 17" )v; (17)

b) A continuacién pasaremos a calcular los vectores v;, (1 < j < ¢) que
minimizan (17) con las restricciones (9).
Estos vectores v; son aquellos que maximizan

q
B =) vjRy; (18)
j=1
con las restricciones
<w,v; >=6;; 1<4,57<¢q (19)
siendo R
R=(X-1z")(X -1z (20)

una matriz definida positiva.
Vamos a maximizar cada uno de los sumandos de (18), es decir vamos a
encontrar los vectores que maximizan

f(v) =v'Ro. (21)

con la condicién



<v,v>=1.

Sean wy,ws, ..., wy, vectores tales que

Rw; = \w;. 1<i<n (22)

con Ay > Ay >,..,> A, y sujetos a la condicién < w;, w; >= d;; es decir,
wi, Ws, ..., W, s una base de vectores propios ortonormales. Entonces si

n
v = Z oW; (23)
i=1

se tiene

n
flv) = Z a;ajw;Rw; 1<4,j<n (24)

1,j=1

Por (22) y como < w;, w; >= §;;, se tiene que:
n n
f) =) X <) o (25)
i=1 i=1
y por la condicién () se tiene que

<wv,v>= Z a;a;wiRw; = Z a?=1 (26)
i=1

ij=1
por consiguiente f(v) < A1. Es decir, la funcién (24) esta acotada por A\;. Como
f('wl) = w'lRwl = )\1’(1)’1’(1)1 = )\1 (27)

se tiene que el vector w; hace maximo el primer sumando de (18). Los vectores
que hacen maximo el resto de los sumandos, son los vectores propios correspon-
dientes a los ¢ — 1 siguientes valores propios As, ..., A; dados en (22).

En el caso de que algiin valor propio de (22) sea miiltiple se eligen tantos
vectores del subespacio propio correspondiente, como orden de multiplicidad
tenga el valor propio y que sean ortogonales con el producto escalar euclideo
usual. Por otra parte Rw; = \;w;.

En consecuencia la variedad lineal tal que la suma de los cuadrados de las
distancias de los puntos P; a dicha variedad es minima viene definida por:

y==I+ frwi + ... + Baw, (28)

donde T es el vector de medias general y donde w;, 1 < ¢ < g son los vectore
propios de R, correspondientes a los g primeros valores propios de R, correspon-
dientes a los ¢ primeros valores propios en orden decreciente en el caso de ser
distintos y ortogonolales. Si la multiplicidad de un valor propio es r entonces se
eligen r vectores propios ortonormales del subespacio propio correspondiente.



II1.- Propiedad Basica.

La suma de los cuadrados de las interdistancias de las proyecciones de los
puntos P; sobre la variedad (28) es méxima.

Sea F' la variedad lineal g-dimensional (28), las proyecciones en F de los
puntos P; y P; de coordenadas z; = (%1,...,%in) ¥ £; = (%j1,...,Ljn), vienen
dadas por:

Di = 1y ey Ojp
(29)
pj = ajl,...,ajn
siendo
aip = < z,wEp > = Tjwy = WL
(30)
oy = <zwgp> = Tiwy = WL

Por (29) y (30) tenemos que:
d*(pi,pj) = (W' (i — 2;))' (W' (i — 2;)) = (2 — 2;) WW' (s —z;)  (31)

donde W es la matriz que tiene por vectores columna wi, ws, ..., wy.
La suma de los cuadrados de las interdistancias en F' vendrd dada por la
expresion.



Por otra parte tenemos que:
D = i (@—2)WW (x—z;) =
= Zf,j:l(.’c;WW'zi o WW'z; — el WW'z; + 2, WW'z;) =
= Zi‘c,j:1 (e WW'z; — Zf,j:l e WW'e;—
- Zf’j:l e WW'z; + Zf,j:l L WW'z;) =
= kY (@ WWe — kY o WW'z;—
— kYL EWW'z + kY 2 WW ;) =

= %Y (@ WW e -2k FWW e =

= %N (EWWa -2k FWW e,

I
—
oo
o
(b

= 2’“(2?:1(332WW'$¢ - Zle FWW'z;+

= Y (@WWE - WWE =

= 2k(X1,[(af — )WW'(z; — 7)) =

= 2ktr [(X — 12\ WW'(X — 17')] =

= 2ktr [(X — 12\ WW'(X — 17')] =

= 2ktr [W'(X —1&)(X — 1&)'W] =

= 2ktr [W'RW] = 2k(Mwiw; + ... + Aqwywg) =
= 2k(M+ ...+ A) =

Es decir
D =2k(M + ...+ ) (34)

Como hemos visto que los sumandos de la forma «'Ru,con < u,u >= 1,
estdn acotados por Ay,...,Aq, queda demostrada la propiedad, pues cualquier
otra base que no sea la de los vectores propios wj, ..., w, genera una variedad
en la cual la suma de los cuadrados de las interdistancias de las proyecciones de
los puntos P; son mayores.

IV.- Coordenadas Candnicas.

Las coordenadas de las medias poblacionales centradas en el nuevo subes-
pacio de dimensién reducisa g, referidas a los vectores propios de coordenadas
w;, t=1,...,q, son:

Y = W'(X - 17"’ (35)

siendo Y una matriz cuyas filas son las coordenadas de los puntos P; en la
variedad final y la matriz W tiene por vectores columna las componentes de los
vectores w;, 1 =1,...,q.
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