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Introduccio

La matematica i la fisica van tenir en el passat un llenguatge que,
amb el temps, s’ha anat diferenciant. L’origen de d’aquest treball
se situa en la voluntad de comprendre cert capitols de la fisica
des del punt de vista matematics. L’objectiu d’aquest treball és
proporcionar un diccionari que tradueixi termes que s’usen en
fisica de particules a I'idioma de les representacions de grups de
Lie i d’algebres de Lie. També es presenta una introduccié a les
algebres de Clifford, ates que sén objectes matematics basics a
I’hora d’estudiar 'univers. Els grups espinorials, que sorgeixen
com elements de norma 1 d’aquestes algebres, intervenen en el
model estandard, que actualment és ampliament acceptat com
a model per a representar l'univers. Els grups de Lie Spin(2)
i Spin(3) permeten per a comprendre I'electromagnetisme, i els
moments angulars de les particules fonamentals. L’altre grup
calibrador que conforma el model estandard és el grup SU(3).
Aquest dltim grup esta lligat a les carregues de color que porten
els quarks.

Com a referencies per a les algebres de Clifford s’ha usat el
llibre [Lou03], entre altres. La referencia basica que s’ha se-
guit per als grups i algebres de Lie és el llibre [Sim96]. Per
a les representacions dels grups de Lie i de les algebres de Lie
s’han usat les referencies [Ful91] i [Sim96]. Les referéncies per
a relacionar el llenguatge matematic i el llenguatge fisic han es-
tat basicament [Geo99] i [Mul04]. Atesa la gran popularitat de
la fisica de particules s’han emprat també recursos existents en
internet.

El treball esta estructurat en tres blocs. El primer, format
pels capitols 114 déna una breu introduccié al grups espinorials.
En el capitol 4, realitza un estudi dels grups espinorials des del
punt de vista de la teoria dels grups de Lie i de les algebres de
Lie.



El segon bloc esta format pels capitols 2 i 3. Els dos capitols
comprenen una introduccio als conceptes de grups de Lie i algebres
de Lie, aixi com també a les seves representacions. Concreta-
ment, el capitol 2 tracta de les definicions i resultats basics dels
grups de Lie i de les algebres de Lie, aixi com també dels tors
maximals i de les subalgebres de Cartan. El capitol 3, s’orienten

a la teoria de les representacio dels grups de Lie i de les algebres
de Lie.

El tercer bloc, format pel capitol 5, conté una introduccio
a la fisica de particules, des del punt de vista del llenguatge
matematic estudiat en els capitols precedents.



Index

1 Algebres de Clifford i grups espinorials 9

1.1
1.2

1.3

1.4
1.5
1.6

Algebres de Clifford: definicions i conceptes basics 9

Teoremes de classificacié d’algebres Clifford . . . 15
1.2.1 Algebres de Clifford reals . . . . . .. . .. 16
1.2.2 Algebres de Clifford complexes . . . . . . . 20
Algebres de Clifford de dimensi6 petita . . . . . . 21
1.3.1 Lalgebra Cligy . . . . . . . . ... ... 22
1.3.2 Lalgebra Cligy . . . . . . . ... ... .. 23
1.3.3 Lalgebra Clipy. . ... .. ... ... .. 26
Grups espinorials: definicions i conceptes basics . 27
Grups espinorials complexos . . . . . ... . ... 33
Grups espinorials reals de dimensié baixa . . . . . 35
1.6.1 Elgrup Spin(2,R) . . .. ... ... ... 35
1.6.2 El grup Spin(3,R) . . .. ... ... ... 36
1.6.3 El grup Spin(R*,(3,1)) . ... ... ... 40

5



6 INDEX

2 Grups de Lie i algebres de Lie 43
2.1 Definicions i conceptes basics . . . . . ... ... 43
2.1.1 Representacions lineals . . . . ... .. .. 46
2.1.2 L’algebra de Lie del grup O(n,R) . . . . . 48
2.1.3 L’algebra de Lie del grup SU(3) . . . . . . 49

2.2 Algebres de Lie nilpotents i algebres de Lie resol-
ubles . . ... 53
2.3 'Tors maximals d'un grup de Lie . . . . . . . . .. 5}
24 FormadeKilling . ... ... ... ... . .... 58
2.5 Teoremes d’estructura per a algebres de Lie . . . 60
2.6 Subalgebres de Cartan . . . . . ... .. ... .. 64
2.7 El grup de Weyl d'un grup de Lie . . . . . . . .. 7
2.7.1 Diagrames de Cartan-Stiefel . . . . . . . . 77
2.7.2  Definicions i resultats basics . . . . . . .. 78
273 Grup de Weylde SU(3) . ... ... ... 80
2.74 Grup de Weyl de SU(n) . . .. ... ... 81
2.8 Tipus de sistemes d’arrels . . . . ... ... ... 82

3 Representacions de grups semisimples compactes 85

3.1 Introducci6 a la teoria de xarxes . . . . . . . . .. 85
3.2 Xarxes d’arrels i xarxes de pesos . . . . . . .. .. 87
3.3 Foérmula de Weyl d’integracié . . . . . ... ... 95
3.4 Pesos maximals . . . .. ... ... ... 96

3.5 Foérmula dels caracters de Weyl . . . . . .. ... 100



INDEX 7

3.6 Representacions del grup SU(n) . . . . ... ... 103
3.6.1 Representacions del grup SU(3) . . . . .. 105

4 Representacions dels grups espinorials 113
4.1 El grup espinorial com a grup de Lie . . . . . .. 113

4.2 Representacions dels grups de Lie SO(n, C) i Spin(n, C)117

4.2.1 Cas parell: SO(2n,C) . . ... ... ... 117
422 Cassenar SO2n+1,C) . ... ... ... 119
4.2.3 Cas del grup Spin(3,C). . . . . . .. ... 120
4.3 Caracters dels grups espinorials . . . . . .. . .. 120
5 Aplicacions a la fisica de particules 125
5.1 Conceptes i definicions basics . . . . .. ... .. 125
5.1.1 Funcionsd’ona . . .. ... ... ... .. 126
5.1.2  Variables dinamiques simultaniament me-
surables amb precisio . . . . ... ... .. 128
5.2 Models de 'univers . . . . . . ... .. ... ... 130
5.2.1 Introduccié . .. ... .. ... ... ... 130
5.2.2 Teories proposades . . . . ... ... ... 130
5.3 Model estandard . . . . .. ... 132
5.3.1 Particules . . .. .. ... ... ... 133
5.3.2 Particules portadores de materia . . . . . 135
5.3.3 Particules portadores de for¢a . . . . . .. 136
5.3.4 Elbos6é de Higgs . . . ... ... ..... 137

5.4 Barions . . . . . . .. 138



5.4.1
5.4.2
5.4.3
5.4.4
5.4.5

Introduccié . . . . ... 139
Materia barionica . . . . . .. .. ... L. 140
Carregairaresa . . . . . . . . .. ... .. 141
Ressonancies hadroniques . . . . . . . .. 142

Nombres quantics de les particules consti-
tuents . . . . ... 143

5.5 Diccionari . . . . . . ... 145



Capitol 1

Algebres de Clifford i
grups espinorials

En aquest capitol donarem una breu introduccio a les algebres de
Clifford i als grups espinorials. Aquests grups sorgeixen de forma
natural de les algebres de Clifford com a grup dels elements de
norma la unitat.

1.1 Algebres de Clifford: definicions i
conceptes basics

En aquesta seccié K denotara un cos (de caracteristica diferent
de 2) 1 V un K-espai vectorial de dimensi6 finita. Denotarem per
(V,q) un espai vectorial amb una forma quadratica ¢ associada.
Si no diem el contrari, ¢ sera no degenerada.

1.1.1 Definicié. Un vector v € V' és isotrop si compleix ¢(v) =
0. Altrament es diu que és anisotrop.

1.1.2 Definicié. Sigui A una K-algebra. Es diu que A és com-
patible amb (V. ¢) si A conté V' com a subespaiisi z? = q(z)-1 €
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10 Cap. 1. Algebres de Clifford i grups espinorials

A, per atot z € V. Siidentifiquem K-1 = K, laigualtat d’abans

passa a ser 22 = q(z).

Donada una algebra A compatible amb l'estructura quadratica
de (V,q) esta estretament lligada a Uestructura d’algebra. Ob-
servem que

gz +y) —q(z) — qly) = (x4 y)* — 2> —y* = zy + ya.

D’aquesta manera, si B denota la forma bilineal sobre V' associ-
ada a ¢ es té la igualtat 2B(x,y) = zy + yx, per a tot z,y € V.
En particular, x i y sén ortogonals en V si, i només si, xy = —xy
en A. A continuacié esmentem resultats sobre compatibilitat.

1.1.3 Lema. Siguin A una K-dalgebra compatible amb (V,q).
Sigui 0 # v € V. El vector v és invertible en A si, i només
si, v €s un vector anisotrop en V.

DEMOSTRACIO. Si v és anisotrop, la igualtat v* = ¢(v) implica
que l'invers de v és v/q(v). Reciprocament, suposem que uv =
1,u € A. Llavors ¢(v)u = v?>-u =v-vu = v, i v # 0 implica que
q(v) #0. O

1.1.4 Lema. Siguin A una K-algebra compatible amb (V,q), i
x € V un vector anisotrop. Llavors la reflexio s, en [’hiperpla
ortogonal a x, definida per

2B(u, )

sm(u):u—w-x

amb u € 'V, és igual a menys la conjugacio per x sobre V en
lalgebra A.

DEMOSTRACIO.
2B(u,x) U + ux
Sp(u) =u— T =u— x
q(z) . q(z)
=U—U—TU — = —xuUr L.
q(z)
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1.1.5 Definicié. Una K-algebra C compatible amb (V] q) es diu
que és una algebra de Clifford per a (V, q) si compleix la segiient
propietat universal: per a tota K-algebra A compatible amb
(V,q), existeix un tnic homomorfisme d’algebres ¢ : C' — A tal
que el diagrama

C——A

|/

V

és commutatiu. Denotarem aquesta algebra per C(V, q).

1.1.6 Teorema. Donats un K-espai vectorial V i una forma
quadratica q, aleshores l'algebra de Clifford C(V,q) existeix i és
unica, llevat d’isomorfismes.

DEMOSTRACIO. Siguin

T(V)=EPve

120

I'algebra tensorial de V' i I(q) 'ideal generat pels elements z ®
r—q(z)-1 e T(V). Definim C(V) := C(V,q) = T(V)/I(q).
D’ara endavant si no hi ha confusié obviarem ¢. Evidentment
podem considerar V' dintre de C(V') mitjancant la imatge per
I'aplicacié injectiva de V®! = V. A partir de la definicié, és obvi
que C(V) és una algebra de Clifford per a (V,q). Notem que V
genera C'(V') com a anell i com a K-algebra.

Observem que T'(V') és una algebra graduada i tots els gen-
eradors z @ z — g(x) de I(q) estan en la suma de components
homogenies de T'(V') de grau parell. D’aquesta manera, C'(V') té
I'estructura heretada de (Z/27Z)-algebra graduada. Sigui (V') =
V@ . La imatge per Paplicacié quocient de ¢T%(V') amb i parell
és denota C'(V)? i s’anomena la subalgebra parella de C(V'). De
manera similar, la imatge de @T"(V) amb i senar, s’anomena la
part senar de C'(V'), que no és subalgebra. Tenim les relacions

C(V)yC(vy ccv)™,
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on ¢,j it + j s’interpreten modul 2. O

1.1.7 Observacid. Si q és la forma quadratica nul-la sobre V,
aleshores I(q) és 'ideal bilateral generat per x @ x (x € V') en
T(V). D’aquesta manera, 1'algebra de Clifford C(V, 0) coincideix
amb l’algebra exterior A (V).

Prenem una base ortogonal {zi,...,z,} de V, que es pot
demostrar que existeix pel metode de Gram-Schmidt.

Per les observacions fetes anteriorment, z;x; = —xz;x; (i # j),
i 22 = g(z;) en C(V). D’aquesta manera, el K-espai vectorial
C(V) esta generat pels productes de la forma {z{'---x& : e; =

0,1}. En particular, dimgx C(V) < 2" on n = dimg V.

1.1.8 Lema. Si(V,q),(V',q") son espais quadratics, ezisteix una
aplicacié exhaustiva f : C(V L V') — C(V)QC(V') en la cate-
goria de Z/27-algebres graduades.

DEMOSTRACIO. Lareglac(z,2') =2®1+1®2', ambz eV i
2’ € V', clarament defineix una aplicacié injectiva de V' L V' en
C(V)®C(V"). Aixi, doncs,

(rR1+1®2)? =2°01+1Q2”%+
+teel)(ler)+ (1) (ze1)
=qr) +q(@) +r@a’+(-1) -z
= (¢ L ¢')(z,2").

Per la propietat universal de les algebres de Clifford, existeix
un tnic homomorfisme f : C(V L V') — C(V)®C(V'), el qual
coincideix amb ¢ sobre V' L V'. Es pot comprovar que f és
homogeni de grau zero. Resta provar només l'exhaustivitat de
f. Com a K-algebra, C(V)&C (V') esta generada pels elements
delaformaz®1il®a’, (r € V,2’ € V'). Com que tots estan
en la imatge de f, concloem que f és exhaustiva. O
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1.1.9 Teorema. Si (V,q) és un espai quadratic de dimensio n,
llavors dim C'(V') = 2". En particular, si {1, ...,z,} és una base
ortogonal per a (V,q), llavors {z{* --- x5 1 e; = 0,1} és una base
de C(V).

€n
n

DEMOSTRACIO. Demostrem-ho per induccid.

Sigui n = 1. Considerem V = (a), un espai quadratic de
dimensié 1 amb matriu (a), i base (x). En aquest cas, T(V) =
K|z], i I(q) és l'ideal generat per z* — a. Per tant, C(V) =
Klz]/(x?* — a). Aleshores, C(V) = K(y/a), si a ¢ K**, una base
posible és (1,+/a), entés com a K-espai vectorial.

En general, per a n > 1, prenem una descomposicié ortogonal
V =U LU on U té dimensi6é 1. Tenim C(V) = C(U L U’)
i per 1.1.8 s’aplica en C(U)®C(U’), tenim que dimC(V) >
dim C(U") dim C(U). Per hipotesis d’induccid, dim C(U) = 271,
i pel que hem vist en el cas n = 1, dimC(U’) > 2. Per tant,
ja que hem vist anteriorment que dimg C(V) < 2", tenim que

1.1.10 Corol-lari. dimC(V)? = dim C(V)! = 271

DEMOSTRACIO. Donada una base ortogonal {z1,...,z,} sobre
(V, q), lasubalgebra C'(V)" esta generada per {z§' - - xé : Y ¢; €
27Z}. A més, aquests elements formen una base per a C'(V)" com
a K-espai vectorial. El nombre d’elements d’aquestes bases és
clarament 271,

Un raonament similar és valid per a C'(V)!. O

Siguin V, V' espais quadratics, i o una isometria injectiva de
V en V'. El caracter universal de C'(V') diu que existeix un unic
homomorfisme, que denotem C(c), de C(V) a C(V') que estén
o. Podem dir que C és un functor que va de la categoria dels
K-espais quadratics a la categoria de les K-algebres graduades.
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Es pot comprovar que es comporta bé respecte d’extensions de
cossos. Es a dir, si K C L és una extensié de cossos, llavors, per a
qualsevol altre L-espai quadratic (V) q), existeix un isomorfisme
natural L ®x C(V,q) ~ C(L®k V,L ®k q), on L Qg q denota
la forma quadratica, que pot prendre valors en L, obtinguda per
extensio natural de q.

A continuacié estudiem els homomorfismes principals de les

algebres de Clifford.

1.1.11 Definicié. Sigui C' una K-algebra. Es defineix 'algebra
oposada de C, denotada C°?, com la K-algebra formada pels
mateixos elements de C' amb el producte com a -?b =05 a.

1.1.12 Definicié. Sigui A una algebra. El centre de 'algebra
A és el conjunt d’elements

Z(A)={r €A | za=ax peratotac A}.

1.1.13 Definicio. Sigui A una K-algebra.

e Es diu que A és una algebra central si Z(A) = K.

e Es diu que A és una algebra simple si A no té ideals bila-
terals propis.

e Es diu que A és una algebra central simple (CSA) sobre K
si satisfa les dues condicions anteriors.

1.1.14 Definicié. L’automorfisme «a : C(V) — C(V) definit
de manera que si v € V, aleshores a(v) = —v, s’anomena la
involucié principal de 'algebra de Clifford.

1.1.15 Definicié. L’automorfisme 5 : C(V) — C(V) definit de
manera que si u = uy - --u, € C(V), aleshores 5(u) = uy, - - - uq,
s’anomena ’antiautomorfisme principal de 1’algebra de Clifford.

1.1.16 Definicié. La conjugacié de Clifford, o simplement la
conjugacio, és 'antiautomorfime v := foa = a o [.
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1.1.17 Proposicid. FEuxisteix un unic automorfisme d’algebres a
sobre C'(V') que és menys la identitat sobre V.. L’homomorfisme
a és d’ordre 2.

DEMOSTRACIO. Usant la unicitat de la construccié de I'algebra
de Clifford, pero considerant I'aplicacié o : V' — C(V') definida
per a(v) = —v. O

1.1.18 Proposicid. FEzisteix un unic antiautomorfisme 3, d’al-
gebres sobre C(V') que és la identitat sobre V. L’antiautomor-
fisme (3 és d’ordre 2 (llevat quan dimV = 1), i estabilitza C(V')°
i (V)L

DEMOSTRACIO. Denotem C°P I'algebra oposada de C := C(V).
Llavors, clarament, C'? és també compatible amb ¢g. D’aquesta
manera, existeix un unic homomorfisme 3 : C' — C que és la
identitat sobre V. L’homomorfisme § és un epimorfisme i, per
tant, un isomorfisme. Siidentifiquem C'? amb C', com a conjunt,
llavors 3 equival exactament a un antiuautomorfisme sobre C' que
és la identitat sobre V. Tenim, a més, B(uy - - Uy,) = Up, - - - U1,
la qual cosa implica la resta de la proposicié. O

1.1.19 Observacio. Les aplicacions [ i 7 coincideixen sobre

'algebra parella, C'(V)°.

1.2 Teoremes de classificacié d’algebres
Clifford

En aquesta seccié donarem algunes propietats de les algebres de
Clifford, tant reals com complexes. Basicament explicarem els
teoremes de classificacié d’aquestes algebres.
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1.2.1 Algebres de Clifford reals

Comencarem estudiant les algebres de Clifford reals donant al-
guns teoremes de classificacio.

Anomenarem algebra real de Clifford C/, ), 'algebra de Clif-
ford C(R", q) on

q:$%+“'+$3_($3+1+-~+$3+s)

i r+s = n. Notarem la norma euclidea definida, amb el polinomi
¢ tenint s =0, com || - ||. Veurem que totes les algebres de Clifford
reals poden construir-se a partir de les algebres R, C i H, on H
denota I’algebra de quaternions reals de Hamilton.

1.2.1 Lema. Es tenen els isomorfismes segiients:

(i
(ii

) Cloyy =C

)
(i)

)

)

cl
Claoy~R®R
Clo ~ H

(iv) Clig0) ~ M(2,R)

(v) Claqgy ~ M(2,R).
1.2.2 Lema. FEs tenen els isomorfismes segiients:

Clionr2) = Clino) @ Cloa),
Clint2,0) =2 Clion) @ Cliao),
Cg(s+1,7“+1) = Cg(s,r) & Cé(l,l)a

per a tot n,s,r > 0.
DEMOSTRACIO.  Sigui qoni2(z) := —|lz||?, on |z|| denota la

norma euclidiana estandard sobre R"™2 i sigui (ey, ..., €,42) una
base ortonormal per a R"™2. Sigui també {e/, ..., €/} un conjunt
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de generadors de Cl, o) i sigui {e7, €5} un conjunt de generadors
de Cl(g,2). Definim una aplicacié lineal f : R**? — Clin0)@Cl 2
per la seva accié sobre la base (eq, ..., €,12) com segueix:

1®e’ sin+1<i<n+2.

—n)

/ " _n : .
e; ®eje sil<i<n
f<€z> {z 1%2»

Observem que per a 1 < 1,7 < n, se satisfa

f(el-)f(ej) + f((f])f(ez) = (6;63 + 6;6;) (059 (6/1/6/2/)2 = —26”1 & 1,

p " n __ " 1" m2 __ L N ! !
ates que ejey = —ejey, (€f)? = —1, i eje} = —ele}, per a tot

i # j,1(e})? =1, per a tot i amb ¢ < u < n. També, per a

(2

n+1<14,7<n+2 estéque
f(ei)f(€j> + f<€])f(€z) =1® (6;’_ne;'_n + 6;'/_”6;/_”) = _25U1 &® 1,
i

flei) fler) + flen) f(ei) = 2¢; @ (efeye, 4 e, pefey) =0,

peral<ij<nin+4+1l<k<n+2(ates que e, =¢€] o0

el . = ey). D’aquesta manera, tenim que

f(;p)Q = —||x||2 -1® 1 per a tot x € R™H2

i, per la propietat universal de Cf(g 2, existeix una tinica apli-
cacié d’algebres

[ Clonta) — Clno) @ Clga).
L’aplicacio fés exhaustiva ja que Im(f) conté el conjunt de
generadors. Per tant,

djm(Cﬁ(O,Twz)) —ont2 —9n .9 — dim(Cf(nvo)) dim(CE(o,z)) =
= dim(Cl(n,0) ® Cl(0,2)),
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i f és un isomorfisme. La demostracio de la segona identitat és
analoga. Per a la tercera, tenim que

=Rt (@ R,

i sigui (ey, ..., €11, €1, ..., €s11) Una base ortogonal de R™"*2 per
tant ¢ri1541(€) = +11 @ry1s41(€;) = =1 peri=1,..,r+11i
j=1,...,s+1. Per tant, sigui {¢}, ..., e}, €, ..., €.} un conjunt de
generadors de Cl(, ) i sigui {ef, €]} el conjunt de generadors de
Cl(1,1y. Definim una aplicacié lineal f : R™%2 — Cl(, ;) @ Cl 1)

per 'acci6 sobre les bases com segueix:

fe ei@elel, peral<i<r,
;) =
' l®el, perai=r-+1,

Flep) = €;@ejef, peral<j<s,
1 ® €, peraj=s+1.

Podem comprovar que
f(x)? = gri15101(2) - 1® 1, per atot x € R™H2,
La demostracié acaba igual que en 'apartat anterior. O

1.2.3 Proposicio. Es tenen els isomorfismes d’algebres segiients:

M(m,R) ® M(n,R) ~ M(mn,R),
M(n,R) ®r K ~ M(n, K),
CerC ~ CaC,
C Xr H ~ M(?,C),
H op H ~ M(4,R),

ambm,n>01K =C o bé K =H.

1.2.4 Teorema. (Periodicitat de Cartan-Bott) Peratotn >
0, tenim els isomorfismes seguents:

Clionts)y =~ Clion @ Clog),
Cg(n_,_&o) >~ Cg(mo)@CE(&o).
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A més,
Cg(o,g) ~ Cg(&o) ~ M(16,R)
DEMOSTRACIO. Pel lema 1.2.2, es tenen els isomorfismes

Clinp) @ Clo g,
Clion) ®@Cl,

Cg((),n+2)
Clint1,0)

~
~

i, d’aquesta manera,

Clion+s) = Clinte,0) @ Clioa) = Clionta) @ Cliggy @ Cligg) = - -+
C£(07n) & Cf(gp) & 66(072) (02 65(270) & 65(072).

Ates que Clg o) ~ H i Cl(39) ~ M(2,R) tenim per la proposicié
1.2.3 que

Cliao) @ Clig2)y @ Cliggy ®Clpy ~HOH ® M(2,R) @ M(2,R) ~
M(4,R) ® M(4,R) ~ M(16,R).

El segon isomorfisme es prova de la mateixa manera. O

1.2.5 Observaci6. Aixi, doncs, pels teoremes anteriors, les algebres
de Clifford reals associades a (n,0) i (0,n) sén donades per la
taula segiient:

n Cﬁ(mo) Cﬁ(o,n)

0 R R

1 C RoR

2 H M(2,R)

3 H o H M(2,C)

4 M(2, H) M(2, H)

5 M(4,C) M(2, H) ® M(2, H)
6 M(8, R) M(4, H)

7 | M(8,R) @ M(8,R) M(8, C)

A més totes les altres sén determinades per la periodicitat de
Boot; és a dir,

Cf(H_&O) ~ Cf(no) @D M(16, R).
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Es pot veure també que
Cﬁ(r%»l,s) = Cg(s+1,r)

1 que
Cﬁ(r,s) ~ Cgt()r,s+1)7

on CE[()mH) denota I'algebra parella de C{(;. s11).

1.2.2 Algebres de Clifford complexes

En aquest apartat estudiarem les algebres de Clifford que venen
del pla complex C. Notarem ’algebra de Clifford complexa per
C{(n, C) ates que no pot haver-hi confusié, ja que en aquest cas es
ben conegut el fet que tota forma no degenerada es pot expressar

de la forma
2

q(z1, .., 1p) = 27+ -+ 22,
en alguna base ortonormal. Aixi, doncs, tenim el teorema segiient:
1.2.6 Teorema. FEzisteix un isomorfisme
Clin+2,C) ~Cl(n,C)®c CL2,C),
amb CL(2,C) ~ M(2,C).
DEMOSTRACIO. Ates que pellema 1.2.2 Cl(n,C) = CQrCln) =
C ®r Cln ), tenim

CUC,n+2) = C®r Clonsz) ~ C @R (Clino) @r Clo)) =
~ (C®r Cling) ®c (C® Clo).

Ates que Clp o) = H, Cl(n,C) = CRrClpp i CorH ~ M(2,C),
i aconseguim C¢(2,C) ~ M(2,C) i

Cl(n,C) ~Cl(n,C) @c M(2,C),

i el teorema queda provat. O
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1.2.7 Corol-lari. Se satisfa que

Cl(2k,C) ~ M(2k, C)
Cl(2k +1,C) ~ M(2*,C) @ M(2F, C).

1.2.8 Observaci6. Tenim la segiient taula per a les primeres
algebres de Clifford complexes.

Cl(n,C)
C
CeC
(2,C)
M(2,C) @ M(2,C)
M(4, C)
M(4,C) @ M(4,C)
M(8, C)
M(8,C) ® M(8,C)

O U W - O S

1.3 Algebres de Clifford de dimensi6
petita
En aquest apartat treballarem els exemples de les algebres de

Clifford
Cl(2,R) :=Cl(V,q)

amb V =R?1i ¢ =2} + 123,
Cl(3,R) :=CL(V,q)
ambV =R%1¢=2a?+ 23+ 23 1
CUR*,(3,1)) :=CLl(V,q)

amb V =R*i g =23 + 23 + 23 — x3. Per tal de no carregar la
notacié usarem la notacié abreujada de les algebres de Clifford,
és a diI‘, Cé(gp), C€(370) 1 66(3’1).
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1.3.1 L’algebra Cl

Com se sap, els espais vectorials estan dotats de dues operacions
basiques, la suma (i la resta) i el producte per escalars. En
aquesta apartat, dotarem d’un producte a l’espai vectorial R2.

Donada una base ortonormal (ortogonal i unitaria) de R?, a-
nomenada {ej, ez}, es defineix el producte de vectors de la man-
era segiient:

e?=e3=1

€12 = €1€9 = —E€9€].
Anomenem l'element ej5 bivector, i es pot interpretar com una
unitat d’area del pla, amb una orientacio.

1.3.1 Definicié. Es defineix el producte de Clifford de dos vec-
tors a = aje; + ases i b = biey + byey segons

ab = (a1b1 + blbg) + (a1b2 — agbl)elg.
Els elements (1, e, €9, €12) formen una base que anomenarem,

de Palgebra de Clifford Cf(s,0) dels vectors del pla R?. Els ele-
ments d’aquest R-algebra es poden escriure de la forma

a = ag + a1€e1 + azes + ajz€12.

Observem que 1'algebra de Clifford és un espai lineal real de di-
mensioé 4.

Ates que Clp) és un algebra de dimensi6 4 sobre R, és iso-
morfa, com a algebra associativa, a 1’dlgebra de matrius M(2, R),
segons la correspondencia

-

€1

12

_ o O = O =
|

O R~ OO
&)
no
|
VRN
)
(el
N——

12

€12
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Podem observar que
2= = =1
(612) — €1€2€1€9 — —€1€1€2€9 — — 1.

Podem considerar, en un sentit geometric, que e;s = 7 i ¢ és
la unitat imaginaria v/—1. Per tant Cl(2,0) conté a un subcos
isomorf a C (generat per {1,4}) i també conté I'espai vectorial R?
(generat per {ej,es}). Es pot observar que C és una subalgebra
de Cl (2, 1 denotada per 66?2,0)7 i que correspon a la subalgebra
parella. A Daltra part, en aquest cas R?, I'anomenem la part
senar de Cl(z) i la denotem per Cf%z,o). Amb aquesta notacio,
observem que

Cliz0)Clizg) S Cliz ),

Aquestes observacions es poden expressar dient que I’algebra de
Clifford Cl 9y és una (Z/27Z)-algebra graduada.

1.3.2 L’algebra C/ 3,

Suposem que en R? tenim una base de vectors ortogonals {e;, e, €3}
L’algebra de Clifford Cl(3y de R? és una algebra associativa gen-
erada pel conjunt {eq, es, 3} satisfent les relacions

2 2 _ 2 _
e; = 1, e; =1, e; =1
€162 = —€2€1, €163 = —€3€1, €263 = —€3€9.

Aquesta algebra Cl(3oy té dimensié 8 i admet els elements
segiients com a base
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1 I'escalar

e1, €2, €3 vectors

e1€s, €163, €23  bivectors

e169€3 I'element de volum.

Aquesta algebra de Clifford pot ser representada per 1’algebra
de matrius M(2, C). En aquests cas la correspondencia s’expressa

01 0 — 1 0
612(1 O), 622(7; O), 632<0 _1)

A aquestes matrius se les anomena les matrius de Pauli. La
diferéncia essencial, com abans, és que C{3 o) conté una subalgebra
distingida, R3, en la qual el quadrat d'un vector és igual a la seva
longitud al quadrat, és a dir, z? = ||z

Es pot observar que l'element eqp3 commuta amb tots els
e1,ez,e3 i, a més, amb cada element de Cl30). Es a dir, els
elements de la forma

_(rxt+uw 0
commuten amb tots els elements de Cf30). La subalgebra dels
escalars i dels 3-vectors

3
R &P /\]Rg = {JI + yelgg\x,y S R}
és el centre de Cl(3). Observem que €3,; = —1, per tant

Z(Cg(:a,o)) ~ C.

Igual que en el cas de Cl(2), podem estudiar la subalgebra
parella. En aquest cas esta formada pels elements 11 eq9, €13, €93.
Representada matricialment tindrem que

L (wtiz wwty

w+l’€23+y631+2612_ (’LSC-:I/ w—z’z) .

Aquesta subalgebra parella és isomorfa a 'anell de divisié dels
quaternions de Hamilton amb la segiient correspondencia
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H| Clsy
1 —E€923
J —€31
k —€12

1.3.2 Observacié. L’algebra de Clifford Cl(3 ) conté dues sub-
algebres, una isomorfa a C, el centre, i 'altra isomorfa a H, la
subalgebra parella. Observem els segiients fets:

e ab=baperacCibeH.
e Cl30) ¢s generada com a algebra real per C i per H.

o (dim C)(dimH) = dim C/ 3.

Aquestes tres observacions poder ser expressades com

C X H ~ Cﬁ(gvo).

L’algebra de Clifford C{(3 té tres involucions similars a les con-
jugacions complexes. Prenem un element arbitrari

u = (u)o + (u)1 + (u)2 + (u)3 € Clz0),
escrit com a suma d’'un escalar (u)o, un vector (u);, un bivector
(u)o 1 un element de volum (u)s. Observem que els automor-

fismes 1 els antiautomorfismes de la seccié anterior coincideixen
amb:

a(u) = (u)o — (u)1 + (u)s — (u)s involucié principal,
B(u) = (u)o + (u); — (u)s — (u)s antiautomorfisme principal

y(u) = (u)g — (u); — (u)e + (u)s conjugacié de Clifford.
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1.3.3 Observacié. Tal i com hem vist en la seccié anterior, per
a tot x € C/3 tenim que

Aquesta propietat és un si, i només si, és a dir de f(x) = y(x)
se segueix que = € Cﬁ(()&o).

1.3.4 Observacid. Segons aquesta notacié, la norma de I’algebra
de quaternions de Hamilton és donada per

N(x) = a7(x) = 2B().

1.3.3 L’algebra Cl 1.

Suposem que tenim una base {ej, ez, e3,e4} de R* de vectors
ortogonals per la forma quadratica

q =i+ + 25— 7).
L’algebra de clifford de Clqy := C{(R?*, (3,1)) esta generada
multiplicativament pel conjunt {ej, eq,e3,e4} satisfent les rela-

cions
ef=1, es=1, es=1, e =-1. (1.1)

Denotarem els elements e;ejer, = e;;,. L’algebra de Clifford
Cl(3,1) té dimensi6 16 i admet els elements segiients com a base

1 I’escalar
€1,€2,€3,€4 vectors

€12, €13, €14, €23, €24, €34  bivectors

€123, €124, €134, €234 elements de volum
€1234 pseudoescalar.

Amb les relacions de 1.1, aquesta algebra de Clifford pot ser
representada per 1'algebra de matrius M (16, R). En aquest cas,
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la correspondencia s’expressa segons

10 0 0 O 1 0 O

o) ~ 0O -1 0 O e 10 0 0
{0 0 -1 0}’ ({0 0 0 1}’
0O 0 0 1 0O 0 1 O

0o 1 0 0 0O -1 0 O

oy 10 0 0 el 10 0 0
{0 0 0 —-1}" 10 0 0 -1
0 0 -1 0 o 0 1 O

L’algebra de Clifford parella, tindra dimensi6 8 i, pels teo-
remes de Cartan-Bott,tenim que

CU(R*, (3,1))" ~ Cl(3,R).

En general, per a qualsevol algebra de Clifford tenim involu-
cions i automorfismes com els anteriors definits per la taula
segiient:

—_

2
+ -

T 0

« + -
B + +
v +

on les coordenades es consideren respecte de la base habitual,
{aft - alr 1 e; =0,1} 1

u = (u)o + (u)1 +--- + (u), € CLV,q).

1.4 Grups espinorials: definicions i con-
ceptes basics

En aquest apartat donarem una definicié general dels grups es-
pinorials. En ell, V' denotara un K-espai vectorial de dimensio
finita i ¢ una forma quadratica no degenerada.
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1.4.1 Definicié. Es defineix el grup ortogonal O(V, ¢) com

O(V,q) :=
{A e GL(V) : ¢(A(v)) = q(v), per atot v € V},

Donat un vector anisotrop u en l'espai quadratic (V, q), de-
notarem per s, la reflexié respecte de I'hiperpla u*

1.4.2 Teorema. (Cartan-Dieudonné) Sigui (V,q) un espai qua-
dratic reqular de dimensio n. Llavors, cada transformacio ortog-
onalt € O(V, q) és producte de com a mazim n reflexions seqons
un hiperpla.

DEMOSTRACIO. Sin = 1, la afirmacié és evident. Siguit:V —
V' una transformacié ortogonal. Si t fixa un vector anisotrop
v, t(v) = v, llavors t indueix una transformacié ortogonal en el
subespai ortogonal v+, i podem aplicar la hipotesi d’induccié.

Sigui B, la forma bilinial associada a ¢q. Suposem que hi ha
un vector anisotrop v tal que u := v — t(v) és anisotrop, i que
notem w. Llavors

B(v,u) = B(v,v) = B(v, {(v)),
B(u,u) = B(v,v) = B(v, {(v)) = B(t(v),v) + B(t(v),1(v))
= 2(B(v,v) = B(v, 1(v)))

)
ates que % =11 s,(v) = t(v). Ara s,(t) fixa v i podem
aplicar de nou induccié. Aixo ja prova el teorema en el cas

d’una forma definida.

Considerem el cas en que cada punt fix és un vector isotrop
i per a cada vector no isotrop v tenim que v — t(v) és isotrop.
Afirmem que si dim V' > 3, llavors:

1. El vector v — t(v) és sempre isotrop.

2. L’espai V' té dimensi6 parella 2m.
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3. L’aplicacio t és una transformacié ortogonal propia.

Sigui s := Id — t, i sigui V; = kers el subespai de vectors
fixats per I'aplicaci6 t.

Sigui v isotrop i considerem v*. Observem que v* té dimensié
n — 1> n/2. Per tant v conté un vector anisotrop w, i també
Av — w és no isotrop per a tots els A\. D’aquesta manera, per
hipotesi,

0= g(s(w)) = g(s(v = w)) = g(s(=v —w)).

D’aquestes igualtats se segueix que
0= q(s(v))+q(s(w))=2B(s(v), s(w)) = q(s(v))=2B(s(v), s(w)),

0= q(s(v)) + q(s(w)) +2(s(v), s(w)) = q(s(v)) + 2(s(v), s(w)).

Per tant ¢(s(v)) = 0. De (v — t(v),v — t(v)) = 0, per a tot v,
se segueix que (v — t(v),w — t(w)) = 0, per a tot v,w. De la
ortogonalitat de ¢ tenim que

(v, 2w) + (v, —t(w)) + (v, =t w) =0,

per tot v,w, és a dir, 2 —t —t ' = 0. Per tant, 2t —t> —Id =0
i, per tant, s* = (1 —¢)? = 0.

Tenim, per hipotesi, que V; = kers és un espai totalment
isotrop, per tant 2dimV; < dim V. Ja que s? = 0, tenim que
s(V) C Vi, i d’aquesta manera tots els vectors de s(V) sén
isotrops. Ates que dimV = dim s(V') + dim(ker s), se segueix
que Vi = s(V) és un subespai totalment isotrop i V és de di-
mensié 2m. Tenim que t = Id 4+ s té 1 com a valor propi i, per
tant, té determinant 1, i d’aquesta manera una transformacio
ortogonal propia. Si s, és igual a una reflexié, tenim que s, ()
no pot satisfer les mateixes condicions que ¢, per un altra banda
ha de tenir determinant 1. Per tant podem aplicar la hipotesi
d’induccié i escriure-ho com a producte de < 2m reflexions, pero
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el nombre ha de ser senar, com que s,(t) té determinant —1.
Per tant, s,,(t) és un producte de < 2m reflexions i aixo implica
que Sy (Sy(t)) és un producte de < 2m reflexions.

En el cas en que dimV = 2, podem suposar que l'espai té

0 a| , .

1 son reflexions,
a 0
i clarament les transformacions propies sén producte de dos re-
flexions. O

vectors isotrops. Per tant els elements

1.4.3 Proposicié. Suposem que uq, ..., u, son vectors anisotrops
en un espai quadratic (V,q), on denotem s,, la reflexio respecte
el hiperpla ui-. Si el producte sy Sy, S,, €s la identitat en
O(V,q), llavors q(uy) -+ - q(u,) és un element de K*2.

DEMOSTRACIO. Per a qualsevol vector anisotrop u € V, sigui
c(u) la conjugacié sobre C(V') induida per c(u), c(u)(z) := uzu™".
Hem demostrat en 1.1.4 que s, és igual a la restriccié —c(u)|V.
Ates que c(u;) - c(uj) = c(wu;), les hipotesis impliquen que
(£1)c(ug - - - u, )|V és la identitat sobre V. Pero

(—=1)" = det(sy, -+ Su,) = 1.

Per tant, r és parell i el producte z = u; - - - u, € C(V)? commu-
ta element a element amb V. Com que V' genera C(V) com a
algebra, tenim que z € Z(C(V)). D’altra banda, C'(V') és una K-
algebra central graduada. Aixd implica que Z(C'(V))NC(V)? =
K; x és un escalar diferent del zero en K. Usant ’antiautomor-
fisme principal 3, concloem que

K?s5z-2 =2-3(x) =uy - Uty - 13
O

1.4.4 Definicié. Considerem una isometria s € O(V,q). Pel
teorema de Cartan-Diedonné i de la seva demostracid existeix
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una factoritzacié s = s,, -+ S,,,, on v; sén vectors anisotrops.
Associem a s la classe quadratica

N(s):=q(v1) - qvg) K™ € K*/K*.

Per la proposici6é anterior, és clar que N(s) depeén només de s,
i no de la factoritzacié en producte de s,,. N(s) s’anomena la
norma espinorial de la isometria s.

1.4.5 Teorema. L’aplicacié N : O(V,q) — K/K** és un ho-
momorfisme de grups. De fet, es ["unic homomorfisme de grups
que satisfa la propietat N(s,) = q(u)K*?, per a tots els vectors
anisotrops u € V.

1.4.6 Definicié. Més en general, podem definir la norma es-
pinorial d'un element x de 1'algebra de Clifford C'(V, q) com

N(z) = zvy(z),

on 7 és la conjugacié de Clifford que és menys la identitat sobre
V.

1.4.7 Definicié. Siguin un espai quadratic (V,q), i C(V)* els
elements invertibles de I’algebra de Clifford. Es defineix el grup
de Clifford com

I'(V,q) ={zeC(V)* | alz)ve™' €V, peratotveV}
={zeC(V)* | y(x)vz=t €V, peratotveV}
={xeC(V)* | azva '€V, peratotveV}.

1.4.8 Definicié. Es defineix el grup de Clifford especial com
I*(V,q) :==T(V,q) N C(V)".

1.4.9 Proposicié. Les aplicacions « i 3 indueixen un automor-
fisme 1 un antiautomorfisme, respectivament, en el grup de Clif-

Jord T'(V, q).
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1.4.10 Definicié. Sigui (V,¢q) un espai quadratic real o com-
plex. Es defineix el grup espinorial com

Spin(V.q) := {z € T"(V,q) : N(x) = £1}.

1.4.11 Observacié. Observem que si la forma quadratica és
definida positiva la definicié queda de la forma

Spin(V.q) := {z € T"(V.q) : N(z) = +1}.

1.4.12 Observacié. Qualsevol = € Spin(V,q), per definicid,
determina un endomorfisme ¢, de V' de la forma

0.(v) = a(x)ve ™, velV.

Pel lema 1.1.4, ¢, aplicat a un vector v és la reflexié del vector v
respecte de ’hiperpla ortogonal al vector x. Més concretament,
vegem que ¢, preserva la forma quadratica g. Usem que per a

1.4.13 Teorema. En general, tenim la segiient successio exacta
1 — {&1} — Spin(V,q) % SO(V, q) = K*/K*?,

on (x) == ., per a tot v € Spin(V,q).

DEMOSTRACIO. Es clar que ¢ és un homomorfisme de grups.
Hem de veure quin és el nucli de I’aplicacié ¢.

Ker(¢) = {z € Spin(V,q) : 0u(v) = v}.

Descomponem x = xo+z; on x; € C(V)". Si tenim que ¢, (v) =
v, aleshores zvx™! = v per a tot v € V.
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Aleshores xgv = vz, per tant xy € Z(C(V)) ~ K. També
hem de tenir que z;v = —vx; i aixo només pot ser si x1 = 0. Per
tant, x = z¢ € K. Ates que I'homomorfisme és d’ordre 2, tenim
que z2 = 1, per tant queda vist que ker o = {£1}.

Per a veure Img = ker N, confrontar [Shi04]. O

Veurem en seccions posteriors que en els casos real i complex el
resultat 1.4.13 es pot millorar, de manera que podrem aconseguir
una successié exacta curta.

1.5 Grups espinorials complexos

En aquest apartat estudiarem els grups espinorials complexos.
Per simplificar notacié escriurem Spin(n, C), és a dir, V = C" i
sent q(xq, ..., x,) = 22 + -+ + 22,

Considerem el grup espinorial Spin(n, C) com
Spin(n,C) := {z € T*(C,n) : N(x) = 1}.
1.5.1 Teorema. L’aplicacio

¢: Spin(n,C) — SO(n,C)

x — Oz
és un epimorfisme de grups. Atés que el nucli de ¢ és {£1}. el

grup Spin(n,C), és un doble recobriment de SO(n,C).

DEMOSTRACIO. De fet, provarem quelcom més general. Es de-
fineix un subgrup més gran i que al mateix temps sigui el grup
multiplicatiu de Cl(n, C). Sigui

Pin(n,C) = {zx € I'(n,C) : N(z) = 1}
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anomenat grup pinorial. Es defineix el homomorfisme

¢: Pin(n,C) — O(n,C)

T — Yz

on p,(v) = a(r)vy(x), on a : Cl(n,C) — Cl(n,C) és la involu-
cié principal, definida com la identitat en C/(n,C)? i menys la
identitat en Cl(n, C)!.

Provem ara que ¢ és exhaustiva. Pel teorema de Cartan-
Dieudonné, el grup ortogonal O(n, C) esta generat per reflexions.
Per tant, si s, és la reflexio respecte de ’hiperpla perpendicular
al vector w € V, normalitzat, tal que q(w,w) = —1, és facil
veure que w esta en Pin(n, C) i ¢, = s,; de fet

wy(w) = w(—w) = —q(w,w) =1,

i, per tant,
pu(w) = a(w)wy(w) = —w.

Provem ara que el nucli de ¢ en el grup Pin(n,C) és {£1}.
Suposem que z és del nucli, i escrivim x = zo + x; on z; €
Cl(n,C)!, on i € {0,1}. Llavors, d’'una banda tenim que zgv =
vxo per a tot v € V, per tant z esta en el centre de Cl(n,C).
Per un altre costat tenim que z;v = —vx; per a tot v € V, per
tant 2o € Z(C(n,C)) = Cix; = 0. Com que 3 = 1, per ser
I’homomorfisme d’ordre dos, ha de complir-se x = =£1.

Si 7 € O(n,C) s’escriu com a producte de reflexions 7, o
-+ +0Ty,, llavors els dos elements en ¢ ~1(7) sén dw; - - - - w,. En
particular, considerem un altra descripcié dels grups espinorials

Spin(n,C) = Pin(n,C) NCl(n,C)° = p=1(SO(n,C))
={tw; - ... - wop : w; €V, q(w;, w;) = —1}.

Com que —1 = vv per a qualsevol v amb ¢(v,v) = —1, veiem
que el grup espinorial consisteix en el producte parell de tals
elements. La prova conclou tenint en compte que Spin(n,C) és
connex. O
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Alguns grups espinorials complexos es poden reduir a la segiient
taula

O UThR W~ O
0)]
=

1.6 Grups espinorials reals de dimen-
si6 baixa

En aquesta secci6 estudiem amb més detall els grups espinorials

reals Spin(2, R), Spin(3,R) i Spin(R*, (r, s)).

Mentre no hi hagi confusié denotarem Cl(, ) 'algebres de
Clifford corresponents. Denotarem els grups espinorials Spin(R", ¢)
amb

o= st

com Spin(n, R).

1.6.1 EI grup Spin(2,R)

Sigui S' = {2z € C | |z| = 1} la circumferéncia unitat. Aque-
st conjunt és un grup multiplicatiu, isomorf al grup unitari en
dimensié 1,

Ul)={z€eC | zz=1}

Una rotacié d’angle o en C en sentit contrari a les agulles del
rellotge pot ser representada per la multiplicacié complexa:

x4+ 1y — (cosa + isina)(z + iy),
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amb (cosa +isina) € U(1).

Una rotacié en sentit de les agulles del rellotge d’angle ¢ pot
ser representada per un producte de matrius

(x) (cosa —sina) (m)
— | .
Y sin « cos y )’

amb (CF)Sa B s1na) € SO(2,R). Es té un isomorfisme
sina cosa

U(1) = SO(2,R).

Si considerem {ey, e, } una base de R?, les rotacions poden ser
representades pel producte de Clifford

o N o L«
zey + yes — (cos 5 + e19sin 5) (xeq + yes)(cos ) + €19 8in 5),
on cos § + epsin§ € Spin(2,R) := {s € Cly | s5 =1} on, si
S = 398y + S1€1 + S9€9 + S12€19, S = S — S1€1 — S9€9 — S12€12.

El fet que dos elements oposats del grup espinorial Spin(2, R)
representen la mateixa rotacié en SO(2,R) i que tota rotacié
s’expressa coma un producte de Clifford ens diu que Spin(2, R)
és un doble recobriment de SO(2,R). Tenim, doncs, la successié
exacta seglient,

1 — {£1} — Spin(2,R) — SO(2,R) — 1.

1.6.2 El grup Spin(3,R)

En aquest apartat construirem el grup recobridor universal de
SO(3) a partir d’elements de 1'algebra de Clifford C¢(30). Més
concretament, a partir d’elements de l'algebra parella 66?3’0).
Com hem observat en la seccié 1.3.2, 'algebra 86?370) és isomorfa
a I'algebra dels quaternions de Hamilton H. Com sabem, H és
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un cos, i podem definir-hi una norma de la manera segiient, si
v=a+ xi+yj + zk, es defineix la norma sobre H, i en general
sobre Cl(3 ), com:

N(v) =), wve Cl(3,0),

on y(v) és la conjugacié de Clifford de v en Cf(3y. En particular,
per a la subalgebra parella, que identifiquem directament amb
I’anell dels quaternions de Hamilton, tenim que

N() = (a—xi—yj — zk)(a+zi+yj+ 2k) = a® + 2> + y* + 2%
El grup espinorial és donat per
Spin(3,R) ={v e Clso | Lv)v=1,7(v)v =1}

1.6.1 Observacié. Talicom hem definit anteriorment les normes,
podem escriure la igualtat

Spin(3,R) = {v € Clyy | N(v) =1},

ates que I'antiautomorfisme principal i la conjugacié de Clifford
han de ser iguals i aixo passa si, 1 només si, (s); = (s)3 = 0.

1.6.2 Observacié. SiV :={u € CE(()&O) | (u)o = 0}, aleshores
es pot observar que
V ~ R3

Enunciem ara uns lemes que ens portaran a demostrar que el
grup Spin(3,R) és un doble recobriment de SO(3,R). Ja que el
grup fonamental m(SO(3,R)) ~ Z/2Z, Spin(3,R) sera el grup
recobridor universal de SO(3,R).

1.6.3 Lema. Sigui u € CK(()&O) tal que N(u) = 1. Existeizen un
element d € V tal que N(d) = 1, i una rotacié o de manera que

4 dsin S
U = COS — S1n —
2 2
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DEMOSTRACIO. Sigui u € CE(()&O) tal que u = (u)o + (u)2, ()2 €
V. Anomenem

i, que notem per no carregar la notacio,
A= N({u)s) a = (u)o.

D’aqui obtenim que
u=a+ \d.

1id=—03(d).
1 =N =(a+Ad)(a—\3(d))

= a® + \af(d) + Aad + \*dj3(d)
=a’>+ NN(d) = a® + \°.

Per definicié N(d)

Per tant, existeix un a € [0, 27] tal que
o

o .
a = cos —, A = sin —.
2 2

a

1.6.4 Proposicié. Sigui u € Cﬁ?&o), N(u) =1.

(i) L’aplicacio
Py - 66?370) — Cé?&O)
v — uvu!

és tal que v €s una rotacié de V.

(ii) Reciprocament, si ¢ és una rotacié de l’espai V' (un ele-
ment de SO(3,R)), ezisteiz un quaternio u € CE(()&O) (de
fet exactament dos) tal que compleiz N(u) =1 i

Y = Puy|v-

1.6.5 Corol-lari. Siguin 1, ps € SO(3,R) amb p1 = @y, p2 =
Oy LU,V E CE?&O), aleshores

P2 0 P1 = Py
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DEMOSTRACIO. Sigui w € V. Tenim que

(p2001)(w) = (p, 0 py)(w) =v(uwu)v™?
= (vu)w(vu)™?

= @vu<w)'

Demostrem ara la proposicio 1.6.4.

DEMOSTRACIO. Comencem pel punt (i). Tot element de u €
66?370) de N(u) = 1 es pot escriure de la forma u = cos §+d sin §
amb § € V que compleixi N(§) = 1. Observem que 6% = 1.
Fixem w i sigui 6; := §. Sigui do un vector ortogonal a d; i
d3 := 01 A\ da, on A denota el producte vectorial. Aleshores tenim
que

0y A\ 03 = 0y,

53 A 51 - 52.

Sigui ¢, € End(v). Tenim les igualtats segiients:
@u(61) = (cos§ —|— d1sin §)d1(cos § — 01 sin §)

= (01 cos § —sin §)(cos § — dysin §)
—6lcos a —s1n—cos—+sm cos——f—élsl 5
- 517
@u(dz) = (cos§ —i— d18in §)dy(cos § — 0y sin §)
= (02cos § + 03sin §)(cos § — dysin §)
= 52(308 e +5381n—cos— +5381n—cos— — §ysin? 5
= dyCcos & + 03 sin a,
©u(03) = (cos§ + d1sin §)dz(cos § — &y sin §)
= (09 cos 2 — fosing )(Cos S —01sin§)
= 03082 2 — §ysin 5 cos g — dysin § cos § — d3 sin? 5

= 53cosa—6281na

Obtenim d’aqui la matriu de rotacions en R? que correspon a
Pu:

1 0 0

0 cosa —sina

0 sina cos
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Per a demostrar el reciproc, sigui ¢ € SO(3,R), agafem ¢
un vector unitari en la direccié de l'eix de ¢ (n’hi ha dos de
possibles), i definim

o

u: =cosg +dsin g
=cos§ + (pi+qj +rk)sin§

on cos «, sin « provenen de . Aleshores, p = ¢,,. O
1.6.6 Corol-lari. Ezisteir una successio exacta:
1 — {£1} — Spin(3,R) 5 SO(3,R) — 1,
on (u) i= @
1.6.7 Observacio. Es demostra facilment que
Spin(3,R) ~ SU(2)

és un isomorfisme de grups.

1.6.3 El grup Spin(R*, (3,1))

En aquest apartat estudiem el grup Spin(R%, (3,1)). Aquest
grup esta definit en 1'algebra de Clifford C/(R?, (3,1)).

En el cas en que la forma quadratica és indefinida, tenim que
els grups no sén connexos. Tenen dues components, correspo-
nents a cada un dels signes de la norma. Recordem que la forma
quadratica associada a aquesta algebra de Clifford és

2 2 2 2
q =]+ 3+ 13— T,
i, per tant, en el nostre cas

Spin((3,1),R) = {z € TT(R*,(3,1)) | N(z) = £1}.

1.6.8 Definicié. Donat un grup de Lie GG, denotem la compo-
nent connexa que conté I’element neutra com G
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Prenem, doncs,
Sping((3,1),R) := {z € TH(R', (3,1)) | N(2) = +1},

com la component connexa positiva del grup espinorial. En aque-
sta component és on es troba la identitat. Tenim els segiient
resultat general

1.6.9 Teorema. Quan (V,q) és un espai quadratic amb forma
indefinida, la restriccié de Uaplicacid ¢ a Sping(V, q) defineix un
doble recobriment
¢: Sping(V.q) — SOo(V,q)
T — () v — vzl

DEMOSTRACIO. Cf. [Gil91]. O

Fent una petita llista de grups de Lie no compactes tindrem
el segilient teorema:

1.6.10 Teorema. Es tenen els isomorfismes segiients:

(i) Sping(R*, (3,1)) = SL(2,C),
(ii) Spin0<R4, (47 1)) = Sp<27 2);
(i) Sping(R%, (4,2)) = SU(2,2).

En general els resultats que regeixen aquest grups espino-
rials sén els mateixos que en el cas dels complexos. Pero la
demostracio és lleugerament diferent degut a que no sén connex-
os. Tindrem

Pin(R"™ (r,s)) ={z e T(R"™*,(r,s)) : N(z)=+1},
i, de manera analoga,
Spin(R™™*, (r,5)) = Pin(R™**, (r,5)) N T (R*, (1, 5)).
Es facil comprovar que

Spin(R™**, (r,s)) = {x e T (R""*, (r,s)): N(x)=+1}.
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Capitol 2

Grups de Lie i algebres de
Lie

2.1 Definicions i conceptes basics

En aquest apartat donarem una breu introduccio als conceptes
relatius als grups de Lie i a les algebres de Lie. Denotarem
End(V) al conjunt d’endomorfismes de V.

2.1.1 Definicié. Sigui M un espai topologic Haussdorff. Una
estructura diferenciable sobre M de dimensié m és una col-leccié
de cartes obertes (U, ©a)aca sobre M, on ¢, (U,) és un subcon-
junt obert de R™ tal que se satisfan les condicions segiients:

1. M = U,  Un-

2. Per a cada parell a,3 € A, T'aplicacié ¢z o ¢, ' és una

aplicacié diferenciable entre ¢, (U, N Up) 1 ¢p(U, N Up).

3. La colleccid (Uy, Pa)aca és una familia maximal de cartes
obertes on prevalen les dues propietats anteriors.

43
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2.1.2 Definicié. Una varietat diferenciable de dimensi6é m és un
espai Haussdorf amb una estructura diferenciable de dimensié m.

2.1.3 Definicié. Un grup de Lie és un conjunt que esta dotat
simultaniament amb una estructura compatible de grup i de va-
rietat diferenciable. Vol dir que la multiplicaci6 i la operaci
inversa en la estructura de grup sén aplicacions diferenciables.

2.1.4 Definicié. Una aplicacié, o homomorfisme, entre grups
de Lie G i H és una aplicacié p : G — H que és diferenciable i
homomorfisme de grups, és a dir, una aplicacio diferenciable que
a més compleix

p(gh) = p(g)p(h)
per atot gi hen G.

2.1.5 Definicié. Un subgrup de Lie (o un subgrup tancat de
Lie) d’un grup de Lie G és un subconjunt que és simultaniament
un subgrup i una subvarietat tancada de G. Es defineix un sub-
grup immers d’un grup de Lie H com la imatge sota un homo-
morfisme injectiu a G.

2.1.6 Definicié. Sigui K un cos. Una algebra de Lie és un
K-espai vectorial juntament amb una aplicacié bilineal

[, |:LxL—L
que satisfa les igualtats
(XY 2N+ Y (2, X)) + [2,[X, Y] = 0,
(X, Y] = —[¥, X],

anomenades, respectivament, identitat de Jacobi, i antisimetrica.

El que ens proposem a continuacié és definir I’algebra de Lie
d’un grup de Lie. Aquesta algebra de Lie és, de fet, I'espai
vectorial tangent a la varietat diferencial de G en la identitat.
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Podem pensar els elements de ’algebra de Lie com elements
infinitesimals de G en un entorn de la identitat, i al parentesis
el podem entendre com un commutador entre tals elements.

Qualsevol camp vectorial d’una varietat diferenciable llisa pot
ser pensat com 'anell de funcions (diferenciables) sobre la vari-
etat, i a més formen una algebra de Lie ja que si X i Y sén
derivacions, es pot definir el parentesis com

[X,Y]:= XY - VX

i es pot comprovar que compleix les identitats de Jacobi i anti-
simetrica.

Si G és un grup que actua en la varietat diferenciable, aleshores
aquest grup actua sobre l’espai vectorial associat a l'espai tan-
gent en ’element neutre.

En el cas dels grups de Lie, la varietat diferenciable i el grup
que actua en ’espai tangent sén el mateix. El grup G actua en
ell mateix mitjancant l'aplicacié Ad(z) : G — G definida com

Ad(z): G — G, y — xyxr !

on x € (G. Es pot pensar la seva algebra de Lie com l'espai
tangent en la identitat per la derivada de I'aplicacié Ad. Es a
dir, sigui

ad(z) == %Ad(X).

Es pot definir

ad(z) : T.(G) — T.(G) y+— [z,y] == ad(z)(y) = zy — yx.
(2.1)
Com a subconjunt obert de gl(n, R), GL(n,R) hereda una es-
tructura analitica amb les quals el grup d’operacions és analitic.

D’aquesta manera GL(n,R) és un grup de Lie, i la seva algebra
de Lie és gl(n,R) amb el corresponent claudator de Lie

[X,Y]=XY -YX, X,Y€glnR).
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Localment 'estructura analitica de GL(n,R) pot ser descrita
explicitament usant 1’aplicacié exponencial

exp: gl(n,R) — GL(n,R)
o Lo
X — expX =) ", HX ,
de I'algebra de Lie gl(n,R) en GL(n,R). Per a un entorn petit

de O(R™, q), 'aplicacié X — exp X aplica bijectivament aquest
entorn en un entorn de la identitat en GL(n,R).

En general, si G és un subgrup de matrius de GL(n,R) que
és tancat per la topologia de GL(n,R), llavors hi ha una tnica
estructura analitica sobre G respecte la qual és un subgrup de
Lie de GL(n,R) amb algebra de Lie

g={X egl(n,R):exptX € G,t € R}.

A més 'aplicacié exponencial exp : g — G aplica algun entorn
del 0 en g bijectivament en un entorn de de Id en G.

2.1.1 Representacions lineals

2.1.7 Definicié. Una representacié de ’algebra de Lie g en un
espai vectorial V' és una aplicacié d’algebres de Lie

p:g— gl(V)=End(V).

Esa dir, és una aplicacié6 lineal que conserva el claudator. Equiv-
alentment, és una accié de (g, +) sobre V tal que

(X, Y](v) = X(Y(v)) = Y (X(v)).

2.1.8 Observacio. L’espai tangent en I’element neutre d’un grup
de Lie G, que denotarem per g esta dotat amb l'estructura
d’algebra de Lie, amb el claudator donat per la férmula (2.1).
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2.1.9 Exemple. Sigui C/*(V, q) el grup de les unitats d’un algebra
de Clifford real o complexa. Es defineix el claudator com
[u,v] ==u-v—0v-u.

En aquest cas, C£*(V,q) és un grup de Lie que te C/(V,q) com
la seva algebra de Lie.

2.1.10 Definicié. Una representacié d'un grup G en un espai
vectorial V' és un homomorfisme p : G — GL(V).

2.1.11 Observacié. Si G'i H soén grups de Lie amb G connex i
H simplement connex, les aplicacions de H a GG es corresponen
injectivament amb les aplicacions de les respectives algebres de
Lie, enviant p : H — G a la seva derivada (dp). : h — g.

L’observacié 2.1.11 implica que les representacions de grups
de Lie connexos i simplement connexos estan en correspondencia
injectiva amb les representacions de les seves algebres de Lie.

En aquesta secci6 descriurem una breu introduccio als caracters
i les funcions de classes. Per a comencar, escriurem la definicié
de funcié de classes

2.1.12 Definicié. Sigui G un grup. Direm que f és una funcio
de classe sobre G si f(zyz™') = f(y) per a tot x iy de G.

2.1.13 Observacio. Si G és un grup abelia, tota funcié f sobre
G és funcié de classe.

2.1.14 Definicié. Sigui p una representacio lineal,
p:G— GL(V)
d’un grup G, on V denota un espai vectorial de dimensié finita
sobre un cos K.
Aleshores es defineix el seu caracter com ’aplicacio
Xp: G — K
g — tr(p(g))
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Aqui tr denota la funci6 traga usual.

2.1.15 Proposicid. FEls caracters son una funcio de classe.

Un altre resultat de gran importancia sera el segiient

2.1.16 Teorema. Sigui x1, X2 els dos caracters de dos repre-
sentacions irreductibles py, pa d’un grup compacte G. Llavors

_ 0 s
/xl(g)XQ(g)dg = { Bt
g I st pr=pa.

Considerem ara l’espai de Hilbert de L? de les funcions sobre
G de quadrat integrable. Considerem el subespais L*(G) de fun-
cions de classes, el qual és clarament un espai tancat. Aleshores:

2.1.17 Teorema. FEls caracters irreductibles son una base or-
togonal de L(G).

2.1.2 L’algebra de Lie del grup O(n,R)

El que farem a continuacio sera calcular I’algebra de Lie del grup
O(n,R). Recordem que

O(n, R)
={A € GL(n,R) : ||[A(v)|| = ||v||, per a tot v € R™}.

Sigui B la forma bilineal simetrica i definida positiva amb matriu
associada M. Calculem I’espai tangent en un entorn de la matriu
identitat. Sigui {A(t)}: una corba en l'espai de les matrius tal
que A(0) = Id. Anomenem X a la derivada de la corba en t = 0.
Tenim

B(A(t)(v), A(t)(w)) = B(v, w)
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per a tot t € R. Aleshores, derivant respecte de la variable ¢ i
tenint en compte que el segon terme no depen d’aquesta variable,
s’obté que

CAWTMA() = %(A(t)T)MA(t)+A<t>T§<MA<t>>
(S M)TMA() + Al >TthA< =

d
Aleshores, sabent que —A(t);;=0 = X 1 A(0) = Id, tenim que

dt

X'M+MX=0
Per tant, 1'algebra de Lie o(n,R) del grup O(n,R) és
o(n,R)={XeMnR): X" =-X}
En general, per a una forma quadratica de signatura (r, s),
o(R", (r,5)) = {X € M(n,R) : X "Id(r,s) = —1d(r,s) X},

onr—+s=n.

2.1.3 L’algebra de Lie del grup SU(3)

El grup especial unitari SU(3) esta format per les matrius A €
M(3,C) unitaries i de determinant 1. Es a dir, tals que

AA" =A'A=1d,
det(A) = +1,

on A ésla matriu conjugada transposada. Sigui su(3) ’algebra
de Lie del grup SU(3). Si escrivim A € SU(3) en la forma

A = exp(iG),
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amb G € su(3), aleshores les condicions anteriors es tradueixen
en les seglients

T

G =@
Tr(G) = 0.

Les matrius que compleixen aquestes dues condicions formen
un espai vectorial de dimensié 8. Podem considerar les matrius
de Gell-Mann com a base de su(3). Sén les segiients:

010 0 —i 0
M=[100]., x=[i 00].
000 0 00
1 00 00 1 00 —i
=10 =1 0], =[0 00 00 0.
0 00 10 0 i 0 0
000 00 0 10 0
)\6—001,)\7200 @,8:£010
010 0 i 0 3 \o 0 —2

Per qiiestions de calculs, convé prendre una segona base de la
manera segiient:

Per a tot 7, 7, tindrem que existeixen elemets p; € C tals que

T, T3] = Ty
k

Sigui M la matriu definida per (M);; := [1;,1j]. Observem
que per la propietat antisimetrica dels parentesis, la matriu és
antisimetrica.
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M =

0 Ty —iTy %'T7 —1iTg LT
0 1Ty %Tg éT7 7%'1—‘4

0 1T 7%T\4f — 5T

0 (T4 gTs) i

0 —im
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2.1.18 Exercici. Calculem tot seguit les matrius dels operadors

lineals ad(7}) en la base {71, ..., Tg}

ad(T;) : su(3) — su(3).

Ens quedara de la forma

00 0 0 0
00 i 0 0
0 —i 0 0 0
00 0 0 0
ad(T) =10 o 0 0 o
000 0
00 0 —% 0
00 0 0 0
00 —i 0
00 0 0
i 0 0 0
00 0 0
adL)=1y o o o
00 0 —%
00 0 0
00 0 0

O O OO oo
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0 0 00 0 0 0
0O 0 002 0 0 0
0 0 000 - 0 0
£ 0 000 0 0 O
adT) =10 —i 000 0 0 0
0 0 300 0 0 —3%
0 0 000 0 0 0
0 0 000 —5% 0 0
1
000 0O 0 0 0 0
000 0O 0 0 0 0
000 0O 0 0 0 0
AT 000 0 3% 0 0 0
adlis 000 3% 0 0 0 0
000 0 0 0 —3%0
000 0 0 ;% 0 0
000 0O 0 0 0 0

Les matrius ad(7;) proporcionen una representacié d’algebres
de Lie
ad : su(3) — M(8,C),

de dimensio 8.

2.2 Algebres de Lie nilpotents i algebres
de Lie resolubles

2.2.1 Definicié. Sigui L una algebra de Lie. La serie derivada
es defineix inductivament per

LW = L., LY = L0 LO],
1 la serie central descendent es defineix inductivament com

LY=L, . L"" =[LLY,..
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Un algebra de Lie és resoluble si L®) = 0 per a algun i. Analogament,
un algebra de Lie és nilpotent si L' = 0 per a algun i.

2.2.2 Observacié. Tenim que L C L7, per tant tota algebra
de Lie nilpotent és resoluble.

2.2.3 Observacié. Dir que L = 0 significa que per a tot a4, ..., a; €
L tenim que [ay, [az, [...,a;]]] = 0. Amb notaci6 equivalent tenim
que

ad(ay)ad(ag)...ad(a;—1)(a;) =0, per atot ay,as,..,a; € L.

2.2.4 Proposicié. Una subalgebra d’una algebra de Lie nilpo-
tent és nilpotent. Una subalgebra d’una algebra de Lie resoluble
és resoluble.

2.2.5 Definicio. Sigui I un subespai d’un algebra de Lie, L,
tancat sota el parentesis de Lie. Direm que és un ideal si com-
pleix que

[I,L] C 1.

2.2.6 Observacio. Degut a la propietat antisimetrica del com-
mutador, les nocions de ideal per la dreta i ideal per I’esquerra
coincideixen.

2.2.7 Proposicié. Si L és una algebra de Lie i I és un ideal de,
L és resoluble si, i només si, les algebres de Lie L/1 i I son totes
dues resolubles. La suma de dos ideals resolubles d’una algebra
de Lie és un ideal resoluble.

2.2.8 Observacio. La identitat segiient pot ser provada per in-
duccid i s'usara en la proposicio segiient:
lad(b), ad(as)ad(az)...ad(a;)] = ) ad(ar)ad(as)...ad([b, az])...ad(a;).

h=1

2.2.9 Proposicid. La suma de dos ideals nilpotents A © B d’una
algebra de Lie és un ideal nilpotent.
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DEMOSTRACIO. Notem primer que usant la identitat de Jacobi,
per a cada i, A" i B? sén ideals. Suposem A* = B" = 0. Afirmem
que (A + B)"*=1 = (. Necessitem mostrar que el producte de
h—14k—1 factors ad(a;) amb a; € A 0 a; € B és 0. Al menys
k — 1 d’aquests factors estan en A, o h — 1 d’aquests factors
estan en B. Suposem que estem en el primer cas. Cada vegada
que tenim un factor ad(b), b € B, a l'esquerra d’algun factor en
A, podem aplicar la relacié 2.2.8 de commutacié i obtenim una
suma de termes en la qual el nombre de factors en A no canvia,
per un factor en B que se suprimeix o es mou a la dreta del
monomi. Iterant aquest procediment aconseguim una suma de
monomis cada un comencant amb un producte de k — 1 factors
en A, el qual d’aquesta manera és igual a zero. O

2.2.10 Definicié. En una algebra de Lie L de dimensié finita,
la proposicié previa ens permet definir el radical resoluble. De-
notem per Rad(L) com l'ideal resoluble maximal de L. Definim
el radical nilpotent com l'ideal maximal nilpotent de L, Nil(L).

2.3 Tors maximals d’un grup de Lie

En aquesta seccié estudiarem els tors maximals d'un grup de
Lie, els quals tindran la seva importancia en seccions posteriors.
Seran una pecga fonamental en el nostre estudi.

2.3.1 Definici6é. Considerem
T:=R/Z~{:0 <0<1}

amb lestructura natural de grup de Lie (real). Un tor de dimen-
si6 k > 0, és un grup de Lie isomorf a T*.

2.3.2 Definicié. Un tor de G és un subgrup de G isomorf a T*
per a algun k. Un tor maximal de GG és un tor tal que si tenim
T CHCG,iH ésun tor llavors H=T,0bé H=G.
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2.3.3 Observacio. Els tors sén grups de Lie abelians, connexos
i compactes de dimensié k.

2.3.4 Observacié. Un grup de Lie semisimple i compacte és,
automaticament, connex i el seu centre és finit (cf. [Sim96],
seccié VIL.2.5).

2.3.5 Teorema. Sigui G un grup de Lie semisimple 1 compacte.
Llavors:

(i) Ezisteix algun tor mazimal T C G.

(ii) Per a tot element g € G, existeiz un tor mazimal T C G
tal que g € T.

(iii) Tots els tors maximals de G sén conjugats.
(iv) El centre de G és la interseccio de tots els tors mazximals

de G.

DEMOSTRACIO. Cf. [Tra97]. O

2.3.6 Teorema. Sigui G un grup de Lie real, abelia i connex

de dimensio n. Llavors existeix un enter k, 0 < k <n, tal que
G~ TFx R**,

DEMOSTRACIO. Cf. amb [Sim96] seccié VII.2.3. O

2.3.7 Definicié. Tots els tors maximals d'un grup de Lie tenen
la mateixa dimensié. S’anomena el rang del grup de Lie G la
dimensi6é d’un tor maximal qualsevol.

2.3.8 Proposicié. Tot tor admet un generador; és a dir, st T

és un tor, existeix un element x € T tal que T és 'adheréncia
de {z" :n € Z}.
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2.3.9 Corol-lari. Tot grup de Lie real, abelia, connex i com-
pacte és un tor.

2.3.10 Exemple. Anem a determinar com son els tors maxi-
mals dels grups especials unitaris SU(n). En primer lloc, és
immediat observar que el subconjunt

Tnfl

= {diag(e™,...,e?) Ay, .., A, €R, Gt — 1]

C SU(n)
és un tor de dimensiéo n — 1, ja que 'aplicacié
']Tn—l N ]
(11, ..,2n_1) +— diag(e¥™@ . emion-1 e2mitn)

peral <z <n,1<1<n-—1,é un isomorfisme de grups
de Lie. Per tant, SU(n) conté tors de dimensié6 n — 1. Tot
seguit, es prova que si A € SU(n) és una matriu que commuta
amb tota matriu X € T,,_4, llavors A € T,_;; per tant, no
hi ha cap subgrup abelia que contingui estrictament 7;,_1; en
consequiencia, T,_1 és un tor maximal. Observem que el

rang(su(n)) =n — L.
En particular per a n = 3, rang(su(3)) = 2.

2.3.11 Corol-lari. Tot tor mazimal d’un grup de Lie semisim-
ple i compacte G conté un conjunt complet de representants de
les classes de conjugacio de G.

2.3.12 Teorema. (Representacions dels tors) FEls caracters
complexos irreductibles del tor T son exactament els donats per
les aplicacions

Xm T — SU(1)

5 = 627”'9 — M = €2m’0m'
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En particular, si At designa el conjunt de les classes de repre-
sentacions irreductibles del tor, és At ~ Z.

DEMOSTRACIO. Cf. [Tra97]. O

Ara definim el concepte d’element regular en un grup de Lie.
Seran emprats més endavant en la formula d’integracié de Weyl.

2.3.13 Definicié. Siguin G un grup de Lie. Un element x € G,
s’anomena regular si, i només si, pertany a un tnic tor maximal.
En el cas contrari, s’anomena singular.

2.4 Forma de Killing

En aquesta seccié suposarem que totes les algebres de Lie sén
de dimensié finita. La forma de Killing proporciona un producte
escalar en tota algebra de Lie L.

2.4.1 Definicié. Sigui L una algebra de Lie. Considerem la
forma bilineal simetrica sobre L:

(z,y) := tr(ad(z)ad(y)).

Aquesta forma s’anomena la forma de Killing de L.

2.4.2 Lema. La forma de Killing se satisfa la propietat asso-
ciativa sequent

([x?y]?z) = ('T? [y? Z])>
per a tot x,y,z € L.

DEMOSTRACIO.
([z,9],2) = tr(ad([z, y])ad(2))
= tr(ad(z)ad(y)ad(z) — ad(y)ad(z)ad(2))
tr(ad(z)ad(y)ad(z) — ad(z)ad(y)ad(x))
= tr(ad(z)ad(ly, 2])) = (2, [y, 2])
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2.4.3 Observacio. La férmula d’associativitat significa també
que ad(x) és anti-autoadjunta respecte de la férmula Killing; és

a dir,
(ad()(y), 2) = —(y,ad(z)(2)),
per a tot z,y, z € L.

2.4.4 Definicié. Una algebra de Lie L és simple si no és abeliana
i no t¢é ideals no trivials.

2.4.5 Definicié. Una algebra de Lie de dimensi6 finita és semi-
simple si té radical resoluble 0.

Sobre els complexos C hi ha bastantes definicions equivalents
d’algebra de Lie semisimple. Per a algebres de Lie, les segiients
definicions sén equivalents:

2.4.6 Proposicié. La definicio d’algebra de Lie semisimple és
equivalent a:

(i) L és suma directa d’algebres de Lie simples.

(ii) La forma de Killing és no degenerada.

(iii) L no té ideals abelians no nuls.

2.4.7 Lema. La forma de Killing és invariant sota qualsevol
automorfisme de l’algebra de Lie.

DEMOSTRACIO. Sigui p 'automorfisme. Tenim
ad(p(a)) = p-ad(a) - p~*

implica que
(p(a), p(b)) = tr(ad(p(a)) - ad(p(b))) =
— tr(p- ad(a)ad(b) - p~1) =
= tr(ad(a)ad (b)) =: (a,b).
on 'ultima igualtat és certa ates que la traca és invariant per
canvi de base O
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2.4.8 Exercici. Anem a calcular la matriu de la forma de Killing
per a 'algebra de Lie de SU(3, R).

El primer que hem de fer és calcular les matrius adjuntes,
pero aixo ja ho hem fet en un exercici anterior, a 'apartat 2.1.2.

Si les multipliquem dos a dos, i calculem la traga de cada una
de les matrius del producte obtindrem la matriu:

20 0 0000 0
03 0 0000 0

1

00 3 0000
k|00 0 5000 0
oo 0 0200 0f
00 0 0030 0
00 0 0003 0

1 1

00 7% 0000 3

on Kli,j] = tr(ad(T;)ad(T})). Observem que els vectors T3, T
formen una subalgebra dintre de 1'algebra de Lie su(3), amb
producte, la forma de Killing i que

ﬁu(S) = <T37 T8>J_<T17 T27 T47 T5a T67 T7>

2.5 Teoremes d’estructura per a alge-
bres de Lie

Hi ha tres teoremes basics en aquest context: d’Engel, de Lie i de
Cartan. El teorema d’Engel val per a tota caracteristica. Els al-
tres dos, el de Lie i el de Cartan, només valen per a caracteristica
ZEro.

2.5.1 Lema. Sigui K un cos algebraicament tancat. Sigui a
una matriv semisimple amb valors propis c; © una base de vectors
propis e;. Aleshores ad(a) és també semisimple amb valors propis
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a; — a1 vectors propis les matrius unitats en la base {e;}. Si a
és nilpotent, a® = 0, tenim que ad(a)?*~! = 0.

DEMOSTRACIO. La primera afirmacid és clara. Ja que ad(a)(b) =
a-b—b-a, podem descompondre ad(a) en la forma ad(a) = ap—ag
on ar(b) := ab i agr(b) := ba. Ates que els multiplicadors per la
dreta i per ’esquerra sén operadors que commuten i que la ma-
triu a és nilpotent, escrivim el desenvolupament segiient

= (21
ad(a)®*7! = (ap —ar)* ™ = Z ( ; >aZLa2Rk_1_’ =0.

1=1

Aixo acaba la demostracié. O

2.5.2 Corol-lari. Siguin K un cos algebraicament tancat i L
una K algebra de Lie. Sia € End(V) i a = as + a, €és la de-
scomposié de Jordan, llavors tenim que ad(a) = ad(as) + ad(a,)
és la descomposicio de Jordan de ad(a).

2.5.3 Teorema. (Engel) Sigui V un K-espai vectorial de di-
mensio finita, i sigui L C End(V) una dalgebra de Lie formada
per elements nilpotents. Hi ha una base de V' en la qual L esta
formada per matrius estrictament triangulars superiors. En par-
ticular L és nilpotent.

DEMOSTRACIO. El teorema es pot demostrar per induccié sobre
les dimensions de V' i de L. El punt essencial de la demostracié
és provar que hi ha un vector no nul v € V amb Lv = 0, com que
si provem aix0, podem repetir 'argument amb L actuant sobre
V/Kv. Si L és de dimensié 1, és trivial ates que tota matriu de
dimensié 1 per 1 és triangular superior i si és nilpotent és zero.

Sigui A C L una subalgebra maximal de Lie propia. Apliquem
inducci6 de la segiient forma. Pel lema previ, ad(A) consisteix
d’operadors nilpotents sobre End(V'). Per tant, els elements de
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ad(A) sén també nilpotents actuant sobre L i L/A. Per induc-
ci6 hi ha un element v € L, u ¢ A amb ad(A)u = 0 modul
A o equivalentment [A,u] C A. Aixo implica que A + Ku és
una subalgebra més gran, pero per la maximalitat de A tindrem
que L = A+ Ku i també que A és un ideal de L. Ara sigui
W := {u € V]Au = 0}. Per induccié tenim que W # 0. Tenim
que si w € W, a € A, que a(uw) = [a,uJw + uaw = 0 ja que
la,u] € A. Per tant, W és estable per u, i com que u és nilpotent,
hi ha un vector no nul w € W amb Aw = uw = 0. Per tant,
Lw=0.0O

2.5.4 Teorema. (Lie) Sigui K un cos algebraicament tancat.
Sigui V' un K-espai vectorial, i sigui L C End(V') una algebra
de Lie resoluble. Hi ha una base de V' en la qual L esta formada
per matrius triangulars superiors.

DEMOSTRACIO. La demostracié es pot aconseguir per induccié
sobre la dimensi6é de L. El punt essencial és un altre cop, provar
que hi ha un vector no nul v € V' tal que és un vector propi de L.
Si provem aixo0, llavors repetim l'argument amb L actuant sobre
V/Kv. Si L és de dimensié 1, llavors és un fet que un operador
lineal no nul té un vector propi no nul.

Comencem igual que el teorema d’Engel. Com que L és res-
oluble un espai maximal propi [L, L] C A sera un ideal de codi-
mensi6 1. Tenim de nou que L = A + Ku amb [u, A] C A.
Sigui, per induccié, v € V un vector propi de A. Escrivim per
av = A(a)v el valor propi.

Considerem l'espai W := {v € V : av = A(a)v, per a tot a €
A}. Si provem que s’estabilitza per u, llavors podem acabar per
Hamilton-Cayley triant un vector propi no zero per u € W.

Llavors, sigui v € W; per algun m tenim que els vectors line-
alment independents v, uv, vv, ..., u™v i u™ v depenen d’algun
dels vector precedents. Hem de provar que uv € W. En qualsevol
cas tenim la segiient identitat per aa € A: auv = [a, ujJv+uav =
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A([w, v])v+ Aa)uv. D’aquesta manera cal provar que A([u, v]) =
0. Repetim au'v = A(a)u'v+ - - - ufa, u|u’"*v + [a, u]u' " v, induc-
tivament [a, uJu’?v = A([a, u])w' 20+ >, _,_, cxuFv. D’aquesta
manera a actua com una matriu triangular superior sobre els
generadors M := (v, uv,u?v,...,u™v) dels vectors u’v amb \(a)
a la diagonal. Per una altre costat, ja que M és estable sota
u i a tenim que [u,a] és un commutador de dos operadors de
M. Aixi doncs, 'operador traga restringit a M és zero. Per una
altra banda, per la formula explicita de [u, a] obtenim que per a
aquesta traca (m+ 1)A([u, v]). Com que la caracteristica és zero,
es déna m + 1 # 0, per tant A([u,v]) =0. O

2.5.5 Corol-lari. Si L C End(V) és una algebra de Lie resol-
uble, llavors [L, L] esta formada per elements nilpotents i, per
tant, és nilpotent.

2.5.6 Teorema. (Criteri de Cartan) Sigui K un cos algebrai-
cament tancat iV un K-espai vectorial de dimensio finita. Sigui
L C End(V) una algebra de Lie lineal. Si tr(ab) = 0 per a tot
a€L,be (L, L], llavors L és resoluble.

DEMOSTRACIO. Hem de provar que [L, L] és nilpotent, o pel
teorema d’Engel, que tots els elements de [L, L] sén nilpotents.
Primer mostrem que podem fer una afirmacié més abstracta.
Sigui M = {z € gl(V) : [z,L] C [L,L]}. Per suposat que
L C M i volem provar que encara tenim tr(ab) = 0 quan a €
M,b € [L,L]. De fet si b = [x,y], z,y € L, llavors tenim per
associativitat de la traga tr([z,yla) = tr(zly,a]) = 0, com que
x € Lily,al € [L,L]. D’aquesta manera, el teorema se segueix
del segiient lema general, aplicat a A =[L,L]i B= L. O

2.5.7 Lema. Sigui V un espai vectorial de dimensio finita n
sobre els nombres complexos i siguin A C B C End(V) espais
lineals. Sigui M := {x € gl(V) : [z, B] C A}. Si un element de
a € M satisfa tr(ab) = 0 per a tot b € M llavors a és nilpotent.
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DEMOSTRACIO. La primera observacié a fer és que si a € M,
també a1 a, estan en M. Aixo se segueix del lema 2.5.1 i de les
propietats de la descomposicié de Jordan. Necessitem demostrar
que as = 0. Siguin ayq, ..., «, els valor propis de a; i eq, ..., €, una
base corresponent de vectors propis. Per a qualsevol element
semisimple b, el qual en la mateixa base és diagonal amb valors
propis (i, ..., By, si b € M llavors ). ;3 = 0. Una condicié
suficient per a que b € M és que ad(b) és un polinomi en ad(as)
sense termes constants. Aixo és cert si es pot trobar un polinomi
f(x) sense termes constants amb f(o; — ;) = B; — §;. Per la
interpolacié de Lagrange, I'inica condicié que es necessita és que
si a; —aj = oy, — oy, llavors sigui 3; — 8 = By, — Bk. Per a aixo és
suficient triar §; com el valor de qualsevol funcié Q-lineal sobre
el Q espai vectorial per o; en C. Prenem una tal forma lineal g.
Tenim que Y, a;g(;) = 0 implica >, g(a;)* = 0. Si els nombres
g(a;) son racionals, llavors aixo implica que g(a;) = 0 per a tot
1. Ja que g pot ser qualsevol forma Q-lineal sobre un Q-espai
vectorial, aixo només és possible si tots els o; = 0. O

2.6 Subalgebres de Cartan

En aquesta seccid, si no s’esmenta el contrari, els resultats son
valids per a algebres de Lie complexes. L’estrategia per a des-
vetllar 'estructura de les algebres semisimples és similar a 1'es-
trategia seguida per Frobenius per entendre els caracters dels
grups finits. En cada cas, es tracta d’entendre com el polinomi
caracteristic d'un element generic (en un cas de 1’algebra de Lie,
i en l'altre de I’algebra de grup) descompon en factors. En altres
paraules, si es té una matriu generica semisimple, estudiem els
seus valors propis.

2.6.1 Definicié. Una subalgebra torica h d’una algebra de Lie
L és una subalgebra formada només per elements semisimples,
és a dir, elements la matriu dels quals en una base és diagonal
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2.6.2 Lema. Tota subalgebra torica b d’un grup de Lie L és
abeliana.

DEMOSTRACIO. Suposem que § és no abeliana. Llavors hi ha
un element x € h amb un valor propi no nul per a un vector
propi y € b, és a dir, [x,y] = ay amb a # 0. En 'espai generat
per z,y, I'element y actua com [y,z] = —ay, [y,y] = 0. Per
tant, sobre aquest espai ’accié de y és donada per una matriu
no nul-la nilpotent. Per tant, y no és semisimple, com haviem
suposat. O

Se segueix del lema que els operadors semisimples ad(z) amb
x € h son simultaniament diagonalitzables. Quan parlem d’un
vector propi v per a h ens referim a un vector no nul de v € L
tal que [h,v] = a(h)v, per a tot h € h. Llavors a : h — C és una
forma lineal, anomenada valor propi. Denotarem per h* I'espai
vectorial dual de . Aixi, o € b*.

2.6.3 Definicié. En una algebra de Lie semisimple L, una sub-
algebra torica maximal h s’anomena subalgebra de Cartan.

2.6.4 Proposicio. Una subalgebra de Cartan b d’una algebra
de Lie semisimple L # (0) és no nul-la.

DEMOSTRACIO. Cada element de L té una descomposicié en
matrius de Jordan. Si tots els elements fossin nilpotents, L seria
nilpotent pel teorema d’Engel 2.5.3. Per tant, L admet elements
semisimples no trivials. O

2.6.5 Observacio. Podem descompondre L en suma directa es-
pais propis per l'accié adjunta de b, dits també espais de pesos,
respecte de b.

2.6.6 Definicié. Els valors propis no nuls per ’accié adjunta en
b defineixen un subconjunt ® C h* \ {0} de formes lineals sobre



66 Cap. 2. Grups de Lie i algebres de Lie

b que s’anomenen arrels. Per tant, una arrel és un vector no nul
del dual de I'algebra de Cartan. Una arrel té tantes components,
fixada una base by, com el rang de L.

2.6.7 Exercici. Les subalgebres de Cartan de 'algebra de Lie
su(3) estan formades per matrius diagonals de traca nul-la (en
una certa base). Un conjunt de matrius diagonals de traca nul-la
que sén linealment independents té dos elements, com a molt.

Totes les subalgebres de Cartan de 'algebra su(3) sén, a part
de

(T3, Ts) (11,Ts) i (T3, 7Tg),

cada una d’ells correspon a les subalgebres s1(2) que conté su(3).
Aquesta informacio es treu de la matriu M que hem calculat en
la subsecci6 2.1.2.

Comprovem, tal i com diu el lema, que les matrius ad(73) i
ad(7Tg) son simultaniament diagonalitzables.

Recordem que les matrius sén

]

o O OO
o O O

S OO OO

ad(Tg) =

N |

O O OO oo

N |

SO DD O oo oo
SO DO OO o oo

SO DO OO OO =

SO OO OO
o O O

O O O ONle
(@) SIEN

o O
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Comprovem que el vector E; :=
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D’aquesta manera, 1’arrel associada a aquests vectors propis
és la forma lineal

De manera analoga, l'arrel a4 és donada pel vector propi

E,:= —(T) +iT5) i la forma lineal associada és

V2

ag: b — C
Tg — —1.
Tg — 0.

La resta de vectors propis per a T3 i Ty sén

1

Ey = —(Ts + 1T,

2 = \{5( 6 7)
by = —(T) —iT:

3= \/15( 4 5)
By = —(Ts — 117

5= \/15( 6 7)
Es = —=(Ty +1iT5).

6 — \/§< 4 5)

1 v3
Les altres arrels sén: a; = (1,0), as = (—5,\/7_) ias =

1 V3

(—5, —7) A més, ay = —aq, a5 = —g 1 g = —a3.
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2.5] Gty

Xz 253

Figura 2.1: Esquema de les arrels de l'algebra de Lie de SU(3)

2.6.8 Observacié. Les xarxes d’arrels no depenen de la subalgebra
de Cartan escollida.

Per tant, la matriu del canvi de base que diagonalitza simul-
taniament ad(73) i ad(Tg) operant en el subespai (Fj, ..., Fg),
sumplementari de (Hy, Hs) és

1

—1

_— o O O

Sl

OO o oo
_ o O O OO

O OO = =00 OO
S == O OO OO
_ o O O o o oo

OO0 OO O =~
coococoor~ro O
|
-~

o O O

2.6.9 Definicio. Si a € P,
Ly,:={xz € L|[h,z] =a(h)x, peratot hebh}
és el corresponent espai propi associat a ’arrel a. Es diu que L,

és I'espai de pes a per b. Els elements no nuls de L, s’anomenen
vectors arrels relatius a a.
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2.6.10 Exercici. Sigui L = su(3). La matriu

R:

o OO
o O =
o OO

pertany a l'espai de pesos L, ja que es pot comprovar que com-
pleix

[Tg,R]:R:].R:Oél(Tg)R

[T87R] :O:O'R:al(TS)'Ra

per tant complira la relacié desitjada per a qualsevol element
generat per T3 i Tg.

Aixi mateix la matriu

S:

o = O
o O O

0
0
0

es pot comprovar que és una matriu que pertany a l’espai de
pesos Lg,.

A continuacié citarem unes altres propietats importants per
a l'estudi de les arrels.

2.6.11 Proposicio. La forma de Killing restringida a Lo €s no
degenerada. Els espais de pesos Lo, Lg son ortogonals per la
forma de Killing, llevat que o« + 3 = 0. A més, tenim que
[La, Lgl € La+p-

DEMOSTRACIO. Sigui a € L,, b € Lg i h € h. Tenim que
oz(t)(a,b) = ([tva]vb) = _([a’7t]7b) = —(CL, [tvb]) = _ﬁ(t)(aab)
Per tant si sumem tenim que «(t)(a, b)+3(t)(a, b) = 0. Aleshores
(a,b) = 0, llevat que o + 3 = 0. Donat que la forma de Killing
és no degenerada, es dedueix que no ho és tampoc en L i I'espai
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L, és ortogonal a tot Lg per a # — (3, mentre que L, i L_, estan
en perfecta dualitat.

La tercera afirmacio és conseqiiencia de les propietats de les
derivacions. Sia € L,, b € Lg, t € h, tenim

(£, [a, 0]] = [[t, a], 0] + [a, [t, b]] = a(t)[a, 0] + B(#)]a, ].
O

2.6.12 Teorema. La subalgebra by és igual al seu espai de pes
0. Es a dir,

h=Lo:={x €L tal que [h,z] =0, per a tot h € h}.

DEMOSTRACIO. De la proposicié anterior Ly és una subalgebra
de Lie. Sigui a € Lo i descomponem a = ays + a,. Com que
ad(a) és zero sobre b, haurem de tenir també que ay, a,, € Lg ja
que commuten amb h. Aleshores h + Ca, és encara subalgebra
torica i per maximalitat es dona b + Cas; = b i per tant as € b.
Aleshores h conté totes les parts semisimples dels elements de
Ly.

Provem ara que la forma de Killing és no degenerada sobre
h. Suposem que a € h esta en el nucli de la forma de Killing
restringida a . Prenem ¢ = ¢;+¢, € Ly. L’element ad(a)ad(c,)
és nilpotent (ates que dos elements commuten), per tant té traga
0. El valor (a,cs) = tr(ad(a)ad(cs)) = 0 com que ¢s € b, i per
hipotesis a € h esta en el nucli de la forma de Killing restringida
a Lg. Aquesta restriccié per 2.6.11 és no degenerada, per tant
a=0.

Ara descomponem Ly = h @ h*, on h* és el complementari
ortogonal a h respecte la forma de Killing. De la mateixa dis-
cussié segueix que h* es compon d’elements nilpotents. Per tant
ht és un ideal de Lie de Ly, ja que a € b, ¢ € b+, b € Ly im-
plica que (a, [b,c]) = ([a,b],c) = 0. Ara afirmem que ht estd
continguda en el nucli de la forma de Killing restringit a Ly. De



72 Cap. 2. Grups de Lie i algebres de Lie

fet, com que ad(ht) és una algebra de Lie composta d’elements
nilpotents, aixo segueix del teorema d’Engels, 7?7, que la forma
de Killing sobre h* és 0. Ates que la forma de Killing sobre L
és no degenerada, aixo implica que b+ = 0 i per tant h = Ly. O

2.6.13 Corol-lari. Tenim que L =0 @ @ cp La-

DEMOSTRACIO. Se segueix de les proposicions 2.6.11 1 2.6.12 i
de les definicions. O

2.6.14 Corol-lari. Eristeiz un unic elementt, € b amb (h,t,) =
a(h), per a tot h € .

DEMOSTRACIO. Se segueix de 2.6.11. O

2.6.15 Observacié. Ja que la forma de Killing sobre § és no
degenerada, podem identificar h amb h* per mitja de la forma
de Killing. En particular, per a cada o € h* tenim que existeix
un element t, € h amb

(h,ta) = alh),

per a tot h € b.

Usualment s’identifica f amb el seu dual h* usant la forma
de Killing. En aquesta identificacio, t, correspon a «. Es pot
transportar la forma de Killing a h*. En particular, tenim per a
dos arrels «, 3 € h* que

(@.8) = (ta t3) = olta) = B(ta) = 2 (1,).

2.6.16 Proposicido. Per a cada arrel a € ®, siguin a € Ly,
be L, Tenim que es compleir [a,b] = (a,b)t,. FEl subespai
Lo, L_,] = Ct,, per tant, és de dimensid 1.
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DEMOSTRACIO. Per la proposicié 2.6.11, [L,, L_,] esta con-
tinguda en h i, si h € h, a € L,, b € L_, tenim (h,[a,b]) =
([h,al,b) = a(h)(a,b) = (h,(a,b)t,). Aixo significa que [a,b] =
(a,b)t, esta en un espai de dimensié 1 generat per t,. O

2.6.17 Definicié. Anomenem transicié fonamental associada a
I’arrel o € h* I'element ¢, € b.

2.6.18 Proposicié. Es compleiz que (tq,ts) = a(ty) # 0, per
a tot a € .

DEMOSTRACIO. Com que L, L_, estan aparellats per la forma
de Killing, podem trobar a € L,. b € L_, amb (a,b) = 1, i
d'aqui [a,b] = t,. Tenim [t,,a] = a(ty)a, [te,b] = —a(ty)d.
Si a(t,) = 0, estem en el cas de 'observacié anterior: a, b, t,
generen una algebra de Lie resoluble i per tant la representacié
to és nilpotent. Ates que t, € b, tenim que és semisimple en cada
representacio, en particular en la representacié adjunta. Deduim
que ad(t,) = 0, la qual cosa és una contradiccié. O

Sigui X, un element de L, tal que (X4, Xo) = 1. Anomenem
element arrel associat a o a ’element
V2X,

o - y——————

(ta; ta)

2.6.19 Exercici. En 'exemple anterior relatiu a su(3), hem cal-
culat matrius de l'espai de pesos Lo, i L., = L_,,, que eren
respectivament

000
a:=1|(1 0 0
000

S

I
o oo
oo
o oo
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Segons la proposicié
[a,b] = (a,b)tq,.

Si fem els calculs tenim que

m =a-b—b-a
0 00 010 010 0 00
=11 0 0}-{0 O O]—10 00O 1 00
0 00 0 0O 0 0O 000
-1 0 0
=10 10
0 00

Clarament es compleix que [a,b] € b ja que m = H;.

Observem a més que [Lq,, La,] = ta,C 1 observem que la
forma de Killing val

(tal7ta1) = H[?),S] =3 7é 0,

segons la matriu que hem calculat en I'exemple 2.4.8.

A continuacié donarem algunes propietats trivials de les ar-
rels, referents a la seva metrica en 'espai vectorial. Citem una
serie de resultats que no es demostraran, pero que reflecteixen la
geometria del conjunt de les arrels.

2.6.20 Lema. Tenim les propietats segiients:

(i) Si v és una arrel, també ho es —a.
(ii)) Siaoe ®izaec® ambx € Z, llavors x = £1.

(iii) Les arrels generen bi. Els vectors arrel generen hg.

DEMOSTRACIO. Cf. [Pro07]. O
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Sigui g 'algebra de Lie d’un grup de Lie semisimple G, b
la seva subalgebra de Cartan i ® C by el seu conjunt d’arrels.
Prenem un vector vy € by tal que {y € hi | v(vy) = 0} és disjunt
amb ®. Aix0 permet definir

Ot :={a € ® | alv) >0}

¢ ={-a|aecd}.

2.6.21 Definicié. Una arrel «, s’anomena fonamental o simple
si esta en 1 pero no pot ser escrita com 3+ amb 3,7 € ®F.

2.6.22 Teorema. Tenim les propietats segiuents:

(i) Sia, 8 son dos arrels diferents fonamentals, llavors (o, B) <
0.

(ii) El conjunt d’arrels fonamentals generen by ; de fet qualsevol
a € O és una combinacid lineal de arrels fonamentals amb
coordenades enteres 1 positives.

(iii) El congunts d’arrels fonamentals és linealment indepen-
dent.

(iv) Hi ha exactament rang(G) arrels fonamentals.

2.6.23 Definicié. Sigui (-,-) un producte escalar de R™. Un
sistema fonamental és un conjunt de vectors, {vy,...,v,} on els
vectors estan en espai euclidea real de dimensiéo n R™ i que com-
pleixen

1. Els {v;}’s son una base.

2. Cada n;; = 2(v;,v;)/(v;,v;) és un element del conjunt
{0,—-1,—2, =3} amb n;; = =1 sin;; = =2 0 —3.
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2.6.24 Observacié. Un sistema d’arrels pot contenir més d'un
sistema fonamental.

2.6.25 Exemple. Elssubconjunts de les arrels {ay, an}i{aq, as}
sén dos sistemes fonamentals diferents de 1’algebra de Lie su(3).

2.6.26 Definicié. Si {vy,...,v,} és un sistema fonamental, el
sistema format pels elements w; = 2v;/(v;, v;) el qual satisfa que
per a tot parell {7,j}, n;j(w) = n;j(v) s’anomena el sistema
fonamental dual.

2.6.27 Exemple. Com en I'exemple 2.6.7, considerem 1’algebra
de Cartan b de su(n) formada pel conjunt de les matrius diag-
onals

dy 0

D= .Y di=0

0 dy,

de traca nula i sigui 6;(D) = d;. Aleshores les arrels sén a;; =
d; —d; per a i # j. Sigui

n 0
n—1
D=
2
0 c
amb ¢ = —> " ,j. Llavors Dy compleix «;;(Do) # 0, per

tant pot ser usat per definir la positivitat. Les arrels posi-
tives seran doncs {a;; € h*|i < j} i un sistema fonamental és
12, 023, ..., 01 . Notem que si @ < j, llavors o = o1 +
Qit1it2 + -+ o1, tal com il-lustra el 'apartat (ii) del teo-

rema anterior. Obviament, les arrels a® := @ ;+1 sOn una base
de hi. Veurem llavors
=-1 |Z - j‘ = 17

on n;; satisfa les condicions de 2.6.23
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El teorema segiient redueix la classificacié de les algebres de
Lie compactes a la classificacié dels sistemes fonamentals d’ar-
rels.

2.6.28 Teorema. Se satisfan les propietats segients:

(i) Dos sistemes fonamentals per a una algebra de Lie simple
son equivalents sota un moviment del pla euclidia.

(ii) Per a cada sistema fonamental normalitzat d’arrels F', e-
xisteix una unica algebra de Lie semisimple la qual el sis-
tema fonamental d’arrels associat pot ser obtingut a partir
de F' per a un moviment del pla euclidia 1 amb la composi-
ci6 d’una homotecia.

2.7 El grup de Weyl d’un grup de Lie

2.7.1 Diagrames de Cartan-Stiefel

Recordem que hj; té un producte natural propi; hi ha un conjunt
d’arrels ® C b}, i aplicacions naturals definides per a cada o € P,

(o, B)

(@, )

sa(B) =0 —2 «

reflexiéns respecte de I'hiperpla m, = {7y € bi|(a,v) = 0}. Es-
criurem 7, C hg, on 7, és la imatge de 7 sota l'isomorfisme
natural l’associacié natural de hr en hi. Es pot comprovar que
So aplica @ en ell mateix.

2.7.1 Definicié. El diagrama de Cartan-Stiefel infinitesimal
és el conjunt Uyeom, en by, Com que s,(m5) = 75, (5), la funcié
sq aplica 7 en ell mateix. Cada 7, divideix by en dos meitats
no connexes, per tant b \ 7 és 'unié de regions les vores de les
quals soén peces dels hiperplans 7.
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2.7.2 Definicié. A les clausures de les components connexes se
les anomena cambres de Weyl.

El conjunt de les cambres de Weyl sera denotat per C. Per
tant un punt de C correspon a una cambra de Weyl. Ates que
Sq aplica m en ell mateix, cada s, permuta els punts de C.

2.7.3 Exemple. En la figura segiient observem els hiperplans
D1, P2 1 p3 que corresponent respectivament als hiperplans 7,
Tay 1 Tag-

P
Figura 2.2: Diagrama de Cartan-Stifel del 1’algebra su(3).

Tres de les cambres de Weyl estan pintades en fosc.

2.7.2 Definicions i resultats basics

2.7.4 Definicié. Siguin G un grup i H un subgrup de G. El
normalitzador de H respecte de G és el grup

NH)={geG|gTg ' =T}.
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El centre d'un grup H és el grup de
Z(H)={x | zha™' =h peratot he€ H}.
2.7.5 Observacié. Es té que
HCN(H) CG.

2.7.6 Definicié. Sigui G un grup de Liei 7' C G, un tor maxi-
mal. Un grup de Weyl de G és

W = N(T)/Z(T).

2.7.7 Observacio. Ates que tots els tors maximals son iso-
morfs, els grups de Weyl també ho sén.

2.7.8 Proposicié. Sigui G un grup de Lie, W = W(T') un grup
de Weyl de G, g l’algebra de Lie de G i by [’algebra de Lie de T
Aleshores, W opera

(i) en by com a un conjunt d’isometries,

en m com a reflexions,

)
(ii) en ® com a grup de permutacions de les arrels,
(iii)

)

(iv) en C, com a grup permutacions.

DEMOSTRACIO. Sit € W, hihaunz € G tal t(y) = xyz~! per a
qualsevol y € T'. D’aquesta manera, ad(z) defineix una aplicacié
lineal de h a b i per tant, de hr a bg, i llavors per dualitat tenim
una aplicacié de hj en ell mateix. Cap ad(z) pot ser trivial sobre
b perque si ho fos, ad(x) seria trivial per tant x € Z(H); aixo
és W es respecta fidelment en un conjunt d’isometries lineals
sobre hg. Si o és una arrel amb element arrel X, llavors per a
qualsevol Y € b,

[Ad(Y), ad(2)(Xo)] = ad(z)[Ad(ad(27")(Y)), Xa]

= [a(ad(z7")(Y))lad(z)(Xa)
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per tant, ad(z)(a) és també una arrel, i per tant, el grup de
Weyl actuant sobre hj actua com un grup de permutacions de
les arrels. O

Del grup de Weyl ens interessen els segiients resultats,

2.7.9 Teorema. Donada o € O, cada simetria s, és un element
del grup de Weyl.

2.7.10 Teorema. El grup W actua simplement i transitivament

sobre C; aizxo és, donades dos cambres de Weyl C,Cy, existeix
un dnic T € W tal que T|C4] = Cs.

2.7.3 Grup de Weyl de SU(3)

Cada arrel té un hiperpla perpendicular a ella. Clarament, com
hem vist, les arrels del diagrama sén invariants per reflexié re-
specte d’aquest hiperplans.

A fi d’estudiar en detall aquestes reflexions, denotem els estats
tal i com indica la figura 2.3.

7
Figura 2.3: Diagrama de Cartan-Stifel del 1’algebra su(3).
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Si denotem l'estat de la figura 3 con (1:2:3). Veiem que un
reflexié en el pla p; porta aquest estat a (-1:-3:-2). En general
un reflexié en el pla p; canvia de signe tots el factors pero canvia
I’ordre dels dos altres valors. En altres paraules

-1 0 0 0o 0 -1
P=10 0 -1 PB=10 -1 0
0 -1 0 -1 0 0

0 -1 0

Pa=-1 0 0

0 0 -1

Els productes entre les matrius defineixen els altres tres ele-
ments del grup de Weyl R™, R~ i 1:

R+I:P1P2:P2P3:P3P1
R73:P2P1:P3P2:P1P3
1:=P)=P}=P;=R'R- =R R'

Es clar que en ser un grup no commutatiu amb 6 elements és
correspon a S3.

2.7.4 Grup de Weyl de SU(n)

2.7.11 Teorema. FEl grup de Weyl corresponent al grup de Lie
SU(n) és el grup simétric S, sobre n elements.

DEMOSTRACIO. Sigui SU(n). Considerem com a T', el conjunt
de matrius diagonals. Aleshores tenim que una subalgebra de
Cartan de su(n) és

d

hR: ‘diER, Zdl:o
d, i=1
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En aquesta situaci6, sigui 0;(-) := d;. Aleshores les arrels sén
a;; = 0; —0;. Sigui {e; }1<i<, una base natural de C". Llavors, la
conjugacié per un element x € SU(n) aplica h en b si, i només
si, vej; = ajey;) on p € Sy i |aj| = 1. Les permutacions p € S,
tals que p = (i,j) i ze; = e;, ze; = —e;, 1 xe, = e, amb per
a i, # k que es corresponen amb els elements x € SU(3).
Aquests elements x actuen sobre T segons d;x = d,-1(;. Per
tant, W ~ §,,. O

2.8 Tipus de sistemes d’arrels

Els sistemes d’arrels foren introduits per primera vegada per
Wilhelm Killing 'any 1887. EIl defini sis tipus, dels quals els
quatre segiients seran d’interes.

Tipus A,. El sistema d’arrels esta en el subespai E de R**!
on la suma de les coordenades és zero i les arrels son els vectors
e; —ej, © # j. El grup de Weyl és el grup simetric S,41, el
qual permuta els elements de la base. Notem que el grup de
Weyl permuta transitivament les arrels. Les arrels son els vectors
enters de V' amb norma Euclidea 2.

Tipus B,. Espai Euclidea R", amb arrels:
te;, e —ej, e +e, —e—e, 1#j<n

El grup de Weyl en aquest cas és el producte semidirecte .S,, X
Z/(2)™ del grup simetric el qual permuta les coordenades, amb
el grup de signatura el qual canvia els signes de les coordenades.

Notem que en aquest cas tenim dos tipus d’arrels, amb nor-
ma Fuclidea 2 1 1. El grup de Weyl té dos orbites i permuten
transitivament dos tipus d’arrels.

Tipus C,. Espai Euclidea R", amb arrels:

€ — €5, €i+ej7 —€; — €y, ’l#], :i:26i, :1,...,n.
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El grup de Weyl és igual que per B,. De nou tenim dos tipus
d’arrels, amb norma euclidea 2 o 4, i el grup de Weyl permuta
transitivament els dos tipus d’arrels.

Tipus D,. Espai Euclidea R", amb arrels: Espai Euclidea
R™, amb arrels:

e, —ej, e +e, —e—ej, 1#j<n

El grup de Weyl és un producte semidirecte S,, x Z/(2)", on S,
és el grup simetric de permutacions de les coordenades, i Z/(2)
el grup que canvia els signes.

En aquest cas el grup de Weyl permuta transitivament les
arrels les quals totes elles tenen norma Euclidea 2.

Donada una algebra de Lie complexa, direm que és de tipus
X si X és el seu sistemes d’arrels. D’acord amb la defincio es te

Tipus | algebra de Lie
A, sl(in+1,0)
B, so(2n+1,C)
Cy sp(2n, C)

D, s0(2n,C)
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Capitol 3

Representacions de grups
semisimples compactes

L’objectiu d’aquest capitol és el calcul de les representacions
d’alguns grups de Lie i d’algunes algebres de Lie classiques. Ens
centrarem en el grup SU(n).

3.1 Introduccio a la teoria de xarxes

En aquesta seccié donarem alguns conceptes basics de la teoria
de xarxes que necessitarem més endavant per a tractar les xarxes
de les arrels i les xarxes dels pesos. Definirem aquestes en les
seccions posteriors.

3.1.1 Definicié. Sigui V' un espai vectorial real de dimensié
finita. Una xarxa és un subgrup additiu £ de (V,+) tal que

1. L és tancant.
2. L és discret.

3. L genera V com a espai vectorial.

85
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En el que resta de seccio exposarem alguns fets de teoria de
Xarxes.

3.1.2 Proposicid. Se satisfan les propietats segiients:

(1)

Cada zarza conté una base com a Z-modul, és a dir, ex-
isteiz un subcongunt de vectors {v;}1<i<n € L on n =
dim(V'), tal que

De fet, v pot triar-se sent qualsevol vector en L tal que

{MW|AXeR}NL =2Zv.

Si {w; }1<i<n €s un segon subconjunt de L amb

n
Ww; = E mz-jvj,
=1

llavors w €s una base si, i només si, det(m;;) = £1. Per
tant, el conjunt de bases de L és un G-espai transitiu i
simple per al grup G = GL(n,Z) de matrius n X n i de
coeficients en 7, i determinant +1.

3.1.3 Definicié. Si L1 K sén xarxes de V', es diu que £ és una
subxarxa de /X si, i només si, £ és un subgrup additiu de .

3.1.4 Teorema. Si K és una subzarza de L C V', llavors L/K
és un grup abelia finit G. A més, hi ha una correspondéncia
bijectiva entre zarres M amb K C M C L i subgrups R de
G donada per tM] = R, M =7 R]onm: K — G és la
projeccio natural. Si {x;}1<i<n @ {yj1<i<n sOn bases de K i L i
x; =y mg;y;, llavors o(KK/L) = | det(my;)].

DEMOSTRACIO. Cf. [Sim96]. O
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A continuacié estudiarem les xarxes duals 1 la seva relacid
amb les xarxes d’on provenen.

3.1.5 Definicié. Sigui £ C V una xarxa. Sigui £L* C V* el
conjunt definit per

Lr={{eV*|lx)€Z, peratot =€ L}

L* és una xarxa de I'espai dual V*, anomenada la xarxa dual de

L.

La proposicio segiient recull algunes propietats elementals.

3.1.6 Proposicio. Se satisfan les propietats segiients:

(1) Sigui{e;}1<i<n una base d’una rarza L. Es defineix { f; }1<i<n
per

filei) = dy;.

Llavors { fj}1<i<n €s una base de L*.

(i1)
L =L.

(iii) Sigui I C L zarzes en V. Llavors L* C K* i
K/~ (L/K)T,
és el grup dual de L/K.

3.2 Xarxes d’arrels i xarxes de pesos

Siguin G' un grup de Lie i g la seva algebra de Lie. Sigui h una
subalgebra de Cartan. Sigui @ € ® C b una arrel.

Considerem els hiperplans 7, de hg definits per

To ={X € br | a(X) = 0}.
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Estem interessats és el conjunt
Na ={X € br | a(X) € Z}.
Es defineix el conjunt segiient

Z ::ﬂaebna
={X ebr|a(X)€Z peratot o€ d}

on F' és un sistema fonamental d’arrels. Es clar que Z és una
xarxa de hg.

Hi ha dues xarxes importants, a més de Z. La primera depen
només de l'algebra de Lie g. La segona depen del grup de Lie G.

Sigui
T = {Z?’thj | n; € Z} ,
i=1

on {t;} son les transicions associades a les arrels del sistema
fonamental i sigui la segona xarxa

K={X€br|e(X)=1Idg} = kerey,,
on e: hr — T és definida per e(X) = e*mX,

3.2.1 Proposicié. La zarza T conté totes les transicions t,,
a € ®, i és independent de ’eleccio del sistema fonamental.

3.2.2 Teorema. Es tenen les inclusions segiuents:
TCKCZ.

3.2.3 Teorema. Z/K ~ Z(G), on Z(G) és el centre de G.
L’isomofisme prove de [’aplicacio exponencial € : hg — T C
G, X — X debg en T C G.

DEMOSTRACIO. Apliquem e de hr a T. Pel teorema 3.1.2,
Z(G) = e|Z]. El nucli és precisament I, per tant Z(G) ~ Z/K.
a
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Juntament amb el teorema 3.1.4 que hem vist en la secci
anterior, es mostra que o(Z/7) = |det(a;(t;))| on 7,j recorren
sobre el conjunt fonamental corresponent.

La segona relacié que podem extreure és que /7 és isomorf
al grup fonamental de G, m1(G). Notem que b és el recobriment
universal de T'; per tant, m(7") és naturalment isomorf a K.
Basicament, donat X € K, prenem vy (t) = e*™X. Aquesta és
una corva tancada en 71 X — [yx] és un isomorfisme de grups.
Com que T' C G, hi ha una aplicacié natural i : T — G i, per
tant, un homomorfisme de grups i, = m(7") — m(G).

3.2.4 Teorema. L’homomorfisme i, : m(T) ~ K — m(G) és
exhaustiu i el seu nucli és T En particular,

m(G) ~K/T.
Aquest teorema ens diu que per al recobriment universal G

de G se satisfa que K = 7 i, per tant, Z/7 es pot interpretar
com el centre de G o, equivalentment, com el grup fonamental

m(G/2(G)).

D’ara endavant ens interessarem per les xarxes duals de les
xarxes descrites fins ara i de la seva relacié amb les cambres de
Weyl.

3.2.5 Observacié. Sigui R la xarxa en bhj generada pel conjunt
d’arrels ®. La seva dimensio és el rang de g.

3.2.6 Definicié. Sigui
IT={Xebp|Ata) € Z per atot o € D},
que s’anomena la xarxa de les formes enteres. Es defineix
Y={ ebg| A(X)€Z, peratot X €K},

que s’anomena la xarxa de pesos.
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3.2.7 Corol-lari. Se satisfa que
RCYCTI.

on R és la zarza d’arrels, Y la rarza de pesos 1 L les formes
enteres.

Se satisfan les relacions segiients:
Y/R ~ Z(G),
Z/Y ~m(Q)

/R = Z(G)
on G denota el recobriment universal de G.

3.2.8 Definicié. Sigui C' la cambra fonamental de Weyl, aixo
és,

C={reby ML) >0, 1<i<r),

C"™ ={Nebp| At;) >0, 1<i<r}.
Es defineix

I =CNI={NeI]|\t) >0},

T =T ={NeT|At) >0}

Els elements de Z% s’anomenen formes enteres dominants i els de
Z¢ les formes enteres fortament dominants. De manera similar,

yi=cny

Vi=cmny.

es defineixen com els pesos dominants i els pesos fortament dom-
inants.
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L’objectiu que tenim es provar que hi ha una correspondencia
bijectiva entre els elements de V% i les representacions irreductibles

de G.

Com que els t; defineixen tant la cambra de Weyl com la xarxa
7 de les formes enteres, ha d’haver-hi una relacié estreta. Sigui
{\:} la base dual de la base {¢;}. Es una base de Z definida per
Ai(tj) = 0;;. Els \; s’anomenen pesos fonamentals del grup de
Lie G. Per a un index ¢ fixat, (r — 1) dels X;(¢;) sén 0, per tant
les formes \; estan sobre les arestes de la cambra de Weyl.

3.2.9 Proposicio.
VAR {2;1 niAi | ng >0,n; € 2}

¢ = {> 1 nNi | ni >0,n; € Z}

Un element important en Zg és

5 - ZT: )\i,
i=1

la suma dels pesos fonamentals. El minim element de Z¢. S’ano-
mena la forma més petita. L’element  pot ser o no ser un pes.
Pero es pot demostrar que 29 esta en R i que, per tant, és un
pes.

3.2.10 Lema. Sigui s; la reflexio respecte d ’hiperpla
T, = {X € h]R | Oél(X) = O}
Llavors s; permuta els elements de ® \ {«;}.

3.2.11 Teorema. L’element minim correspon a la igualtat seguent:

1
5252(1

acd



92 Cap. 3. Representacions de grups semisimples compactes

DEMOSTRACIO. Sigui § = 2> ueca+ . Llavors pel lema 3.2.10
tenim que s;(q;) = —q;, i d’aquesta manera

82(5) = g— Q;.

Pero L

per tant 6(¢;) = 1. D’aquesta manera,

i=1 1=1

El angles entre «a;’s sén obtusos, per tant, els angles en el

dual, és a dir, entre els );, sén aguts. No hi ha cap «; en C ni
més a’s que no estiguin en C'. En general, la meitat de les arrels

sén positives. Perd, com a molt, ——— estan en C,

o(W)

Figura 3.1: Xarxa d’arrels i xarxa de pesos de SU(3)

A la figura 3.1 la xarxa d’arrels esta generada pels elements
s; 1 la xarxa de pesos pels A;.



3.2. Xarzes d’arrels i zarxzes de pesos 93

Per a qualsevol s;, det(s;) = —1 ja que s; té exactament un
valor propi —1 i els altres 1. D’aquesta manera ates que les
reflexions s; generen W tindrem que det(s) = £1 per a algun
s € W. D’ara endavant notarem (—1)* := det(s).

Notem finalment, que I'aplicacié Z¢ — Z§, X — X +§ és bijec-
tiva.

Els dos tltims elements per al nostre analisis son les dues
funcions associades a cada forma a € by:

€a(X) — 62m‘a(X)
Au(X) = ZSGW(_l)SeSa<X>~
L’aplicaci6 e, és clarament una representacio del grup additiu

hr en R*. L’aplicacié e : G — g donada per eX — e2™X és una
aplicaci6 de hg sobre un tor 7' que realitza T' com

f]R/ICET.

3.2.12 Observacié. El cas més senzill sera aquell que hg és R,
K =71 e, I'aplicacié exponencial. En aquest cas recuperem la
definicié donada de T.

L’aplicacio e, aixeca doncs una representacio de 1" si, i només
si, e,[K] = {1}, aix0 és, si i només si a € ). En el segiient
teorema veurem la primera indicacié de que 'aplicacié Ajs és
especial:

3.2.13 Teorema. La funcio As : brg — R compleiz les propie-
tats seglients:

(1) As =[loca, (a2 — €—as2).

(ii) Af = £ ][, colea — 1) factoritza en una funcid de T en R.

DEMOSTRACIO. (i) Prenem F =[], 4+ (€a/2 — €—a/2). Llavors
F = ) ngeq per a a; apropiats amb a; € R. Ates que s;
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permuta totes les arrels llevat «; tenim,
II (oo —esw)= ][ (capz—eap)
acdt ata; acdt ata;
i, per tant,
F(si(X)) = —F(X).

Aix0 implica que per qualsevol s € W, F(s(X)) = (—=1)°*F(X) i
d’aquesta manera ngq,) = (—1)*mg;. Se segueix que n,; = 0 si
a; esta sobre algun pla 7,, prenent s = s,, i per tant

FX) =Y (=1 | Y na,esap(X)

seW ajECi"t

Clarament, ’element es es intervé en el sumatori en F' exacta-
ment una vegada degut al teorema 3.2.11, per tant ny = 1. Cap
altra a amb n, # 0 pot estar en C™ ja que qualsevol altre a
seria 0 — > 5.8 (amb Q C ®1) i, per tant, estaria en Z. Se-
ria més petit que § en l'ordre debil, i, per tant, no estaria en
I§ = C"™ N Z. D’aquesta manera

Z Ng;€a; = As
ajECi"t
i el resultat queda provat.

(ii) Sigui (eaj2 — €—as2)? = —(€a — 1)(e—q — 1) 1 pel primer
apartat tindrem,

A5 = (=1 [ [ (e = 1),
acd
Ates que a € R C Y, e, és una funcié sobre T i per tant, a més
és A2. O

3.2.14 Definicid. Es defineix el conjunt {z € § | A%(x) = 0}
com el conjunt d’elements singulars. Els elements x € § que
compleixen As(z) # 0 s’anomenen elements regulars.

3.2.15 Lema. Les definicions 2.3.183 i 3.2.14 son equivalents.
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3.3 Formula de Weyl d’integracio

En aquesta seccié escriurem un resultat important en la teoria
de representacions.

Tal i com hem dit, els caracters irreductibles d’un grup de
Lie sén una base ortonormal de ’espai de les funcions de classe.
Ates que tots els tors maximals d'un grup de Lie sén conju-
gats i esgoten el grup, cada classe de conjugacié interseca T
Per tant, per a coneixer els caracters de GG, és suficient coneixer
els caracters sobre T'. De fet, per a classes regulars, el nombre
de 'elements d’aquesta classe en T és clarament o(WV), ordre
del grup de Weyl; i les funcions invariants sota W sén exacta-
ment aquelles constants sobre les classes. D’aquesta manera, els
caracters de GG son una base ortogonal per a funcions simetriques
sota l'accié de W.

3.3.1 Teorema. (La férmula d’integracié de Weyl) Siguin
G un grup de Lie compacte i semisimple 1 T" un tor maximal.
Sigui f una funcio de clase acotada i mesurable sobre G. Sigui
du la mesura de Haar sobre G normalitzada per n(G) =1 i dur
la mesura de Haar normalitzada de T'. Llavors

1 2
| 1@in@) = = [ @@t )

DEMOSTRACIO. Considerem laplicacié M : G/T x T — G
definida per M ([z],y) = xyz~!. Posant la mesura normalitzada
de Haar sobre G i T'i la mesura normalitzada induida sobre G/T.
L’espai tangent en l'origen per T'i G/T es pot associar de forma
natural a b i h~. Usant translacions de grups, podem veure la
derivada dM com una aplicacié de h en h. Es pot comprovar
que els punts singulars no contribueixen a les integrals.

D’aquesta manera, raonant de manera similar a la regla de
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Fubini, tenim que

Jo [(@)dp(z) =

= ﬁ fG/TXT | det(dM)|f(M([x], y))dﬂG/T([fE])duT(x),

Ateés que necessitem transferir cada una de les tangents a 1’origen
per a calcular dM en ([z], o), volem mirar el comportament de

Mizglo(T,y) = (oryoys 'z ") (zoyorg ) ™

per a x,y propers a la identitat. Prenen x = e+ dz, y = e + dy,
multiplicant i obviant els termes d’ordre dos tenim

dM[IoLyo (&B? 5?/) = xo[[l - Ad(yO)](éaj) + 5y]$61’

on hem usat el fet que T és un grup abelia. Com que Ad(z) és
unitaria, veiem que

det(dM) = det(idy + [1 — Ad(yo)]s.)
= det(1 — Ad(yp)) (3.2)
= Jloea(1 = €alyo)),

on e, és una funcié sobre hr aixecada d’una funcié sobre H =
br/K. Aqui hem usat el fet que Ad(yy) té vectors propis e (yo)-
D’aquesta manera, |det(dM)([xo],yo)| és només una funcié de

Yo-

Si la funcié f és una funcié de classe, f(M([z],y)) = f(y) és
també una funcié de y. Se segueix que (3.2) és tan sols (3.1) com
que la integral és independent de xo, pug/r(G/T) = 1,1 ja que
A = |[Taes(1 —€a)]- O

3.4 Pesos maximals

Sigui G un grup de Lie complex compacte i semisimple i, prenem
T un tor maximal. Escollim les arrels positives i un sistema
fonamental. Denotem per H un espai de Hilbert de dimensié n.
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Sigui ara U una representacié de dimensi6 finita de G:
U:G— GL(n,C)

Restringim U a T'. La funcié U|r és una suma de representacions
irreductibles i cada representacié irreductible és de dimensié 1
realitzada escrivint 7" ~ hr/K i prenent

W,(z) = e,(x) == @) g € by

Notem que
W, : brg — GL(n,C),

amb p € YV, on Y C hj és la xarxa de pesos.
D’aquesta manera, 1'espai H sobre el qual U actua pot ser

escrit com
H= P H,

peY (U)

amb H, # {0} i

Ux)v =ey(x)v siv e H,.
3.4.1 Definicié. Sigui

Y(U) = {pe V| H, £0).

El conjunt s’anomena el conjunt de pesos de la representacio U.
A m, = dim(H,) s’anomena la dimensié del pes p.

En aquest cas no tenim tanta estructura com en el conjunt
de les arrels, pero podem enunciar que

3.4.2 Proposicié. El conjunt de pesos d’una representacio U
és invariant sota l'accio del grup de Weyl i

Mis(p) = My

per a tot p € Y(U) i s € W. Per tant, Y (U) proporciona una
representacio del grup finit W.
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DEMOSTRACIO. Donat s, triem z € G de manera que Ad(x)|r =
s. Prenem v € H,. Llavors per a y € G,

Uy)U(z)v =U(z)[U(z ) U(y)U(z)]v
:U(x)[ (s 'y)v]
= U(z)e,(s'y)v
268(,0)( U (z)v,

Aix0 és, U(z) aplica H, a Hy(,. L'aplicacié U(z)~! fa 'oposat,
¢és a dir, aplicar Hy,) a H,, per tant, els dos espais tenen la
mateixa dimensi6. O

Podem estendre U actuant linealment sobre h i per tant sobre
be, per tant U(e*X) = @) Per suposat, U[X]v = p(X)v si
v E Hp o X € bg.

3.4.3 Proposicio. Per a qualsevol arrel a € ® i qualsevol pes
AeY(U), U(ty) és una aplicacid de Hy en (0) sia+ X ¢ Y (U),
és una aplicacio de Hy en Hy o en cas contrari.

3.4.4 Teorema. Sigut U una representacio irreductible de G.
Llavors hi ha un tinic pes p € Y? tal que per a qualsevol ordre
debil definit en la cambra fonamental de Weyl de by, p és mazimal
entre tots els pesos de Y (U). A més,

(i) Per a qualsevol arrel fonamental o;, p+ o; € Y (U)
(ii) Cada pes en Y (U) té la forma p — >, njo; amb n; > 0.

(i) Cada pes en Y (U) és un casquet convex de les imatges de
p sota el grup de Weyl W.

DEMOSTRACIO. (i). Prenem un pes amb la normal maximal
contant tots els pesos en Y (U) i usem el grup de Weyl per a
moure’l a la cambra fonamental. FEl pes p resultant és clara-
ment de Y? i té norma maximal. Com que el pes p € V%, ten-
im p(t,,) > 0, i aixi doncs (p, ;) > 0 per tant ||p + «;f >
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llpll? + ||cil]?. D’aquesta manera, p+c«; ¢ Y (U) per ser la norma
maxima.

(i) Considerem H = &U(X_q, )U(X_q,,)...U(X_q,, )[H,] on
la suma és sobre tot k i totes les k-tuples de pesos fonamen-
tals ay,, ..., ;. Clarament, H és un invariant per '’esquerra per
U(X_q,;). També és un invariant per 'esquerra de U(Y), Y € bg
ja que

U(X—ail>"‘U(X—aik)HP g Hp_ail_aiz—"'—aik

per la proposicié 3.4.3.

A més, afirmem que és invariant sota 'accié de U(X,,). Per

=0 sii#j

€h sii=j (3:3)

Xo X 0] {
ja que [Xq, Xp] € hapica; —a; € @ sii#j(no pot estar ni en
&t ni &7). D’aquesta manera per v € H, podem escriure

U(Xa; JU(X )...U(X_aik)v
= [U(Xay), U(Xay, ) U(X oy )]v
= Z] 1U(X—ozz ). [U(X—azo) U(X—aij)]U(X_aij+1)"'U<X_aik)v
3 (3.4)
esta en H per la proposicié 2.6.11 i el fet que si

Y € LUYU(Xoa, ) U(X_a 0
= (_/\ Qi T T aik)(y)U(X—aij+1)"'U<X—Oéik)v'

Per tant (4.2) val per que U(X,, )v = 0 per el primer apartat i
per la proposicio 3.4.3. Per la irreductibilitat, H="Hi queda

provat l'apartat.

3.4.5 Observacié. Observem que (ii) implica que per a qual-
sevol funcional ¢ definin un ordre debil 4(p — > n;a;) = £(p) —
Snil(a;) < L(p) sing > 01> n; # 0 (ja que £(a;) > 0).

D’aquesta manera, p és maximal en qualsevol ordre.
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(iii) Sigui @ el casc convex de {s(p) | S € W}. Suposem que
A€ Y(U)i ¢ Q. Llavors per fets fonamentals del conjunts
convexos, hi ha una aplicaci6 ¢ sobre hr tal £(X) > l(s(p)) per
qualsevol s. Podem modificar ¢ lleugerament per tal que ¢(«) # 0
per a tot a € P, per tant defineix un ordre feble en el qual
qualsevol cambra de Weyl C) és fonamental. Per 1'observacié
U(s(p)) > €(N) ja que s amb s(p) € C;. Aquesta contradiccié
mostra que Y (U) C Q. O

3.4.6 Observaci6. Aquesta demostracié prova que m, = 1 per
a un pes maximal (reemplagant H, per a un vector v € H, en
la part (ii) i apelant a la irreduciblitat).

3.5 Formula dels caracters de Weyl

3.5.1 Teorema. (Férmula dels caracters de Weyl) Sigui G
un grup de Lie compacte i simple. Llavors per a qualsevol A €
V¢, existeiz una tUnica representacio irreductible Uy amb pes
mazximal X. El conjunt {Ux}rey €s un sistema complet de rep-
resentants de classes de representacions irreductibles de G. La
dimensio del pes mazximal és 1. A més, el caracter x de Uy
compleix:

Xa(2) = Axis(x) /As() (3.5)

en sentil que l’equacid val pels elements requlars de T (i, per
tant, defineix x sobre G ates que cada classe d’elements requlars
interseca els elements requlars de T 1 els elements requlars son
densos).

DEMOSTRACIO. Suposem que 6 € V. Sigui U, una representaci6
irreductible de pes maximal A\, suposant que existeix. Llavors
XA = D pey(uy) Mw€p Per la definicié de pes. Sigui

Qr={p+s0)|peY(U,),seW}
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Llavors
Ay, = Z Tip€n
nEQX
on
ny = Z (—1)Sml,_s(5).
SEW | W

Afirmem que A 4+ § només es pot escriure com p + s(d) per
ape€Y(U,),s € W duna tnica manera, si ¢ defineix 'ordre
debil £(s(0)) < £(5) si s # id (per a s(d) = %Za€¢+ s(a) i
s(®T) L dF) i (X)) > L(p) sip € Y(Uy), amb X # p. D’aquesta
manera, la funcié As,, és antisimetrica sota l'accié del grup de
Weyl,

Ay =maAspn + Y mpe,

pE QN
p#s(6+N)

Se segueix per l'ortogonalitat dels e, sobre L*(T,dur) que

/T|A5XA|2dpJT =n3o(W) + Z ni, (3.6)

P E QN
p#s(6+N)

on usem el fet que 6+ € Z¢ per tant {s(6+\) }sew s6n diferents.
Pero x, com a funcié de classe sobre GG compleix

1 = [, @) Pdua(e)

- ﬁ S |(Asy) g (). (3.7)

Les equacions (3.6) i (3.7) es compleixen si ny =11in, =0 si
p # s(0 4+ ), aixo és, Ay, = Asyn. Six és regular, As(z) # 0,
per tant, (3.5) és valid.

Aix0 mostra que y, esta unicament determinada per A, per
tant hi ha com a molt un representacié irreductible amb pes
maximal A i el seu caracter esta donat per (3.5). Per a cada A,
sigui x» definida per (3.5). Llavors per la férmula d’integraci6
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de Weyl, la funci6 de classe associada esta ben definida ja que
X 6s simetrica sota l'accié del grup de Weyl i esta en L?(G). A
més, aplicant un altre cop la férmula d’integracié de Weyl, ens
queda

/ Y)\Xndﬂ(g) =0,
G

per a Kk # A. D’aquesta manera, si no hi haguessin representa-
cions irreductibles de pes maximal A, els caracters no serien com-
plets, la qual cosa contradiu el teorema de Peter-Weyl. Aixo im-
plica que hi ha d’haver una representacié irreductible amb pes
maximal .

Fem ara el cas 0 € ). Ja que 20 € R C Y, sabem que
(0] té ordre 2 en Z/Y ~ m(G), per tant hi ha com a molt un
doble recobriment de G' on § és un pes. Mentre podriem us-
ar que recobreix, en comptes d’aixo usarem G, el recobriment
universal de G, per el qual tenim que Y(G) = Z. Com és usu-
al, G = é/N on N és un subgrup normal i discret, per tant,
qualsevol representaci6 irreductible U de G defineix una repre-
sentacid irreductible de G per U(g) = U([g]). A la inversa, si U
és una representaci6 irreductible de G amb N C kerU , llavors
U aixeca a una representacié irreductible de G.

Sigui A € Y. Si hi una representacié irreductible de pes max-
imal A ha de ser associada a la representaci6 irreductible U, de
G, ja que els pesos sobre hr son els mateixos. El caracter ha de
ser Ayy5/As que a més projecta G a G. Si A € Y, el caracter
X és de la forma Y mpe, amb p = A= > no, € T+ R C Y.
Per tant x, és una funcié sobre GG. Si A no fos el pes maximal
d’alguna representacio irreductible de GG, aleshores la funcié seria
ortogonal a tots els altres caracters irreductibles. Per tant, U,
hauria de projectar-se en GG. O

Remarques:

1. Si alguns n, sén zero direm que hi ha moltes cancelacions
en el producte y)As.
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2. A priori, el quocient Ay, s(x)/As(z) estd només definit
sobre els punts regulars x i pot no ser continu sobre tot G. Pero
per la férmula d’integracié de Weyl, el quocient és L? i aixo es
suficient per a usar I'argument de completitud.

3. La demostracié de l'existencia de representacions no és
constructiva.

3.6 Representacions del grup SU(n)

Sigui h una algebra de Cartan de su(n). Tal i com hem vist en
seccions anteriors, es pot comprovar que els elements §; € by
venen definits com

x = diag(zy,...,x,) — ;.

Per definicié del grup especial unitari, aquestes funcions no sén
linealment independents, ja que compleixen

n

i=1

En aquesta situacié definim la cambra de Weyl de b, com
{Zazdz | ap > - > an}.
i=1

Sinotem D; a la matriu diagonal amb tots zeros llevat (D;);; = 1
es pot comprovar que els elements

i bD; €
i=1

si Z?:l bz =0.
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Les arrels de SU(n) sén «a;; = 6; — 0; per a i # j. Les arrels
positives tenen i < j i+ denotem per oY = ;;,; les arrels
fonamentals. A més, t; = D; — D;,1 amb t; les corresponents
translacions. Les arrels fonamentals estant defindes per \;(7;) =

55 , on 6% és la delta de Kronecker i poden ser definides com

)\1 == (51, )\2 == (51 -+ 52, ...,)\,172 == Z(Sz

Usant > 6; = 0, ho podem escriure de la forma
A — _ZLls — L5,
=3 (1-2)a- 30 2s
=1 i=7+1

el qual té """  a; = 0. Escrit d’aquesta manera podem veure
que

7= {Xn:az(51| Zn:aizo;ai—aj GZ}
=1 =1

Per un altre costat, R, la xarxa generada per «;;, tenim

R = {Xn:az& | Zn:(li = O,CLZ € Z}
i=1 =1

Clarament, Z/R estd generat per [(1 — 1, —2 . —1)] les n-

n’ n’

éssimes potencies dels quals estan a R per tant
I/R=7Z/(n).

Es facil calcular el pes minim ¢ i queda

n

5= (n—j)3;.

Jj=1

Identifiquem ara les representacions de U),. Clarament tenen
com a pesos les imatges sota W de 07 les quals sén {4y, ...,d,}.
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Un cop d'ull mostra que hi ha una representacié donada per
matrius n X n amb precisament aquests pesos i no altres. De
forma semblant, {0; 4+, | i < j} i A*su(n), té tals pesos. Escrit
d’una altra manera, /\k su(n) té dimensié (Z) perak=1,..,n—1
i pes maximal clarament 0; + ... + 0 = Ax 1 és una representacio
irreductible com que formen una orbita simple sota W.

En resum, les representacions irreductibles fonamentals sén

/\ su(n)

tenen dimensié (Z) i pes maximal

Sy 4 0 = A

3.6.1 Representacions del grup SU(3)

Tenint en compte el que ens interessara en I'altim capitol, anem
a estudiar el cas particular n = 3. En aquest cas es té que

g = 01 — 0
a3 =01 — 03
Qg3 = 9o —53

Observem que a3 — o = Qa3 per tan el sistema fonamental
d’arrels és donat per as i aij3 i té associades matrius

1 0 0 00 0
ti=0 -1 0|, t=[01 0
0 0 0 00 —1

Els pesos fonamentals sén
Al =01 Ay = 01 + 09,

i corresponen a les representacions irreductibles

Un, =su(3) Uy, = \su(3)
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on les dimensions valen dim(U,,) = dim(U,,) = 3. El diagrama
d’arrels quedara de la forma de la figura 5.2.

Figura 3.2: Arrels de la representaci6 Uy, de su(3)

Observem que les coordenades dels vectors sumen zero

Per tant estem davant d’un diagrama d’arrels de la classe As.

En seccions anteriors hem vist una altra representacio de
l'algebra su(3). Era la representacié adjunta, de dimensié 8.
Es una representacio irreductible pero no fonamental.

El grup SU(3) una xarxa de pesos fonamentals, )¢, represen-
tada de la figura 3.3.

o] L ] L] ®
L ] L]
]
o ] O
(0]
Q Q
O O
Q o]
o]
8 Q o]
o o] Q o)
o] Q Q (o]
o] O O o] o]

Figura 3.3: Xarxa de pesos fonamentals de SU(3)
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Cada un d’aquests punts es correspon bijectivament amb una
representacio irreductible, pel teorema dels caracters de Weyl, en
el sentit que representa el pes més gran de cada representacio.
En el cas de SU(3), tenim que les representacions de dimensions
més baixes sén donades pels diagrames dels seus pesos Y (U) de
la figura 3.4.
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singlet

D(.0) = (1]

1
Y‘J

D&@:ﬁ%%ﬁ?Lz
_§ | |
§

D(11)=[g]

Dmn=ﬁy§g§

=3

% T;
}
T
A !
D(2,0)= {6} ‘_}

D(0,2) = [§]

D(3,0) = [10]

D(2.2) = [27]

D(0,3) = [i0] -2

Figura 3.4: Representacions irreductibles més baixes de SU(3)
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Una representacié irreductible del grup SU(3) es denota tipicament
com Dli, 7] En el nostre cas, en la representacié de vista en aque-
sta secci6 correspon

D[1,0] representacié Uy,
D[0,1] representacié U,,
DJ1,1] representacié adjunta

Recordem que hi ha tants pesos fonamentals com el rang del
grup de Lie, o, equivalentment, com nombre de generadors de
I'algebra de Cartan corresponent, en el cas de SU(3) el rang és
2.

3.6.1 Observacio. En llenguatge de la fisica, les representa-
cions es noten de forma lleugerament diferent. A la representacié
de dimensio més petita diferent de la representacio trivial, és de-
nota:

Uy, = su(3) = [3].

A la representacié

= /2\ su(3) =

i Panomenen representacié conjugada de de [3].

Donat que la representacié adjunta té dimensio 8, es denota
per [8].

Tenim doncs las segiient taula que déna explicitament la imatge
en entre V¢ de les representacions irreductibles de su(3).

representacié | notacié fisica | pes maximal

DI0,0] [1] (0,0)

DIL.0) 3] (1/2,1/3)
DJ0, 1] (3] (0,2/3)
D[2,0] [6] (1,2/3)

D0, 2] (6] (0,4/3)
DI1,1] 8] (1/2,1)
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3.6.2 Teorema. Totes les representacions irreductibles del grup
su(3) sorgeizen de les representacions [3] i [3].

3.6.3 Exemple. Tenim els productes segiients d’algebres de Lie:
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®
]

-2

B3 @ (6] (10] & [8]

It

Figura 3.7
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Capitol 4

Representacions dels
grups espinorials

L’objectiu d’aquesta seccié és el calcul de les representacions
dels grups espinorials, per mitja dels resultats de les seccions
anteriors.

4.1 El grup espinorial com a grup de
Lie

En aquesta secci6 tractarem breument del grup Spin(R", ¢) com
a grup de Lie aixi com la seva algebra de Lie.

4.1.1 Teorema. Si (R",q) és un espai quadratic definit posi-
tiu o negatiu, llavors hi ha una unica estructura analitica sobre
Spin(R",q) (¢ = (n,0) o bé ¢ = (0,n)), respecte de la qual
Spin(R", q) és un grup de Lie tal que el homomorfisme doble
recubridor ¢ : Spin(R", q) — SO(n,R) és analitic.

113



114 Cap. 4. Representacions dels grups espinorials

Tal i com hem vist en l'exemple 2.1.9, C/(R™, q) és la seva
propia algebra de Lie respecte el claudator

[z,y] =2y —yx, xz,y € CUR", q),

definida per la multiplicacié de Clifford, i cada = € C{(R™,q)
determina un operador

dp(X): CUR",q) — CC*(R",q),
Y — dp(X)(Y) = [X,Y].

Per una altra banda, ’aplicacié diferencial de ’aplicacié de reco-
briment ¢ : Spin(R", q) — SO(R", ¢) determina un isomorfisme
d’algebres de Lie dy : spin(R", ¢) — so(R", q) satisfent

plexp X) = exp(de(X)) X € spin(R", q).

El teorema segiient mostra que aquests dos usos de la notacio
dy sén consistents.

4.1.2 Teorema. L’dalgebra de Lie spin(R™, q) es pot identificar
amb la subalgebra de Lie de tots els bivectors de CL(R",q), és a
dir

CIP(R™, q) = (eseji €5, 5 € R).
A més,
(i) dp(X) € gl(n,R) si X € CLA(R,q),
(i) L’aplicacio

do: CIDR"q) — s0(R"q)
X — dp(X)

€s unisomorfisme.
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DEMOSTRACIO. Sigui {e;}1<j<n, una base normalitzada per a
R™, i sigui
1

ek 1= §e]~ek (1<j,k<n).

Llavors {e;;}1<j<k<n és una base de C/*(R™, q) i els bivectors
e, satisfan les relacions de commutacié

[ejka ers] = Q(ej){éjreks - 6jsekr} - Q(ek){ékrejs - 5ksejr}-

En particular, C¢® (R™, q) és una subalgebra de Lie de C/(R", q).
Per una altra banda,

1 ! ! 1
exp(tejr) = cos(§t)+ejek sm(;ﬁ) =e;(ex 81n(§t)—q(ej)ej cos(it)),

quan g(e;)q(ex) = 1, mentre que

exp(tejr) = cosh(1/2t) + eje;sinh(1/2t) =

= e;(exsinh(1/2t) + g(e;)e; cosh(1/2t))

si q(ej)q(ex) = —1. Per tant, com a producte parell d’elements
tals que g(e;) = £1, exp(tej;) sempre roman en la component
identitat de Spin(R", ¢), i per tant e;;, € (R", ¢). Com que

dim(spin(R", ¢)) = dim(so(R",q)) = %n(n - 1),

I'algebra de Lie C¢?) (R™, q) generada per aquests e es tot so(R™, q).
Fixem ara X en C(*(R", q). Llavors X = > i kX on
A = (aji) és la matriu antisimetrica R"*", i, sobre V/,
do(X)v =Y aw[ X, v] =Y ajilgle;) By — qlex) Exj)v
j<k j<k
on L, és la transformacié lineal de R™ tal que

Eji v — vjey; v:E vje;.
J
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En conseqiiencia, X — dip(X) és un isomorfisme lineal de C/®(R", q)
en gl(n,R) que satisfa que

dp(Xr) = qlej) B — qler)Byy (1 <4,k <n).

En realitat, aquest és un isomorfisme lineal de C¢ (R™, q) en
so(V, q) ates que

B(do(X)u,v) + B(u,dp(X)v) = XB(u,v) — B(u,v)X =0

per a tot u,v € R™. Per a provar que aixo es compleix també
per a l'isomorfisme algebres de Lie , observem que

o(exptX)v = (exptX)v(exptX) !,

i, per tant,

d
%(‘P(eXth)U)’t:o = Xv—vX = [X,v].

D’aquesta manera loperador dp(X) : v — [X,v] sorgeix de la
diferencial de I’homomorfisme del grup de Lie

¢ : Spin(R", ¢) — SO(R", q).
En conseqiiencia
X — dp(X)

defineix un isomorfisme d’algebres de Lie de spin(R", ¢) en so(R", q)
que satisfa

p(exp X) = exp(dp(X)); X € spin(R", q).

En el cas de grups de Lie no connexos, com per exemple el
grup Spin(R%,(3,1)), la seva component connexa que contenen
I’element neutre, es comporta igual que els grups de Lie connex-
0S.
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4.2 Representacions dels grups de Lie
SO(n,C) i Spin(n,C)

Un cop hem vist que so(n, R) ~ spin(n,R), aquesta seccié des-
criurem les representacions del grup espinorial complex. Per a fer
aixo cal abans estudiar les representacions del grup SO(n,C") i
encara més, s’haura de distingir entre el cas amb n parell i el cas
amb n senar.

4.2.1 Cas parell: SO(2n,C)

Siguin h; els generadors d’una algebra de Cartan de so(2n,C).
Les arrels venen donadades per les formes o; (> a;h;) = a;.

Té arrels £a; £ o (diagrama de tipus B,,) amb transicions
fonamentals de la forma t; = h; — hjyq, perai=1,...n—1,1i
tn = hn—1 — hy,. Els pesos estan definits per A;(¢;) = J;; i poden
s’escriuen com segueix:

n—2
M =a, =01+, .., A\pg = E Q.
i=1

Els pesos restants sén de la forma

n—1
1
Ay = 5(121 a; + ay).
Per tant ens queda que

d=m—-1Da;+ (n—2)ag + ... + ap_1,
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amb les corresponents xarxes

T ={%a;; | 2a; € Z,a; — a; € L}

R = {Eaiai ‘ a; € Z,Zai S QZ}

i=1

Si n és senar,
1 1
—.,=)ET/R
(27 72) E /

ité ordre 4 en Z/R i a més el genera ja que

3(=,...,=, = — ., =, —=)ER
(27 72? 2) (27 727 2)
Si n és parell, els elements (%,...,%,:I:%) estan en Z \ R i té

ordre 2. Per tant tenim Z/R = Z/4AZ si n és parell 1 Z/(2) x
Z/(2) si és senar. Es pot provar, mitjancant les férmules de
les dimensions de Weyl, que sorgeixen com a conseqiiéncia de la
formula d’integracié de Weyl, que dim(Uy,) = (2;). Per tant
J
Uy, = \so(2n,C), j=1,..n-2
i, com comprovarem a continuacio,

U)\n—1+)\n = /\n_l(go(zn’ (C))a

UQ)\n71 %, UQ)\n = /\n(EO(QH,C))

Per a SO(2n,C) la xarxa

/C:{Zan)\n | a, € Z}

K/R~T/K~7/2),
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per tant SO(2n, C) és doblement connex i té centre Z/27Z. Clara-
ment tenim que Ay, ..., A\,_o € K pero A\,_1, A, € K. Com hem
vist en seccions anterior el recobridor universal és Spin(2n, C).

Les representacions fonamentals \,,_1, \,, estan associats a les
accions de Spin(2n, C) sobre C?". En termes de matrius M, hi
ha Mj, ..., My, actuant sobre C*". Siguin M;; = M;M;, per i < j
sén generadors de Spin(2n,C). Sigui I' = M - - - Msy,. Llavors
[T, M;;] = 0. per tant C*" és pot descompondre en dues espais
amb diferents valors propis de T'.

D’aquesta manera hi ha dos representacions irreductibles del
grup de Lie Spin(2n, C) sobre C?", cada una amb pes i%)\l +
%)\2 +-+ %)\n on una té un nombre senar de signes menys i l’altra
amb un nombre parell. La primera correspon a U, , ila segona
al An -

4.2.2 Cas senar SO(2n +1,C)

En aquest cas tenim arrels £a; £ «; 1 o, (sistema d’arrels C,,.
amb transicions fonamentals t; = hy — ho,..., t,,_1 = hp—1 — h,, 1
t, = 2h,,. Com és usual,

1
At =0, o = artag, o Adpr = g F o, Ay = 5(0414" o).

N . . 1 3 1 y
En conseqiiencia § = (n—3)a1+(n—3)az+---+350,. D’aquesta
manera,

7T = {Z’an CLZ'AZ' | 2(12' & Z,ai —aj (= Z}7

R={>hai|a€l}
per tant Z/R = Z/27 i per SO(2n + 1,C), K = R. Notem que
d & K per SO(2n + 1).
Com en el cas SO(2n,C),
J

/\(50(2n+ 1,C)) =Uy peratot j=1,..,n—1.
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Com abans aquest fet sorgeix de les formules dimensionals de
Weyl. En aquest cas, pero A" so(2n+1, C) és també irreductible
iigual a Usy,. En aquest cas la representacié espinorial és tinica
1és U An

4.2.3 Cas del grup Spin(3,C).

En el cas del grup espinorial Spin(3, C) podem observar els resul-
tats segiients. La dimensié de la representacié és 2, i correspon
a les anomenades matrius de Pauli.

(o) ()0

També podem observar que el rang d’aquest grup és 1, és a
dir, les representacions venen donades per un nombre.

Tal com veurem en la seccid, aquestes només poden prendre
un nombre enter o un mig-enter, i. e., multiples enters del nom-
bre 1/2.

4.3 Caracters dels grups espinorials

Comencem per estudiar els grups espinorial senars. Sigui el grup
espinorial compacte Spin(2n + 1,C) . Siguin ¢;, f; i u. Consid-
erem la transformacié ortogonal

J(GZ) = €;
J(fi) = fi
J(u) = —u

per tant

O(2n+1,C)=8S0(2n+1,C)uSO(2n+1,C)J.
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Els seu grup de Weyl és el producte semidirecte W = 5,
Z](2)".

Sigui 7" un tor maximal SO(2n + 1,C). Sigui X es correspo-
nent grup de caracters de T, vist en la secci6 2.3. Es pot compro-
var que X és el grup lliure en les variables z;. Sigui 7" = ¢~ }(T)
I'antiimatge del tor maximal en el grup Spin(2n + 1,C) és un
doble recobriment de SO(2n+1, C), el grup X ha de ser d’index
2 en X'. Podem considerar el grup lliure en les variables x; com

un subgrup del grup lliure en les variables :czl /2 amb l'acci6 usual

=11

del grup de Weyl, generat pels elements z; i s = (][]

Per la féormula d’integracié de Weyl obtenim

fO(Zn,(C) f(g)dp =
(Jr f@)A(@)A(z)dr + [1, f(2)Ax)A(z)dr)

- 2nn!

on

A(zy,...,zp) = H(IZ +z;t — (7 + x;l)) l_I(xil/2 - xi_lﬂ).

i<j i
4.3.1 Observacié. Una funcio

wm Sl ), B>t b0
seW

-----

és un caracter de grup X' si tots els ¢; son o semienters.

La funcié
- - /2 —1/2
A(z1,y ey 2y) = 1_[(:1:Z +a;t = (a; + ] ) H(xl/ — 1 / )
i<j i
; C e g . n—1/2 1/2
és antisimetrica amb terme director z; ---xy ", Per tant es

té el valor

A=Ay 12n-1-1/2,..1/2-
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Notem que

AH 1/2 1/2 H(xz +Ii_1 . (ij + J}]_l)) 1_‘[(1,Z . :L,Z—l)

1<J %

Si els ¢; sén tots enters, llavors Ay, 4, ., és divisible per AT[.(z 1/2+

x; Y 2) amb els quocients sent una combinaci6 lineal de caracters

tots amb el exponents enters. Per una altra banda, si tots els ¢;
1

son mig enters, multipliquem per [[, x7 i és manté la multiplic-

itat.

4.3.2 Proposicié. Els elements
Sa(x) = Ap py0,/A(x), Ni=by —n by —n+1,..,0, —1
sén una base entera de Uanell Zlz;, x4 ], ) ], invariants per

w.

.y f1-n+1/2 fr-n+3/2 ln—1/2
El monomi lider de Sy(z) és ' " / S 2o g2,

4.3.3 Teorema. Les funcions Sx(x) (com a funcions dels valors
propis) son els caracters del grup espinorial Spin(n,C). Les
funcions Sx(x) amb pes enter son els caracters irreductibles del
grup especial ortogonal.

Si X és integral, Sy(x) és el caracter de la representacio Ty(V)
de 6.6.

Per al cas parell el seu grup de Weyl és el producte semidirecte
Sp X S on S, és el grup simetric permutant les coordenades. S
és el subgrup del grup de signatura Z/(2)" := (£1,+1,...,£1)
els quals canvien els signes de les coordenades, format per només
un nombre parell de canvis de signes.

Per la féormula d’integracié de Weyl, obtenim

1 _
Lo =gy [ @A B
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on A(xy, .., ) = [ (@ + z;" — (z; + z;')), amb monomi
director 2} a2 - z,_;.
L’anell de caracters del tor maximal del grup especial ortogo-

nal és I’anell de polinomis Z[z7"'], mentre que el grup espinorial
té també l'element [, xil/Z

Ara, no sempre és veritat que en la orbita d’'un monomi so-
ta l'accié del grup de Weyl W, hi ha una un monomi amb
tots els exponents positius. D’aquesta manera tenim una no-
ci6 diferent de terme director. De fet, és facil verificar que,
donat hy > hy > --- > h, > 0, si h, > 0 i els dos monomis
aMighe oghn i ghighe oo gt g =hn agtan en dos orbites diferents
i liderant cada un d’ells. En el llenguatge dels pesos, un element
és director en una orbita si ho és en una cambra fonamental.
A més cada un d’aquests dos elements sera terme director d’'una
funcié antisimetrica. Dividint aquestes funcions per A(xy, ..., ;)
aconseguim la llista de caracters irreductibles. Podem saber a
quines representacions corresponen usant la teoria de pesos més

alts.
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Capitol 5

Aplicacions a la fisica de
particules

En aquest capitol veurem una aplicacié a la fisica dels conceptes
que hem explicat anteriorment. Ens centrarem en el grup SU(3)
i en els seus subgrups.

5.1 Conceptes i definicions basics

En aquesta primera seccio tractarem breument alguns resultats
fonamentals de la fisica actual, aixi com també un breu diccionari
que ens relacionara els conceptes vistos en el treball i els resultats
provinents de la fisica.

L’any 1924, el fisic frances De Broglie va suggerir que, aixi
com anys enrere, Compton havia observat que la radiacio es po-
dria interpretar en termes de materia (caracter corpuscular), a
totes les particules materials se’ls podia associar una ona. D’a-
cord amb aquesta hipotesi, De Broglie va donar una interpretacio
fisica de les regles de quantificacio.

125
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Un altre resultat clau de la fisica de particules és el principi
d’incertesa de Heisenberg que es pot enunciar com segueix:

En un sistema fisic no es poden coneixer simultaniament i
amb absoluta precisié els valors de dues variables canoniques
conjugades.

Werner Heisenberg (1901-1976) posa de manifest que és im-
possible construir un aparell que mesures on esta un electro, i
que a més ens digués a quina velocitat esta viatjant. Si volem
mesurar la seva velocitat haurem de canviar de llum, en aquest
cas ja no sabrem la seva posicié.

En 1925, Wolfgang Ernst Pauli (1900-1958) va enunciar el
principi d’exclusi6 (anomenat de Pauli) que estableix que no pot
haver-hi dos fermions amb tots els nombres quantics identics (el
mateix estat quantic de la particula individual). Avui en dia
no té l'estatus de principi, ja que és pot demostrar a partir de
suposits més generals.

El principi d’exclusié de Pauli interpreta un paper important
en nombre molt gran de fenomens fisics. Un dels més impor-
tants (i que dona lloc al principi) és la configuracié electronica
dels atoms. Un atom electronicament neutre allotja un nombre
d’electrons igual al nombre de protons del nucli. Com que els
electrons son fermions, el principi d’exclusié els prohibeix ocu-
par el mateix estat quantic, per tant han d’ocupar les successives
capes electroniques.

5.1.1 Funcions d’ona

5.1.1 Definicié. Una funcié d’ona ¥(x,t) d'un sistema fisic és
una funcié que representa l'estat dinamic d’aquest sistema, és
a dir, conté tota la informacié referent a les seves propietats
fisiques.
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Les funcions d’ona que s’utilitzen en mecanica quantica sén
funcions complexes de variable real

U: RRQR — C
(x,t) +— W(x,t).

El conjunt de funcions d’ona d’un sistema fisic té una estruc-
tura d’espai de Hilbert, H. Donat un operador lineal

A: H — H
U — AU,

es diu que una funcié d’ona ¥ és una funcié propia d’aquest
operador amb valor propi a si es compleix

AT = oW
En aquest cas se sol escriure
v, =V,
El conjunt de funcions propies té estructura d’espai vectorial.

5.1.2 Definicié. La dimensié d’aquest espai vectorial s’anome-
na multiplicitat o ordre de degeneracié del valor propi a. Si la
dimensié és 1, es diu que el valor propi és no degenerat.

En mecanica quantica es fan les interpretacions segiients:

1. Els estats dinamics dels sistemes fisics sén representats per
les funcions d’ona. El conjunt de les funcions d’ona té una
estructura d’espai de Hilbert H.

2. Les variables dinamiques sén representades per operadors
hermitics A que actuen sobre H.

3. Els resultats possibles d’una mesura d’una variable dina-
mica son els valors propis de I'operador corresponent A. El
valor d’aquest observable és un nombre quantic.
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4. En mesurar una variable dinamica A en un sistema que
es troba en un estat dinamic que és representat per la
funcié d’ona ¥, hi ha una determinada probabilitat P(a;)
d’obtenir el valor propi a;.

5. Si com a resultat de fer una mesura de la variable dinamica
A en un sistema fisic que es troba en un estat dinamic
U(x) s’obté el valor propi a;, aleshores I’estat dinamic just
després de la mesura és donat per la funcié propia corres-
ponent.

5.1.2 Variables dinamiques simultaniament me-
surables amb precisi6

Siguin A i B dues variables dinamiques i Ai B els seus oper-
adors corresponents. Suposem que l'estat dinamic d’un sistema
és representat per una funcié d’ona V,;, que és funcié propia de
I’operador A, amb valor propi a;:

A\Ifz = CL,;\I/i7

i compleix el mateix per 'operador B, aleshores 'ordre en el que
farem les mesures no sera rellevant, ja que

Per a que aixo0 sigui cert en general, és a dir, que els resultats
de les mesures no depenguin de I’ordre en que es facin, és condicid
necessaria i suficient que els operadors AiB tinguin una base
propia comuna.

Comprovar que dos operadors tenen una base propia comuna
és dificil pero aquesta condicio és equivalent a que

[A,B] = 0.
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5.1.3 Exemple. El moment angular és el producte vectorial
L=xAp

on x és la posicié i p el moment lineal. De manera explicita, les
components de 'operador del moment angular sén

0z
. . L 0 0
L, = Z2p, — ap, = th (z% — a:&) ,

0 0
L.,=9yp, —yp, =ith|z— —y— | .
Uby — Ybx ( 9 Y 0x>
A partir de les relacions de commutacié fonamentals es poden

trobar les relacions de commutacié dels components de 1'oper-
ador moment angular. En particular

(L, L,) = ihL..
Aquest resultat ens diu que el moment angular és una magni-
tud vectorial de la qual no podem coneixer simultaniament i amb
absoluta precisié dos dels seus tres components. En canvi ’oper-
ador modul del moment angular commuta amb tots ells. Aixo vol

dir que es pot coneixer simultaniament i amb absoluta precisio
el modul del moment angular i qualsevol dels seus components.

Es pot comprovar, doncs, que si considerem el grup de Lie
SU(3) sobre el conjunt H de funcions d’ona d’un sistema fisic
aleshores el conjunt d’operadors que sén simultaniament ob-
servables, coincideix amb tres parelles de generadors de les tres
subalgebres de Cartan que conté su(3), recordem que tenim la

matriu
M =

0 Ty —iTy 4Ty —4iTs iTs —ity 0
0 iTy 1Ts ity —iTy —iTs 0
0 LTy —iTy -iT, LTg 0
0 §(Ts+ ) T T —5 75
i i i 3
0 —im _ %sz/g 5@5“
0 —1 (1 - 1) -1y
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5.2 Models de 'univers

En aquesta seccié es donara una introduccioé a la teoria de la
gran unificaci6 (denotada, GUT per les sigles angleses de Grand
Unification Theory) i de la seva relacié amb les matematiques.

5.2.1 Introduccio

La teoria de la gran unificacié és una de les teories o models
de la fisica que unifica tres forces fonamentals: la forca electro-
magnetica, la forca nuclear debil, i la for¢ca nuclear forta.

La gran unificaci6 esta basada en la idea que en energies ex-
tremadament altes, totes les simetries tenen el mateix origen,
la qual cosa és consistent amb el fet que son les manifestacions
d’una unica simetria calibradora. Més precisament, GUT pre-
veu que les energies superiors a 10'* GeV, el electromagnetisme,
les energies nuclears debils i fortes es fusionen en un tnic camp
unificat.

Fins ara, els fisics han estat capacos de juntar I’electromag-
netisme i I'energia nuclear debil en la forga electrodebil | i ac-
tualment s’esta treballant per unir aquesta tultima forca i la
cromodinamica quantica en les interaccions QCD-electrodebil
tambe anomenades la forga electroforta. Més entlla de la gran
unificacié hi ha també 'especulacié que pot ser possible juntar
la gravitaciéo amb les altres tres mesures simetriques dins d’una
teoria global de les lleis de 'univers.

5.2.2 Teories proposades

Moltes teories d'unificacié han estat proposades, pero cap d’elles
és universalment reconeguda. Una de les més ambicioses inclou
totes les forces fonamentals, incloent la gravitacié. Algunes de
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les més frequients son:

1. model estandard té com a grup associat
Spin(3,R) x SU(3) x SU(2) x U(1).

En introduir consideracions relativistes respecte ’espai temps,
els grup calibrador de tot el model estandard resulta

Spin(3,1) x SU(3) x SU(2) x U(1).

2. el model Georgi-Glashow que té grup calibrador SU(5),
3. el model SO(10),

4. el model tor¢at SU(5), que té grup calibrador

SU(5) x U(1),

5. el model Pati-Salam que té grup calibrador

SU(4) x SU(2) x SU(2),

6. el model torgat SO(10), que té grup calibrador

SO(10) x U(1),

7. el model de trinificacié que té grup calibrador

SU(3) x SU(3) x SU(3).

8. el model SU(6),

9. el model Fg

i molts altres, gairebé un per a cada grup de Lie compacte.
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5.3 Model estandard

El model estandard de la fisica de particules és una teoria que
descriu tres de les quatre interaccions fonamentals conegudes en-
tre particules elementals que componen tota la materia. Es una
teoria quantica de camps desenvolupada entre 1970 i 1973 que
és consistent amb la mecanica quantica i la relativitat especial.
Fins ara, gairebé totes les proves experimentals de les tres forces
descrites pel model, estan d’acord amb les seves prediccions. En-
cara que el model estandard no arriba a ser una teoria completa
de les interaccions fonamentals degut a que no inclou la gravetat.

Dins de tot aixo el model estandard agrupa dos teories im-
portants, el model electrodebil i la cromodinamica quantica, el
que proporciona una teoria internament consistent que descriu
les interaccions entre totes les particules observades experimen-
talment.

El model electrodebil va ser desenvolupat en els anys 60 per
Glashow, Salam i Weinberg. La constatacié experimental de les
interaccié mediades per corrents carregades, els porta a postular
I'existencia de les corrents neutres. Aquest tres investigadors van
rebre el Premi Nobel de Fisica en 1979.

El grup calibrador que regeix aquest model és
SU(2) x U(1),

on el grup SU(2) esta associat a la conservacié de 'espin 7', i el
grup U(1), esta associat a la conservacié de I'hipercarrega Y.

La cromodinamica quantica és una teoria de cal-libracié que
descriu la interaccié entre quarks i gluons. Aquesta teoria va
ser proposada per David Politzer, Frank Wilczek i per David
Gross. Segons aquesta teoria, els caracter de l'interaccio forta
esta determinat per una simetria especial entre les carregues de
color dels quarks. Es coneix aquesta simetria com el grup de
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cal-libracid

SU(3)

i els quarks es transformen sota aquest grup com a triplets SU(3)
de camps.

5.3.1 Particules

En aquesta seccié intentarem fer un resum de les particules fo-
namentals i d’alguns dels seus nombres quantics.

Observem en la figura 5.1 un esquema de les particules fona-
mentals per al model estandard.
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5.3.2 Particules portadores de materia

Segons el model estandard tota la materia coneguda esta cons-
tituida de particules que tenen una propietat intrinseca anome-
nada espin, el valor del qual és nombre semienter. En termes
del model estandard totes les particules de materia sén fermi-
ons. Per aquest motiu, segueixen el principi d’exclusié de Pauli.
A part de les antiparticules associades, el model estandard ex-
plica un total de 12 tipus diferents de particules de materia, que
sén, quarks (up, down, strange, charm, top i bottom) i les sis
particules que sén els leptons (electrd, mud, tau i els seus neu-
trins corresponents).

Les particules de la materia també porten carregues que les
fan susceptibles a las forces fonamentals segons quelcom descrit
en la secci6 segiient.

e Cada quark pot portar qualsevol de les tres carregues de
color (vermella, verda o bé blava) permitint participar en
interaccions fortes.

e Els quarks tipus up (up, top i charm) porten una carrega
electrica de +2/3 i els tipus down (down, rar i bottom)
porten una carrega de -1/3, permetent als dos tipus de
particules participar en les interaccions electromagnetiques.

e Els leptons no porten cap carrega de color, per tant, no
interaccionen en les interaccions fortes.

e El leptons tipus up (els neutrins) no porten cap carrega,
electrica.

e Els leptons tipus down (el electrd, el mué, i el lept6 tau)
porten carrega de -1, permetent als dos tipus participar en
interaccions electromagnetiques.
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e Els quarks i els leptons porten carregues de sabor, incloent
I’isospin debil, permetent a totes elles estar presents en les
interaccions nuclears debils.

Parelles de cada grup, un quark tipus up, un quark tipus
down, un lepton tipus down i el seu neutri corresponent, formen
families de particules. Les particules corresponents entre cada
familia sén identiques entre elles llevat en la massa i el sabor.

Leptons Quarks
Families | Nom Simbol | Nom Simbol
la electro e up u
neutri e N, down d
2a muo 1 charm ¢
neutri u ny strange S
3a tau T top t
neutri 7 N, bottom b

5.3.3 Particules portadores de forga

Les forces en la fisica sén la manera en que les particules inter-
accionen entre elles. El model estandard explica les forces de la
natura (electromagnetisme, nuclear forta (color) i nuclear debil
(sabor)) com el resultat de lintercanvi d’altres particules per
part de les particules de materia. Aquestes altres particules sén
conegudes com particules mitjanceres de la forga. Quan s’inter-
canvia una particula mitjancera de la forca, a nivell macroscopic
I’efecte és equivalent a una forca que influencia a les dos, i es
diu que la particula a fet de mitjancera d’aquesta forga. Es creu
que les particules mitjanceres de forga soén la raé per la qual
existeixen les forces i les interaccions entre les particules.

Les particules de forca descrites pel model estandard també
tenen espin, pero en aquest cas el valor és enter, pel que direm



5.3. Model estandard 137

que les particules son bosons. Per tant aquestes particules no
segueixen el principi d’exclusié de Pauli.

Els fotons intervenen en la forca electromagnetica entre les
particules electricament carregades. El fot6 no té massa ni carrega
electrica i ve descrit per la teoria de la electrodinamica quantica.

Els bosons de cal-libracié W, W~ i Z; intervenen en les inter-
accions nuclears debils entre particules de diversos sabors. Tenen
massa. Les interaccions debils que impliquen als bosons W+ W~
actuen exclusivament en particules pero no en antiparticules. A
més, els bosons W™ 1 W™, tenen carrega +1 i -1 respectivament
i participen en les interaccions electromagnetiques. El bosé neu-
tre Zy, interactua amb particules i antiparticules. Aquest tres
bosons de calibracid, juntament amb els fotons, s’agrupen i in-
tervenen col-lectivament en les interaccions electrodebils. Els
vuit gluons intervenen en les interaccions nuclears fortes entre
les particules carregades de color.

Els gluons no tenen massa. La multiplicitat dels gluons s’e-
tiqueta per les combinacions del color i una carrega d’anticolor
(anomenades antivermell, antiverd i antiblau). Com el gluo té
una carrega efectiva de color, poden interactuar entre ells. Els
gluons i les seves interaccions es descriuen mitjancant la teoria
de la cromodinamica quantica.

5.3.4 El bosé de Higgs

La particula de Higgs és una particula elemental masiva hipo-
tetica predita pel model estandard i I'inica que encara no ha
estat observada. Aix0 és en part, a que cal una gran quantitat
d’energia per a crearla i observar-la en un laboratori. No té
cap espin intrinsec, i (com les particules mitjanceres de forca) es
classifica com un boso.

El boso de Higgs és la clau per a explicar l'origen de la mas-
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sa en les altres particules elementals, en particular la diferencia
entre el foté sense massa i els bosons W i1 Z que si en tenen. Les
mases de les particules, i les diferencies entre I’electromagnetisme
(causada pel fotd) i la forga debil (causades pels bosons W i
Z) sén critiques en molts aspectes de 'estructura de la materia
microscopica (i per tant de la macroscopica). Per tant, si es
demostra 'existencia, el bosé de Higgs esdevindria la particula
amb més efecte del nostre mén.

SiaIED 92104

*¥et to be confirmed Source: AAAS

Figura 5.4: Particules elementas

5.4 Barions

En la fisica de particules del model estandard, els barions son
una familia de particules subatomiques les quals estan fetes de
tres quarks. La notable familia inclou els protons i els neutrons,
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els quals formen els nuclis atomics, pero existeixen molts altres
barions inestables. El terme bari6 és deriva del grec Sapis que
significa fort, perque al mateix temps es cregué que els barions es
caracteritzaven per tenir massa més gran que altres particules.

5.4.1 Introduccio6

Els barions sén fermions interactuant fortament, aixo és, les
particules experimenten les forces nuclear fortes i sén descrites
per l'estadistica de Fermi-Dirac, la qual s’apliquen a totes les
particules que obeeixen el principi d’exclusié de Pauli.

Els barions, juntament amb els mesons, més enlla de la fa-
milia de particules conegudes com hadrons, significa que estan
composades de quarks. Els barions sén fermions composats de
tres quarks, mentre que els mesons sén bosons composats d'un
quark i un antiquark. La classificacié del model de quarks esta
basat en aquesta construccio.

A més dels nucleons, altres membres de la familia dels barions
inclou les particules A, A, ¥, =1 €.

Els barions delta, i les seves resonancies AT, AT A% A~ es-
tan composats per una combinacié de quarks up i down de man-
era que el seu espin és 3/2. Basicament decauen en un pié i un
proté o un neutro.

Els barions (A%) estan composats d’'un quark up, un down i
un quark rar, amb els quarks up i down amb l’isospin igual a 0.
El lambda neutre va ser la primera observacié de 'existencia del
quark rar. En gran part dels casos un lambda decau a un proto
i un pié carregat, o a un neutro i un pié neutre.

Els barions sigma (X1,X% ¥7), estan composats d’un quark
rar i una combinacié d’un up i d’'un down, pero situats en un
I’estat 1 isospin. Els sigma neutre té la mateixa composicié de
quarks que els lambda (up, down, rar), i per tant decau molt
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més rapid que X (up, up, rar) o X~ (down, down, rar).

Els barions xi, (2% 27), estan composats de dos quarks rars

i un de up o down. Llavors decau de forma predominant en
un barié lambda i un pié; el lambda en conseqiiéncia en el cas
anterior. Donada aquesta seqiiencia de descaiments, un estat =
és a vegades anomenada com una cascada.

El barié omega negatiu (27) esta composat per tres quarks
rars. Aquest descobriment va ser un gran triomf en un estudi
dels processos entre els quarks, ates que va ser trobat després de
que la seva existencia, massa i decaiments van ser predites.

Hi ha un estat barionic adicional el qual conté quarks pesants.
Aquest estat denotat per la lletra grega corresponent a la seu
tipus (up/down/rar) gust amb un subindex indicant que quark
rar ha estat reemplagat perl el quark més gran. Per exemple, AT
té el quark (charm, up, down) enlloc de (rar, up, down).

5.4.2 Mateéria barionica

La materia barionica és materia composada majoritariament de
barions (per massa), el qual inclou atoms de qualsevol tipus i
d’aquesta manera inclou tota la materia que podem trobar en la
vida normal.

La materia no barionica és la antitesis fonamental de tal
materia, sent qualsevol tipus de materia que no esta formada
per barions. Aquesta pot incloure materia ordinaria com neu-
trins o electrons lliures; encara que inclou exotiques especies de
materia fosca no barionica, tal com particules supersimetriques,
axions o forats negres. La distincié entre materia barionica i no
barionica es important en la cosmologia.
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5.4.3 Carrega i raresa

Tal i com hem descrit es poden mesurar empiricament certes
propietats de les particules. Els nombre més senzills que poden
mesurar és el nombre barionic dels barions, que per defincid, és
1. Donat que estan formats de 3 quarks, cada quark té nombre
barionic 1/3.

La carrega, Q, és una mesura de la carrega electrica de la
particula.

La raresa, S, és una mesura de la quantitat de quarks rars
que hi ha en una particula.

En el cas dels barions tenim que si S = —1, és a dir, hi ha un
quark rar, tenim

Xt amb I3 =1,
¥ amb I3 =0,
>~ amb ]3 = —1,

1 tenim també

AT amb I3 =0,
I3 denota I'isospin debil, i amb S = —2 tenim

=T amb 13 = ]_/2,
= amb I3=-1/2.

Dibuixant aquest punts obtenim la grafica:
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Figura 5.2: Octet barionic

5.4.4 Ressonancies hadroniques

Les particules formades per quarks, tals com els barions i els
mesons que participen en les interaccions fortes, s’anomenen
genericament hadrons.

A més de les particules que hem estudiat fins ara, com per
exemple en la seccié anterior, existeixen també un gran nombre
d’estats excitats. En el cas dels barions podem representar-los
graficament com mostra la figura 5.3.



5.4. Barions 143
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§=-2
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Figura 5.3: Decaplet de ressonancies barioniques

5.4.5 Nombres quantics de les particules cons-
tituents

En aquest apartat farem un resum de totes les particules ele-
mentals segons el model estandard. Tenint en compte que els
nombres quantics es conserven en el sentit que si una particula
X té un cert nombre quantic amb valor x i una particula Y té el
mateix nombre quantic amb valor y, aleshores si X +Y déna lloc
a una nova particula, el valor del nombre quantic sera x+y. Aixi
doncs si donem els valors dels nombres quantics més importants.

FAMILIA I
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nom simbol | Q T35 color massa
electré e -1 -1/2 [1] 511 keV
positrd et 1 0 1] 511 keV
neutr{ Ve 0 1/2 [1] <2eV
quark alt u 2/3 1/2  [3] 1.0.
antiquark alt u | -2/3 -1/2  [3] 1.0.
quark baix d -1/3 -1/2 [3] 1.0.
antiquark baix | d /3 1/2 3] 1.0.

En fisica d’energies altes, les unitats de massa s’expresen en
unitats d’energia, d’acord amb l’equivalencia entre la massa i
I’energia

E =mc*.
Cal destacar també que els valors de les masses no es poden
deduir del model. Només es poden obtenir mitjancant 1’experi-
mentacio.
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FAMILIA II

nom simbol | Q T3 color  massa
mud ut -1 -1/2 [1] 106 MeV
antimud o 1 0 [1] 106 MeV
mudé-neutri Ve 0 0 1] <2 eV
quark encantador c 2/3 0 3] 1.0.
antiquark encantador c 2/3 -1/2 [3] 1n.0.
quark rar S -1/3 0 3] 1n.0.
antiquark rar 5 1/3 0 3] 1n.0.
FAMILIA III

nom simbol | Q T3 color  massa

tau Tt -1 -1/2 1] 1.78 GeV

antitau T~ +1 0 1]  1.78 GeV

tau-neutri Te 0o 1/2 [1] <2eV

quark cim t 2/3 0 3] 1.0.

antiquark cim t -2/3 0 3] 1n.0.

quark fons b -1/3 0 3] 1.0.

antiquark fons b /3 0 3] 1.0.

5.5 Diccionari

Fem un resum de tot el que hem vist en el teorema segiient:

5.5.1 Teorema. (Diccionari) Definim un estat fisic com una
terna S = (H,G,U) on:

(1) H és un espai de Hilbert de dimensid n, dit l’espai d’estats
de S.

(2) G és un grup de Lie semisimple i connex, de rang r, dit el
grup calibrador de S.
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(3) Una representacio

U:G— GL(H).

Siguin g l'algebra de Lie de G, © h C g una subalgebra de
Cartan. Sigui
u:g— End(H)

la representacio tangent de U.

FEscollim bases duals

b=(h1,....h), b =(hi,.. hy),

respecte de la forma de Killing.

Sigui Y (U) el conjunt de pesos de U i

Hy=(Vp s ¥y, )

on escrivim p;, = -+ = p;, = p, per denotar l’espai de pes p.

Sigui

o=, "), 1<k<n,

les seves coordenades en la base {h}.

Aleshores,

(i) El conjunt O = {u(hy),...,u(h,)} és un sistema complet
d’observables que commuten.

(ii) La matriv Q definida com

agl) . agn)
Q= : : € M(r x n,R)
aﬁl) . afﬂ”)

direm que és la matriu dels nombres quantics de O.
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(i)

Cada columna de la matriu (Q constitueix un sistema com-
plet de nombres quantics de S simultaniament mesurables.

La representacio grafica de QQ, és un n-plet de R" projectat

en R2.

Existeix una base {V,, }1<k<n de H formada per vectors
propis de b:

u(hg)¥,, = agk)\ll 1<j<nr

P>

Els vectors {¥,, } proporcionen un sistema complet d’estats
dinamics de S.

El nombre de matrius de nombres quantics no equivalents
coincideiz amb el nombre de tors maximals de G.

5.5.2 Exemple. Cas quark.

En el cas del quark, els sistema fisic ve donat per H un espai
de Hilbert de dimensié 3. El grup de Lie calibrador és G =

SU(3

). Considerem en aquest cas la representacié U = [3] que

ens mesura el color.

Tenim que els quarks tindran les mesures reflectides en la
figura 5.5.

e

12 12

q4-213

Figura 5.5: Triplet de quarks segon [3]
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5.5.3 Observacio. Per a obtenir els barions només cal observar
que

BleBle B =6eB e 3B =108 e el

obtenint el decaplet i octuplet barionic ([10]6[8]) representats en
les figures 5.1 1 5.2 i, a més, s’obtenen 'octet i el singlet mesonic

(18] @ [1])-

S=+1

)

K
o\

Figura 5.6: Octet mesonic procedent de [8] i [1]

770 S=-1

K

5.5.4 Exemple. Cas Eg

Si 'univers admetés el grup de Lie excepcional Eg com a grup
calibrador, operant segons la representacié adjunta, contindria
un sistema fisic integrat per un espai de Hilbert de dimensi
248. Ates que la representacié adjunta ens déna lloc als bar-
ions que sén les particules més petites observades fins arar en
el model estandard déna que pensar que possiblement sigui la
representacié que és manifesta de forma més natura, tindriem la
representacié grafica 5.7 per aquests Fg-fermions.

Obtindrem segons el teorema diccionari que la matrius de
nombres quantics per a cada estat fisic serd de M (8 x 248, R®),
ates que el rang de l'algebra de Lie de Eg és 8. Cada vegada
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tindriem 8 nombres quantics simultaniament observables i un
total de 248 ressonancies.

Suposar que el grup Eg és el grup que unifica I'univers no és
una utopia o una cosa inimaginable. De fet Eg com a subgrup
el grup

SU(3) x SU(2) x U(1),

que és el considerat en el model estandard.

Fig. 5.7: 248-plet Eg-fermions en la representacié adjunta
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