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3.7 Donat un espai vectorial euclidia orientat de dimensié 3, demostreu les relacions segiients:

3. Espais vectorials euclidians

Sigui (F,-) un espai vectorial euclidia.
(a) Demostreu que |u - v| = ||ul| ||v] si, i només si, els vectors u i v sén linealment dependents.
(b) Suposem ara que v # 0. Demostreu que |lu+ v|| = ||u| + [|v|| si, i només si, u = Av amb A > 0.

Sigui E' un espai vectorial euclidia i siguin w,v € E. Demostreu les afirmacions segiients si sén certes o

trobeu un contraexemple si sén falses:

(a) Siw és ortogonal a v, aleshores ||u + zv|| > ||u|| per a tot z € R.

(b) Si||u+ xv| > ||u|| per a tot = € R, aleshores u és ortogonal a v.

Es consideren els subespais segiients de R* amb el producte escalar ordinari:
F={(2,5-1,1), (3,7,0,2)), G={((2,—-1,1,0), (1,-3,0,—1)).
(a) Determineu els subespais F* i G*.
(b) Calculeu els subespais FNG, (FNG)L, F+Gi (F+G)*
Siguin F1, ..., Fy subespais d’un espai vectorial euclidia E tals que "inic vector v € E que és ortogonal a

tots ells és v = 0. Demostreu que si F' és un subespai de F tal que F; C F per a tot ¢ llavors F = E.

Calculeu la projeccié ortogonal del vector v
cadascun dels subespais segiients:

(a) F1= <(5,—1 1)).

(b) F» =((1,1,-2), (-1,3,1)).

(C) F3 = <(1v2 1 ( 3a25 _3)>

(d) Fy = <( )7 (1a4a71)7 (33272»

(e) Fs = <(1, -1,1), (0,1,1), (3,-3,2)).

Sigui F un espai vectorial euclidia orientat de dimensi6é 3 i sigui v € E vector no nul.

(—1,0,1) de R® amb el producte escalar ordinari sobre

Demostreu que

laplicacié f: E — E donada per f(z) = u A x és lineal. Calculeu el nucli i la imatge de f en termes de u.

(a) det(u,u Av,u Aw) = (u-u) det(u, v, w) per a u,v,w € E arbitraris.

(b) det(u A wy,u A ws,uAws) =0 per au,wy,ws, w3 € E arbitraris.

3.8 Sigui F un espai vectorial euclidia orientat de dimensié 3. Considerem una base ej, eq,e3 de F i definim

Uy = (62 A\ 63) A €1,

Ug =

(63 A\ 61) A €9,

Uus

= (61 A 62) A €3.
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(a) Demostreu que dim(uy,uz,ug) < 2. (Indicacié: useu la identitat de Jacobi.)

(b) Demostreu que dim(uy,uz,u3) = 1 si i només si exactament un dels vectors u; és el vector zero.
(Indicacié: useu la férmula (u A v) Aw = (u-w)v — (v - w)u.)

(c¢) Demostreu que si dim{uy, us, uz) = 2 aleshores
(63 . 61)(63 . 62) (61 A 62) + (61 . 62)(61 . 63) (62 AN 63) + (62 . 61)(62 . 63) (63 A 61)

és una base de (uy,ug, uz)®

3.9 Siguin uq,ug,us tres vectors d’un espai vectorial euclidia orientat de dimensié 3. Definim els vectors:
V1 = U A\ us, Vg = u3z N\ uy, V3 = U1 N\ Usg.

(a) Demostreu que det (vy, vy, vs) = det (u1, us, us)® en una base ortonormal positiva qualsevol.
(b) Demostreu que
(i) dim(uq,ug,ug) <1< dim(vy,ve,v3) = 0;
(i) dim(ui,ug,u3) = 2 < dim(vy, va,v3) = 1;
(iil) dim(ug,ug,us) = 3 < dim(vq, ve, v3) = 3.

3.10 Sigui F un espai vectorial euclidia orientat de dimensié 3 i siguin ej, ey dos vectors unitaris linealment
independents tals que e; - e = 1/2. Considerem l'aplicacié f: F — E definida per

fw)=vA(e1Nea)+ (v-(e1 Nez))er Aea.

(a) Demostreu que f és lineal.
(b) Demostreu que det(f) =|| e; Aea ||*.

3.11 (Tardor 2016) Siguin w i v dos vectors unitaris i ortogonals d’un espai vectorial E euclidia orientat de
dimensié 3. Considerem ’aplicacié ¢: F — E donada per

o@)=(z -u)v+ (x-v)u+det(u,v,2) u A wv.

(a) Demostreu que ¢ és lineal.

(b) Demostreu que el subespai (u + v, u A v) esta format per vectors propis de valor propi 1 i que el
subespai (u — v) esta format per vectors propis de valor propi —1.

(c) Trobeu la matriu de ¢ en la base u, v, u A v.

3.12 (Tardor 2016) Sigui f un endomorfisme d’un espai vectorial euclidia de dimensié 3 tal que f(u)A f(v) = uAv
per a qualsevol parell de vectors u,v. Fixem una base ortonormal positiva ey, es, e3.
(a) Demostreu que f(e;)-e; =0sii# j.
(b) Demostreu que dete, (f(e1), f(e2),es) = dete, (f(ez2), f(es),e1) = dete, (f(es), f(e1),e2) = 1.

(c) Deduiu dels apartats anteriors que f(e;) = A;e; amb A\;A; = 1si i # j. Demostreu com a conseqiiencia
que f = +Id.



