GEOMETRIA LINEAL Problemes Tardor 2021

4. Espais afins euclidians

4.1 Considerem en un pla aff euclidia una referéncia {O; e, ea} on é1e3 = 60° i els vectors ey, e3 sén unitaris.
Considerem també la recta r : 2z +y — 1 =01 el punt p = (1,1).
(a) Trobeu la recta que passa per p i és parallela a r.
(b) Trobeu la recta que passa per p i és perpendicular a r.

(c) Calculeu la distancia d(p,r).

4.2 (a) En un pla aff euclidia es consideren dos punts diferents p i ¢. Demostreu que les rectes que equidisten
d’ambdds punts son les rectes que o bé sén paralleles a la recta pg o bé passen pel punt mitja de p i g.

(b) En un pla aff euclidia es consideren tres punts no alineats p1, p2 i p3. Trobeu totes les rectes del pla
que equidisten d’aquests tres punts.

4.3 Sigui {O;eq,es,e3} una referéncia d’un espai aff euclidia de dimensié 3, de la qual se sap que tots tres
vectors sén unitaris, e; 1 es sén ortogonals i la recta que passa per O i (1,0,—2) és ortogonal al pla
7w : 2y + 3z + d = 0. Determineu I'angle que formen els altres vectors de la base i el valor de d per tal que
la distancia del punt (1,1,1) al pla 7 sigui %

4.4 (a) Demostreu que les altures d’un triangle es tallen en un punt (ortocentre).
(b) Demostreu que les mediatrius d’un triangle es tallen en un punt (circumcentre).

(¢) Si A, B,C sén els vertexs d’un triangle, direm que les rectes

AL AC BA  BC CA CB

son les bisectrius interiors del triangle. Demostreu que les tres bisectrius interiors d’un triangle es
tallen en un punt (incentre).
4.5 Sigui ABCD un tetraedre de l'espai afi euclidia de dimensié 3.

(a) Demostreu que si dos parells d’arestes oposades s6n ortogonals, el tercer també ho és.

(b) Demostreu que si es compleix la condicié anterior, les quatre altures del tetraedre es tallen.

4.6 En un espai afi euclidia de dimensié 3 tenim dues rectes que, en una referéncia ortonormal, tenen les

equacions
z+2z=0 =1
T s
y=-2 y—z+3=0

Busqueu les equacions de la perpendicular comuna i les seves interseccions amb r i s.

4.7 (Tardor 2020) Siguin A4, B, C, D els vertexs d’un tetraedre regular de costat 1 en l'espai aff euclidia A3.

(a) Demostreu que 1'inic punt que equidista dels quatre vertexs del tetraedre és el baricentre P.
(b) Demostreu la relacié de distancies segiient: 3d(P, BCD) = d(P, A).
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4.8 (Tardor 2016) Fixada una referéncia en un espai aff euclidia de dimensié 3 amb matriu de Gram

N O O

1
2
1
0

O = =

considerem el pla 7 : 22 +y — z = 1 i els punts A = (0,1,0), C = (-2,5,0) de 7.
(a) Trobeu els punts B, D de 7 tals que ABCD és un rectangle de diagonal AC i B pertany a la recta
2c+y—2=1,z=0.
(b) Trobeu l'area d’aquest rectangle.

4.9 (Tardor 2016) En un espai aff euclidia de dimensié 3 amb una referéncia ortonormal fixada, considerem el
plar:z+y—2=0,larectar:z+y=0=z—11iel punt P =(-1,0,0).
(a) Trobeu les rectes que passen per P, tallen r i formen un angle de 30° amb el pla .

(b) Calculeu la distancia entre i 7 i la distancia entre P i r.

4.10 (Tardor 2019) En un espai afi euclidia de dimensié 3 amb una referéncia ortonormal fixada, es donen les
rectes segiients:
r:(2,2,1) +((0,1,0)), stx+2z+1=y=0.
(a) Comproveu que r i s s’encreuen i trobeu la distancia entre elles.

(b) Sigui t la perpendicular comuna de r i s i sigui 7 el pla s + ¢. Trobeu els punts de r que estan a
distancia 1 de .

4.11 (Tardor 2018) En un espai aff euclidia orientat de dimensié 3 es donen dues rectes no paral-leles r = A+ (u)
is= DB+ (v).

(a) Demostreu que r N s # @ si, i només si, AB - (uAv)=0.

(b) Siris es tallen en un tnic punt P, aleshores

p_ps @BAw (A (ABAY)-@Av)
luAo]? [[uAof?

4.12 Siguin A, B, C tres punts afinment independents en un espai afi euclidia de dimensié 2.

(a) Demostreu que 'area del triangle ABC és igual a %Hﬁ A EH
(b) Demostreu que, si les coordenades dels punts sén A = (a1,a2), B = (b1,b2), C = (c1,¢2) en una

referéncia ortonormal, aleshores I'area de ABC és igual al valor absolut del determinant segiient:

1 a b o
5 az by ¢
1 1 1

(c) Demostreu que l'area de ABC és igual a %\/ det G, on G = (g;;) amb g;; = e;-ej, e1 = E, eg = 1@

(d) Sigui M el baricentre dels punts A, B, C. Demostreu que els triangles ABM, BCM i CAM tenen la
mateixa area.
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4.13 Siguin A, B, C, D quatre punts afinment independents en un espai afi euclidia de dimensié 3.

(a) Demostreu que, si les coordenades dels punts sén A = (aq,as,a3), B = (b1,ba,b3), C = (c1,¢2,c¢3),
D = (dy,dz,d3) en una referéncia ortonormal, aleshores el volum del tetraedre ABCD és igual al valor
absolut del determinant segiient:

ay b1 C1 d1
1 ag b2 C2o dg
6| az bz c3 d3
1 1 1 1

(b) Sigui M el baricentre dels punts A, B,C,D. Calculeu el volum dels tetraedres ABCM, BCDM,
CDAM i DABM.

4.14 (Primavera 2021) Considerem l’espai aff estandard R® amb el producte escalar ordinari i amb un sistema
de referencia ortonormal. Calculeu les longituds de les quatre altures del tetraedre que té per vertexs
A=(-3,-1,1), B=(2,4,2),C=(3,-2,-1), D= (1,-1,3).

4.15 Sigui ABCD un tetraedre de I'espai aff euclidia A3 i siguin h¢ i hp les altures pels vertexs C' i D.
(a) Demostreu que he i hp no sén paralleles.

(b) Trobeu la perpendicular comuna a ha i hp.

(¢) Demostreu que

d(he,hp) = |A—|j|9>A' C?'.

4.16 Siguin A, B, C'i D els vertexs d'un tetraedre regular en un espai afi euclidia de dimensié 3, i sigui [ la
longitud de les arestes.

(a) Doneu la matriu del producte escalar en la referéncia {A4; AB , ﬁ, E}
(b) Calculeu la distancia entre dues arestes oposades del tetraedre.

(c) Calculeu laltura d’una cara del tetraedre.

4.17 (Tardor 2019) En un espai aff euclidia orientat de dimensié 3 es tenen tres punts no alineats P, @, R i un
altre punt O diferent dels tres punts anteriors. Demostreu que el vector

OP AOQ +0G A OR+ORAOP

és ortogonal al pla PQR.

4.18 (Tardor 2020) Sigui A3 un espai aff euclidiah amb un sistema de referéncia fixat {O; e, e2,e3}, on |leg|| =

lle2]l = 1, |les]] = 2, i e1, ez s6n ortogonals i é1e3 = éze3 = 60°. Sigui P = (a,b,c) un punt qualsevol
de 'espai afi i siguin P, P, i P. les projeccions ortogonals de P sobre els plans ¢ =0, y =012 =0
respectivament.

(a) Calculeu la matriu de Gram en aquesta base.
(b) Trobeu les coordenades de P, P, i P, en aquesta referencia.
s Ly z 3 ; = VU
(c) Demostreu que P, P,, P, i P, sén coplanaris si, i només si, abc = 0
)

(d) Suposant que a = b = ¢ = 3, trobeu I'area del triangle P, P, P..



