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Llista 4: Varietats diferenciables

1. Alesfera S®™ C R"! considerem els punts N = (0,...,0,1)i S =(0,...,0,—1)iels
oberts Uy = S™ N {N}, Us = S™ \ {S}. Demostreu que les cartes locals (Uy, ¢n),
(Us, ps) donades per les projeccions estereografiques

1
on: Uy = R OoN(T1, o Tpy1) = ———(T1, .-, Ty)
]-_'rn—s—l
Us — R" ( e )
: : Tiyenn, Tpe1) = ——(T1, ..., Ty
©Ys S ) @s (T, ) +1 ].+.7Jn_|_1 1

formen un atles diferenciable de S™. En el cas n = 2, demostreu que la imatge per
©n 1 pg d'un cercle maxim és una circumferencia o una recta.

2. A lesfera S™ considerem, per a cada i =1,...,n+ 1, els oberts
U+ ={(x1,...,Tp41) € S" | x; > 0}
Ui,— = {(Ilv s 7$n+1) es” | r; < O}
Demostreu que les cartes locals {(U; +, @i+ ), (Ui—,i—)}ie1... n+1 amb
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formen un atles diferenciable de S™. Comproveu que aquest atles és equivalent a
I’atles donat per les projeccions estereografiques a I’exercici 1.

3. Demostreu que l'esfera S™ no admet cap atles diferenciable amb una sola carta.

4. A Tespai projectiu RP™ es considera el conjunt U = {(Uy, ¢1), ..., (Uns1, dns1)} on
Ui =A{[x1,...,Zns1] € RP" | z; # 0} i Paplicacié ¢;: U; — R™ es defineix com
1
qbi([l'l, . ,J]n+1]) = ;(l’l, ey i1, Lig 1y - - - 7xn+1)~
Demostreu que U és un atles diferenciable de RP™ i que ¢; envia rectes a rectes.
5. Demostreu que, si pensem RP™ com el quocient de S™ per la relacié que identifica

punts antipodals, llavors I'aplicacié quocient f: S™ — RP™ és diferenciable i és un
difeomorfisme local.

6. Demostreu que, si {(U;, ¢;)}ier és un atles diferenciable en una varietat M de di-
mensié m i {(V},1;)}jes és un atles diferenciable en una varietat N de dimensié n,
Havors {(U; x Vj,@; X ¥;) }ier, jes és un atles diferenciable a M x N.

7. Doneu un atles diferenciable per al tor S* x --- x S de dimensi6 n.
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Donades dues constants a,b > 0, sigui f: S* x S' — R3 Dlaplicacié donada per
f(e, ey = ((a+ beosa) cos B, (a+ beosa)sin B, bsin ).

(a) Demostreu que si a < b llavors f no és una immersio.

(b) Demostreu que si a > b llavors f és un embedding.
Sigui F': R® — R* I'aplicacié F(z,y,z) = (2? — y? 2y, xz,y2). Demostreu que F
indueix una aplicacié diferenciable f: RP? — R* i que f és un embedding.
Siguin M, i M dues superficies diferenciables. Siguin fi: R? — M; i fo: R? — M,
dos embeddings. Definim la suma connexa M;# M, com 'espai quocient de

(M \{f1(0)}) U (M2 \ {f2(0)})

per la relaci6 fi(x) ~ fo(1/2). Doneu un atles diferenciable per a M;# M, en funcié
dels atles diferenciables de M; i M,. (Indicacié: Observeu que f; ' i f; ' defineixen
cartes compatibles amb els atles de M; i M,.)

Amb la notacié de l'exercici 8, sigui f: S' x St — R3 I'aplicacié que resulta de
prendre a = 2, b = 1, i sigui g I'aplicacié que resulta de prendre a =0, b = 1.
(a) Comproveu que la imatge de g esta continguda a S2.
(b) Demostreu, prenent cartes, que g: S* x St — 52 és una aplicacié diferenciable.
(c) Trobeu els punts regulars de g: S* x S* — S2.
(d) Comproveu que g(p) € S? C R? és ortogonal al pla tangent Ty, (f(S* x S1)).
(e) Demostreu que g: ST x S* — 5% es homotopa a una aplicacié constant.

Demostreu que el subconjunt M de R* definit per les equacions segiients és una
subvarietat de dimensi6 2 de R*:

v =t -t =1, xy + 2t = 0.

Demostreu que el subconjunt M de R* donat per 2° + 3 + 22 + 3 = 1 és una
subvarietat de R* i trobeu una base de l'espai tangent T, M per a p = (1,—1,0,1).
Demostreu que f(z,y,2,t) = (x —y,z — t) és una aplicacié diferenciable M — R?
i trobeu la matriu de (df), en la base anterior.

Considerem 1’esfera S? amb D’atles de 'exercici 1.

(a) Demostreu que els camps locals
Xy, : R? = R?%; X, (u,v) = (u,v)
Xy, : R? — R% Xu,(s,t) = (—s, —t)
defineixen un camp vectorial diferenciable a S2.
(b) Demostreu que els camps locals
1
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defineixen una 1-forma (un camp covariant) diferenciable a S2.

Wy, : R? — R?; Wy, (u,v) = (1 —u® + 0% —2uw)

Wy, : R? — R?; Wy, (s, t) = (1 —s* + 1% —2st)



