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Llista 1: Homotopia d’aplicacions

. Demostreu que per a qualsevol parell d’espais topologics X i Y la relaci6
d’homotopia f ~ g és una relacié d’equivaléncia en el conjunt de les aplicacions
continues X — Y.

(a) Demostreu quesi fy, fi: X — Y igo,g1: Y — Z s6n aplicacions continues
tals que fo =~ f1 1 go >~ g1 llavors gg o fo >~ g1 o fi.

(b) Demostreu que la relacié d’equivaléncia homotopica X ~ Y entre espais
topologics és una relacié d’equivaléncia.

(a) Demostreu quesi fy, fi: X — Y igo, g1: A — B s6n aplicacions continues
tals que fo >~ f1 190 ~ g1 llavors fo X go ~ f1 X g1, on f; X g; denota
laplicacié X x A — Y x B definida com (f; X ¢;)(x,a) = (fi(z), g:(a)).

(b) Demostreu que si X ~Y i A~ B llavors X x A~Y x B.

. Per a cada espai topologic X, denotem per HT(X) el conjunt de les classes
d’homotopia d’aplicacions f: X — X que sén equivalencies homotopiques.

(a) Demostreu que HT(X) admet estructura de grup amb 'operacié induida
per la composicié d’aplicacions.
(b) Demostreu que si X i Y sén espais homotopicament equivalents llavors

els grups HT(X) i HT(Y") s6én isomorfs.

. Demostreu que la connexio i la connexié per camins son propietats homotopi-
ques (és a dir, si X té la propietat i X ~ Y, llavors Y també té la propietat),
pero que ni la compacitat ni les propietats de separacio T4, 15, T3 i T no sén
propietats homotopiques.

. Demostreu que un espai X és contractil si i només si I'aplicacié identitat
X — X és homotopa a 'aplicaci6 constant f(z) = xy per a algun zy € X.

. Un subconjunt X de R™ s’anomena estrellat si existeix un punt xy € X tal
que el segment que uneix xy amb qualsevol altre punt de X és contingut a X.

(a) Demostreu que tot subconjunt convex de R™ és estrellat.

(b) Demostreu que tot subconjunt estrellat de R™ és contractil.

. Demostreu que, si X # 0, llavors espai CX = (X x [0,1])/(X x {1}) és
contractil.

. Demostreu que tot retracte d’un espai contractil és contractil.
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Sigui X un espai topologic i suposem donades dues aplicacions continues
f: X - R" ¢g:R* - X amb n > 1. Demostreu que l'aplicacié composta
go f és homotopa a una aplicacié constant.

Demostreu que si una aplicacié continua f: X — S™ no és exhaustiva llavors
f és homotopa a una aplicacié constant.

Demostreu que si una aplicacio continua f: S™ — S™ no té cap punt fix llavors
f és homotopa a la aplicacié antipodal.

Demostreu que si n és senar llavors I'aplicacié antipodal S™ — S™ és homotopa
a 'aplicacié identitat. (Indicacid: resoleu primer el cas n = 1.)

Demostreu que cadascun dels espais segiients és homotopicament equivalent
a una unié puntual d’una o més esferes i determineu la dimensié d’aquestes
esferes en cada cas:

a) R" ~{p1,...,pr}, on p1,...,pr sén punts diferents.

Demostreu que Pespai R®\ (({0} x {0} x R) U (S* x {0})) és homotdpicament
equivalent al tor St x S*.

Demostreu que la unié de la circumferéncia unitat a R? amb 1'eix vertical és
homotopicament equivalent a la unié puntual de dues circumferencies.

Demostreu que el complement d’un punt a l’espai projectiu real RP* és homo-
topicament equivalent a RP*~! per a tot k > 1.

Demostreu que I'espai de configuracions de dos punts ordenats a R3,
Confy(R?) = {(x1,72) € R* x R® | 2y # 15},
és homotopicament equivalent a S2.

(a) Demostreu que si X és un espai de Hausdorff i A és un retracte de X
aleshores A és un subespai tancat de X.

(b) Determineu quins subespais de U'interval I = [0, 1] sén retractes de I.

Demostreu que la vora de qualsevol bola tancada B C R™ és un retracte de
deformacié fort de B \ {p} per a tot punt p interior a B.

La cinta de Mdbius és el quocient de [—1, 1] x[—1, 1] per la relacié que identifica
cada punt de la forma (—1,y) amb (1, —y). Demostreu que la cinta de M&bius
té un retracte de deformacié fort homeomorf a S*.
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Per a cadan > 0, sigui X,, el segment que uneix els punts (0,0) i (1/n,1) de R?,
i sigui Xy el segment que uneix els punts (0,0) i (0,1). Sigui X = U2  X,,.
Demostreu que el punt (0,0) és un retracte de deformacié fort de X, perd que
(0,1) no ho és.

Dos espais amb punt base (X, zq), (Y,v0) sén homotopicament equivalents si
existeixen aplicacions continues f: X — Y i ¢g: Y — X tals que f(x9) = vo,
g(yo) = xg, go f ~ idy rel{xo} i fog ~ idy rel{yo}. La unid puntual o
coproducte de dos espais amb punt base (X, zg), (4, ag) es denota per X V A
i es defineix com el quocient de la unié disjunta de X i A per la relacié que
identifica xy amb ag. Demostreu que si (X, zq) ~ (Y,yo) i (A,a9) ~ (B, bo)
llavors X VA ~Y V B.

Demostreu que, si X és 'espai definit a ’exercici 22, llavors els espais amb
punt base (X, (0,0)) i (X, (0,1)) no sén homotopicament equivalents.



