Topologia i Geometria Global de Superficies

Curs 20232024
Llista 5: Varietats de Riemann

. Demostreu que, si considerem a S? la metrica induida per la metrica euclidiana de R3,
llavors I'aplicacié antipodal A: S? — S? és una isometria. Utilitzeu aquest fet per
definir una meétrica de Riemann a RP? tal que la projeccié S? — RP? sigui una
isometria local.

. Demostreu que si una metrica de Riemann satisfa g;; = 0 per a tot ¢ # j en unes certes
coordenades, aleshores els simbols de Christoffel en aquestes coordenades satisfan
Ffj = 0 si els tres indexs i, j, k son diferents, i
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. Sigui M una superficie amb una metrica de Riemann g = E (du)?+2F du dv+G (dv)?
en una carta local amb coordenades (u,v). Demostreu que els simbols de Christoffel
de la connexié de Levi-Civita satisfan la igualtat seglient, on E, = OF/du, etc.
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. Parametritzem una carta local del tor a R? de radi major R i radi menor r com

x = (R+rcosu) cosv

y=(R+rcosu) sinv

z =17 sinu
pera(<u<2m 0<v<2m.

(a) Demostreu que la metrica g induida per la metrica euclidiana de R? és
g =1 (du)® + (R + rcosu)? (dv)*.

(b) Demostreu que els simbols de Christoffel no nuls de la connexié de Levi-Civita
son els segiients:

1
I}, = —(R+ rcosu)sinu;
r

7 Sin u
R+ rcosu

(c) Escriviu les equacions de les geodesiques i comproveu que els meridians (v cons-
tant) parametritzats amb rapidesa constant y(t) = (at + b, ¢) sén geodesiques, i
també ho son 'equador interior parametritzat com y(t) = (m, at + b) i 'equador
exterior, que queda fora de la carta local. Els altres paral-lels (u constant diferent
de 01 de ) no sén geodesiques amb cap parametritzacio.
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5. Semipla de Poincaré. Denotem per H* = {(z,y) € R* | y > 0} el semipla superior.
Considerem a H? la metrica g amb coeficients
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(i) Demostreu que g és una metrica de Riemann i que aquesta meétrica determina
els mateixos angles que la metrica euclidiana.

(ii) Calculeu els simbols de Christoffel de la connexié de Levi-Civita de la metrica i
escriviu les equacions de les geodesiques a H?2.

(iii) Comproveu que les imatges de les geodesiques a H? son els segments de semirectes
verticals i els arcs de circumferéncies ortogonals a la vora de H2.

(iv) Demostreu que la curvatura de Gauss de H? és —1 a tots els punts.

6. Disc de Beltrami—Poincaré. Denotem per D? = {(u,v) € R? | u? +v* < 1} el disc
obert de radi 1 centrat a l'origen. Considerem a D? la meétrica g amb coeficients
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(i) Demostreu que g és una metrica de Riemann i que aquesta metrica determina
els mateixos angles que la metrica euclidiana.

(ii) Calculeu els simbols de Christoffel de la connexié de Levi-Civita de la metrica i
escriviu les equacions de les geodesiques a D?.

(iii) Comproveu que les imatges de les geodesiques a D? s6n els arcs de circumferéncies
ortogonals a la vora de D? i els segments de diametres.

(iv) Demostreu que la curvatura de Gauss de D? és —1 a tots els punts.
(v) Demostreu que la transformacié de Cayley C': H? — D? definida com

zZ—1

Ce) = zZ4+1

és una isometria del semipla de Poincaré al disc de Beltrami—Poincaré.

7. Distancia al pla hiperbolic.

(a) Siguin z i w dos punts del semipla H? Demostreu que existeix una unica
geodesica 7: [0,1] — H? tal que y(0) = z, v(1) = w i que la longitud d’aquesta
geodesica és In(a/b) si z = (0,a) i w = (0,b) amb a > b i, en general,

|z —w| + |z — w| |2 — w|

I(7) =1In — = 2arctanh :
|z —w| — |z — w| |z — 0|

(b) Demostreu que I'aplicaci6 d: H? x H> — R que assigna a cada parell de punts z
i w la longitud de la geodesica v: [0,1] — H? tal que v(0) = z i y(1) = w és una
distancia.



(c) Utilitzant la isometria H?* — D? de I'exercici 6, demostreu que la distancia en el
disc de Beltrami-Poincaré és

d(z,w) = 2arctanh w
|1 — 20|

(d) Demostreu que la circumferéncia hiperbolica de centre (0,0) i radi r al disc D?
coincideix amb la circumferéncia euclidiana de radi (¢ —1)/(e” + 1).

(e) Demostreu que les circumferéncies hiperboliques a D? i a H? coincideixen amb
les circumferéncies euclidianes contingudes, respectivament, a D? i a H?2.

8. Demostreu que si una corba vy en una varietat de Riemann és geodesica, llavors la
funcié p(t) = ||y(t)|| és constant.

9. En el quadrant positiu P = {(z,y) € R* | z > 0, y > 0} considerem la métrica de
Riemann amb coeficients
z? 4y

gi1 = g22 = xQ—yQ,

gi2 = g21 = 0.

per f(x,y) = (z* — y?, 22y) és una isometria.
10. Sigui M el subconjunt de R? definit per 2% + y? — 22 +1 =0 amb z > 0.

(a) Demostreu que M és una subvarietat diferenciable de R? i que si
¢(u,v) = (cosv sinhu, sinv sinhu, coshu), w >0, 0<wv <2,

aleshores ¢! és I'aplicacié de coordenades d’una carta local a M.

(b) Sigui g la restriccié a M de la 2-forma dz? + dy* — dz? de R3. Demostreu que g
és una metrica de Riemann a M i que I'expressié local de g en la carta local de
'apartat anterior és du® + (sinhu)? dv?.

(c) Demostreu que M té curvatura de Gauss constant —1.

11. En el pla R? amb 'estructura diferenciable estandard amb coordenades cartesianes
(x,y) considerem una metrica de Riemann g amb
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F=0.

(a) Calculeu la curvatura de Gauss en cada punt de R

(b) Demostreu que la longitud d’un segment de recta horitzontal y = y, entre x = 0
i x = a tendeix a 0o quan a — oo. Indicacid: arcsinhx = In(x + /1 + z2).



¢) Demostreu que tanmateix 'area de la regié compresa entre les rectes y = g 1
q g Y=Y
y = 1 és finita per a tot parell de valors yy < y;. Trobeu el valor d’aquesta area
en funcié de yo 1 y;.

(d) Trobeu els simbols de Christoffel de la connexié de Levi-Civita de g i escriviu les
equacions de les geodesiques.

(e) Determineu quines rectes de R? s6n imatges de geodesiques per a la metrica g.
(f) Demostreu que les aplicacions f(x,y) = (+x, +y + ¢) sén isometries de R? amb

la metrica g per a tot ¢ € R i qualsevol eleccié de signes a £z i +y.

12. (a) Demostreu que Paplicacié f: [0,2n] x [0,27] — R? definida per les expressions
seglients és una immersio:

T = COSUCOSV + 2Cosv
Yy = cosusinv + 2sinv

2z = sin u.

(b) Demostreu que la imatge de f és una subvarietat diferenciable M de R3.

(¢) Demostreu que M és una superficie compacta i trobeu la seva caracteristica
d’Euler.

(d) Trobeu una base de vectors tangents a M en el punt (—2,0, 1).

(e) Demostreu que el camp vectorial segiient de R? és tangent a M:

(f) Demostreu que la metrica de Riemann induida a M per la metrica euclidiana de
R3 és du® + (2 + cosu)?dv? i trobeu 'area de M.

13. Demostreu que 'area d’un tor de radis R i r amb r < R és igual a 472 Rr.
14. Considerem l’esfera S? amb la metrica induida per la metrica euclidiana de R3.

(a) Siguin ABC i A’B'C’ dos triangles geodesics amb costats respectius a, b, ¢ i
a',b,cd. Demostreu que, sia = da/, b =0 ic = ¢, llavors existeix una tunica
isometria f: 5% — S?% tal que f(A) = A, f(B)=B'i f(C)=C".

(b) Demostreu que, si 3 és la suma dels angles interiors d’'un triangle geodesic no
degenerat a S?, llavors 7 < ¥ < 3.

(c) Demostreu que si un triangle geodesic a S? té costats a,b,c i angles «, 3,7,
llavors es compleixen les lleis trigonometriques esferiques:

sina cos f = cosb sinc — sinb cos ¢ cos a
sina sin f = sin b sin «

cosa = cosb cosc+ sinb sin ¢ cos a.

(d) Demostreu que si «, 3,7 sén nombres positius tals que 7 < o+ + v < 37
llavors existeix algun triangle geodesic a S? amb angles interiors «, 3, .
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15. Considerem el semipla de Poincaré H? amb la metrica hiperbolica.

(a) Siguin ABC i A’B'C’ dos triangles geodesics amb costats respectius a,b, ¢ i
a',b,cd. Demostreu que, sia = da/, b =V ic = ¢, llavors existeix una tunica
isometria f: H? — H? tal que f(A) = A, f(B)=B"i f(C)=C".

(b) Demostreu que, si 3 és la suma dels angles interiors d’'un triangle geodesic no
degenerat a H2, llavors ¥ < 7.

(c) Demostreu que si un triangle geodesic a H? té costats a,b,c i angles «, 3,7,
llavors es compleixen les lleis trigonometriques hiperboliques:

cosh a = cosh b cosh ¢ — sinh b sinh ¢ cos «

cosa = — cos 3 cos~y + sin 3 siny cosh a.

(d) Demostreu que si «, 3,7 sén nombres positius tals que a + 5 + v < 7 llavors
existeix algun triangle geodesic a H? amb angles interiors a, 3, .

(e) Siguin ABC' i A’B'C’ dos triangles geodesics amb angles respectius «, 3,7 i
o, B, Demostreu que, si a = o/, § = ' iy =/, llavors existeix una unica
isometria f: H? — H? tal que f(A) = 4, f(B)=B'i f(C) =C".

16. Considerem el disc de Beltrami-Poincaré D? amb la metrica hiperbolica i amb la
triangulacié infinita per triangles geodesics representada en la figura segiient.

(a) Classifiqueu la superficie S obtinguda identificant els costats del poligon geodesic
seglient tal com indiquen les lletres de la figura.

(b) Formen una triangulacié de S els triangles de la figura?

(¢) Demostreu que, si P i Q) sén els vertexs resultants de les identificacions de costats
indicades a la figura, llavors la metrica de D? indueix una metrica de Riemann

a S~ {P,Q}.
(d) Calculeu la curvatura de Gauss de S\ {P, Q}.
(e) Trobeu l'area de S\ {P, Q}.
(f) Trobeu les longituds dels costats dels triangles de S.



17. Considerem la triangulacié infinita de D? representada en la figura segiient:

Trobeu un poligon geodesic d’aquesta triangulacio i una identificacié de costats
tal que la superficie S’ obtinguda sigui homeomorfa a la superficie S de I'exercici
anterior.

Demostreu que, si P’ i Q' sén els vertexs resultants de les identificacions de
costats de apartat (b), llavors la metrica de D? indueix una métrica de Riemann

aS' ~A{P,Q'}.
Calculeu la curvatura de Gauss de S' ~ {P",Q'}.
Trobeu l'area de S~ {P',Q'}.

Demostreu que S\ {P,Q} i '~ {P’,Q'} sén superficies de Riemann localment
isometriques, pero no isometriques.

Trobeu les longituds dels costats dels triangles de S’.

18. Sigui S una superficie de Riemann compacta i orientable i sigui K (p) la curvatura de
Gauss de S en cada punt p € S.
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(b)
()

Demostreu que si K(p) > 0 per a tot p € S i existeix un punt py en el qual
K(po) > 0 llavors S és homeomorfa a una esfera.

Demostreu que si K (p) = 0 per a tot p € S llavors S és homeomorfa a un tor.

Demostreu que si K(p) < 0 per a tot p € S i existeix un punt py en el qual
K(po) < 0 llavors S és una superficie de genere g > 1.

19. Sigui S una superficie de Riemann orientable de curvatura constant K i sigui P un
poligon geodesic de n costats contingut en un entorn coordenat de S. Demostreu que,
si denotem per X la suma dels angles interiors de P, llavors

Y>(n—-2)r siK >0,
Y=(mn—-2)r si K=0,
Y<(n—=2)r siK<DO.



