GEOMETRIA DIFERENCIAL DE CORBES I SUPERFiICIES
Problemes curs 2018-2019. Semestre Primavera.

Corbes

Exercici 1.  Sigui o : R — R? la corba parametritzada definida per a(t) = (3 — 2t,t? — 2)

(i) Determineu si els punts (—1,—1),(4,2) i (1,2) es troben a la seva traga
(ii) Trobeu els punts d’interseccié de la traca de ac amb els eixos de coordenades.
(iii) Trobeu una equacié de la forma f(x,y) = 0 tal que el conjunt de les seves solucions sigui la
traca d’ a.
(iv) Determineu les rectes tangents a a que siguin paral-leles a la recta d’equaci6 2z +y + 3 = 0.
(v) Trobeu l'angle que forma la corba « amb la recta d’equacié y = z — 2 en els punts de tall.

Exercici 2. (Propietat de reflexié de les coniques.) Considerem la parabola d’equacié y? = 2pz,
amb focus en el punt F' = (£,0) (vegeu http://ca.wikipedia.org/wiki/Parabola). Proveu que tot raig
paral-lel a leix Oz (eix de la parabola) es reflecteix en la parabola en un raig que passa pel focus. (En
I’el-lipse un raig interior que surt d’un focus es reflecteix pasant per ’altre focus, i en la hiperbola un

raig que surt d’'un focus es reflecteix com si provingués de l’altre focus.)

Exercici 3.  (Calcul de la longitud d’arc.) Determineu quines de les corbes segiients sén 1-regulars.
Trobeu, per cada corba, la longitud d’arc entre els punts indicats.

y = logx, entre 11 x.

y =acosh2 | entre 01 x (aquesta corba es diu catenaria).
a(t) = (a(cost + tsint),a(sint — tcost)), entre 01 7/2.
a(t) = (cos® t,sin® t, cos 2t), entre 0 i 27.
(t)

Exercici 4.  (Canvi de parametres.) Demostreu que les corbes parametritzades

1—t2 2

a(f) = (cosf,sinf), —w <0 <m; Bt)= <1+t2’ T

>,—oo<t<—|—oo7

tenen la mateixa traca i trobeu la funcié de canvi de parametre entre 6 i t.

Exercici 5.  (Tractriu.) Sigui a > 0 una constant. S’anomena tractriu

(vegeu |https://ca.wikipedia.org/wiki/Tractriu) de parametre a la corba que descriu un punt P (situat
inicialment en les coordenades (a,0)) que és estirat per un altre punt (situat inicialment a lorigen de
coordenades), que es manté a distancia constant a del punt P i que es mou seguint 1’eix Oy. Proveu que
la tractriu és una corba parametritzada 1-regular a tot arreu llevat d’un punt, i trobeu la seva funcié
longitud d’arc.

Exercici 6.  (Cicloide.) Un disc de radi a en el pla zy roda uniformement i sense lliscar damunt
I'eix z. La corba que descriu un punt P de la circumferéncia s’anomena cicloide
(vegeu https://ca.wikipedia.org/wiki/Cicloide)).

(i) Proveu que la cicloide es pot parametritzar per a(t) = (a(t —sint), a(1 — cost)), on t és 'angle
que formen CP i CQ, C és el centre de la circumferencia, (Q és el punt de contacte de la
circumferéncia amb 'eix Oz i P = (x,y)).

(ii) Trobeu els punts singulars de la parametritzacié a.

(iii) Determineu la funcié longitud d’arc de la cicloide.

Exercici 7. (Corba de Viviani.) La interseccié de l'esfera 22 + y2 + 2% = 4a® amb el cilindre
(r—a)?+y? = a? s’anomena corba de Viviani (vegeu https://ca.wikipedia.org/wiki/Corba_de_Viviani).
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(i)) Proveu que
a(u) = (a(l + cosu), asinu, 2a sin g) , =21 < u < 2m,

és una parametritzacié de la corba de Viviani.
(ii)) Proveu que (2a,0,0) és un punt doble amb dues tangents diferents.

(iii)) Feu el canvi de parametre

ttu
= tan —
4

i proveu que la nova parametritzacié és:

~(2a(1 —t*)? dat(l—¢*) dat
0= (s e i)

Exercici 8.  (Grafiques de funcions.) Sigui y = f(z) una funcié diferenciable. Denotem per

I'=A{(z,y) |y = f(2)}
la grafica de f.

(i) Proveu que a(x) = (x, f(z)) és una corba parametritzada 1-regular i amb traca T
(ii) Proveu que el pendent de la recta tangent a I' en un punt (z, f(x)) és f'(x).
(iii) Proveu que la longitud d’arc de I" entre (xo, f(z0)) 1 (z1, f(z1)) és

l= /ml V14 f(z)?de.

Exercici 9.  (Curvatura de les grafiques.) Sigui y = f(z) una funcié diferenciable. Proveu que la
curvatura de la corba y(t) = (¢, f(t)) at = = és

r@
1+ f/(@)2)’

K(T) =
(1) Calculeu la curvatura en els punts d’inflexié de la sinusoide y = sin z.
(2) Proveu que la curvatura de la pardbola y = 22/2p assoleix el seu maxim en el vértex i tendeix
zero en l'infinit.

Exercici 10.  (Calcul de la curvatura d’una corba plana.)

(i) Trobeu la curvatura de «(t) = (3t,3t —t3), ent = 1.
(ii) Trobeu la curvatura de a(t) = (acost,bsint), 0 <t < 2w. Proveu que la curvatura assoleix els
seus extrems en els punts de tall amb els eixos de coordenades (vertexos de 1el-lipse).
(iii) Trobeu la curvatura de a(t) = (acosht, bsinht), ¢t € R. Proveu que la curvatura assoleix el seu
maxim en el punt de tall amb 'eix Oz (vértex de la hipérbola), i que tendeix a zero en l'infinit.

Exercici 11. (Corbes planes en coordenades polars.) Diem que una corba plana ve donada en
coordenades polars quan esta expressada en la forma:

a(t) = (p(t) cos 0(), p(t) sin 0(1))
on p(t), 6(t) sén les expressions, en funcié del parametre ¢, de la distancia de «(t) a l'origen de
coordenades (que s’anomena pol) i de I'angle que forma el vector Oa(t; amb Veix Oz (que s’anomena

origen d’angles). Sovint 6 és el parametre, és a dir, 0(t) = ¢, 1 en aquest cas la corba ve determinada
per la funcié p = p(9).

(i) Trobeu ’equacié en coordenades polars d’una circumferéncia centrada en 'origen.
(ii) Trobeu ’equacié en coordenades polars d’una circumferéncia que pasa per l'origen.
(ili) Trobeu l'equacié en coordenades cartesianes de la corba p(f) = sin#.



Exercici 12.  (E-llipse.) Siguin Fy i Fy dos punts diferents del pla, 2¢ = |Fy F| la distancia entre F}
i Fy (distancia focal), i @ € R una constant tal que a > ¢. Denotem

c b2
b= +va?—c? (semieix menor), e= — <1 (excentricitat), p= — (parametre focal).
a a

L’el-lipse amb focus F} i F5 i semieix major a és el lloc geometric dels punts P del pla tals que

(i) Prenent com a pol Fj i com a origen d’angles la semirecta amb extrem Fj i que passa per Fb,
proveu que l’equacié de l’el-lipse en coordenades polars és

p(60) P

T 1—ecosf
(ii) Prenent ara coordenades cartesianes amb origen el punt mig O de F} F; (centre de Vel lipse) i
amb eix Oz en la direccié6 OF5, proveu que 'equacié de 'el-lipse pren la forma

ORIHE

a(t) = (acost,bsint), 0 <t < 2,

(iii) Proveu que

és una corba parametritzada regular la traga de la qual és lel-lipse anterior (el parametre ¢
s’anomena angle d’anomalia excéntrica del punt P = «(t)).
Exercici 13. Demostreu que la traca de la corba parametritzada
aft) = (asin®t,beostsint, ccost), 0 <t < 2,
es troba en un el-lipsoide. Determineu els punts d’interseccié de o amb 1’el-lipse
B(u) = (asinu,beosu,0), 0 < u < 2,

i els angles de tall de les dues corbes en aquests punts.

Exercici 14.  (Longitud d’arc i curvatura d’una corba plana en coordenades polars.)

(i) Proveu que les expressions de la longitud d’arc i de la curvatura d’una corba plana en coorde-
nades polars p = p(6) sén, respectivament,

0 2 /2 "
2, —
s(6) = / P2+ p2d6 i k(0) = p-l—p—pp
0o (pz +p’2)3

(ii) Apliqueu el resultat anterior a la cardiode d’equacié polar p(0) = 2a(1 — cos6).

Exercici 15. (Espiral d’Arquimedes.) Una recta L que passa per l'origen O del pla xy gira al
voltant de O amb velocitat angular constant. Simultaniament, un punt P de la recta L es desplaga
damunt de la recta amb velocitat uniforme. La trajectoria que descriu el punt P rep el nom d’espiral
d’Arquimedes.

(i) Proveu que I'equacié en coordenades polars de l'espiral d’Arquimedes és p = af.
(ii) Determineu ’equacié en coordenades cartesianes de l'espiral d’Arquimedes.

(iii) Trobeu la funcié longitud d’arc de V’espiral d’Arquimedes.
(iv) Trobeu la curvatura de 'espiral d’Arquimedes.

Exercici 16. Trobeu el triedre de Frenet i les funcions longitud d’arc, curvatura i torsié de la corba
a(t) = (et,e ' t) en el punt t = 0.

Exercici 17.

(1) Trobeu el triedre de Frenet, i la curvatura i torsié de a(t) = (¢,t%,t3) en el punt ¢t = 1.



(2) Proveu que si un punt es troba a la interseccié dels plans osculadors per tres punts diferents de
la corba a(t) = (¢,t2,t%), aquest punt no es pot trobar sobre la tangent de cap dels tres punts
de la corba.

1+t 1-¢2

Exercici 18.  Proveu que a(t) = (t, =, =

). és plana i determineu el pla que la conté.

Exercici 19.  Siguin a : I — R? una corba parametritzada 2-regular, to € I, i 7 : R? — R3 la
projeccié ortogonal afi de R? sobre el pla osculador de « en to. Proveu que la curvatura r(to) de o en
to és igual a la curvatura en ¢y de la corba plana 7o a. (Nota: Si pg = a(tp) i by és el vector binormal
de « en ty, aleshores 7(z) =  — (x — po, bo)by .)

Exercici 20. Considerem la corba

t,0,e"2) t>0
1
a(t) =< (t,e ,0) t<0
0,0,0) t=0

(1) Proveu que « és una corba diferenciable, « és regular per a tot ¢, i k(t) # 0 per a t # 0,
t#+4/2,1k(0)=0.
(2) Proveu que el limit dels plans osculadors quan ¢ — 0 (¢ > 0) és el pla y = 0, perd el limit

quan t — 0 (t < 0) és el pla z = 0. Aix0d confirma la discontinuitat del vector 77 (f) quan
t =0, ates que k(0) = 0.

Exercici 21.  (Indicatriu de les tangents.) Sigui a(s) una corba 2-regular parametritzada per larc,
i sigui a1(s) = o/(s). Proveu que la curvatura 1 i la torsié 7; de la corba «; s’expressen en funcié de
la curvatura « i la torsié 7 de « per les férmules segiients

K2+ 72 'k — K'T

2
K = = —.
1 ! k(K2 +72)

)

K2

Deduiu-ne que a; ¢s plana si i només si - és constant.
Exercici 22.  (Equacions intrinseques.) Trobeu equacions intrinseques de

(i) la catenaria y = a - cosh 2.
(ii) la cicloide «(t) = (a(t — sint),a(l — cost)).
(iii) la corba a(t) = (acosht,asinht,at).

Exercici 23. Proveu que si les rectes tangents d’una corba 1-regular passen per un punt fix, aleshores
la corba esta continguda en una recta.

Exercici 24. Proveu que si les rectes tangents d’una corba l-regular son perpendiculars a una
direcci6 fixa, aleshores la corba és plana.

Exercici 25. Proveu que si els plans osculadors d’una corba 2-regular passen per un punt fix,
aleshores la corba és plana. Concloeu-ne que la trajectoria d’una particula que es mou en un camp de
forges central és plana. Apliqueu aquest resultat a les orbites dels planetes.

Exercici 26. Proveu que si els plans normals d’una corba 2-regular sén paral-lels a una direccié
fixa, aleshores la corba és plana.

Exercici 27. Proveu que si les rectes normals d’una corba 2-regular passen per un punt fix, aleshores
la traga de la corba és un arc de circumferéncia.

Exercici 28.  (Hélices generalitzades.) Una corba que forma un angle constant amb una direccié fixa
de Pespai s’anomena hélice generalitzada (vegeu https://ca.wikipedia.org/wiki/Helix_(geometria)). La
direccié fixa s’anomena ’eixz de I’helice, i la tangent trigonometrica de ’angle d’inclinacié de I’helice
respecte del pla ortogonal a l’eix s’anomena el pendent de I’helice. Proveu que, si « és una corba
2-regular, les propietats segiients sén equivalents (teorema de Lancret):


https://ca.wikipedia.org/wiki/H%C3%A8lix_(geometria)

(i) « és una helice generalitzada.
T
(ii) La radé — entre la torsié i la curvatura de « és constant (el pendent de 1’helice).

K
(iii) El vector de Darboux de o, w = 7T + kB, és paral-lel a una direccié fixa (I’eix de I’hélice).

Exercici 29. Proveu que cadascuna de les corbes segiients és una helice generalitzada i trobeu-ne
I’eix i el pendent.

(i)
(i)
)
)

2

(u) = (acoshu, asinhu, au),
a(t) = (3t,3t2,2t3),

(t) = (2t,logt, t?),
a(t) = (3t — 3,32, 3t + t3),

(iii
R

v

e

Exercici 30. Sigui a una helice generalitzada que forma angle w amb el seu eix w, i sigui a(t) =
a(t) — {a(t),w)w la projeccié ortogonal de « sobre un pla perpendicular a ’eix. Proveu que:

(i) la traca de « esta continguda dins d’un cilindre de base a; i eix w, i talla les generatrius del
cilindre amb angle w;
(ii) si s (resp. s1) és el parametre arc i k (resp. k1) és la curvatura de « (resp. aq) aleshores

s1=s-sinw, k =k 'sinzw;

(iii) deduiu-ne que I’helice a queda determinada per l'eix w, angle w i la seva projeccié a;.

Exercici 31. Sigui @ : R — R3 una corba 2-regular plana parametritzada per la longitud de 1’arc.
Denotem per & la seva curvatura i per (T, N, By) el seu triedre de Frenet. Sigui 8 : I — R3 la corba
parametritzada definida per

B(t) =at)+t- By, peratottel.

(i) Proveu que (8 és 2-regular i trobeu la seva longitud entre els punts 01 ¢ € R.
ii) Trobeu la curvatura kg i la torsi6é 74 de la corba 8 en funcié de k.
B B
(iii) Proveu que f és una helice generalitzada i determineu el seu eix i el seu pendent.

Exercici 32. (Corbes esfériques.) Sigui « una corba 2-regular parametritzada per l’arc, amb
curvatura s i torsié 7. Suposem que ni &' ni 7 no s’anul-len enlloc. Denotem R = %, T = % Proveu
que la traca de « esta continguda en una esfera de radi a si i només si

R*+(TR')* = a®.

Exercici 33.  (Espiral logaritmica.) Una recta L, que passa per l'origen O del pla zy, gira al voltant
de O amb velocitat angular constant. Simultaniament, un punt P de la recta L es desplaga damunt de
la recta amb velocitat proporcional a la distancia a 1’origen. La corba que descriu el punt P s’anomena
espiral logaritmica. (Vegeu https://ca.wikipedia.org/wiki/Espiral logaritmica.)

(i) Proveu que 'equacié d’aquesta corba en coordenades polars és p = ae®, amb a > 01i b # 0
constants. Proveu que un gir amb centre en el punt assimptotic actua sobre ’espiral com una
dilatacié. Doneu una interpretacié visual d’aquest fet.

(ii) Proveu que l’espiral logaritmica talla les semirectes por 'origen en un angle constant i que,
reciprocament, si una corba talla les semirectes per un punt P en un angle constant (diferent
de 01 7) aleshores aquesta corba és una espiral logaritmica amb punt assimptotic P.

(iii) Proveu que una corba plana 1-regular a(t) és una espiral logaritmica amb punt assimptotic O
si 1 només si la funcié longitud d’arc de « té la forma s(t) = cp(t), on p(t) és la distancia de
a(t) a 0, i ¢ és una constant no nul-la.

(iv) Trobeu la curvatura de l'espiral logaritmica i dedulu-ne I’equacié intrinseca en la forma xk =

K(s).

Exercici 34. (Hélices coniques.) Proveu que una helice tragada sobre un con de revolucid, de
manera que ’eix de I’helice coincideixi amb I’eix del con, es projecta sobre un pla perpendicular a ’eix
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en una espiral logaritmica. Deduiu-ne que les equacions intrinseques de les hélices coniques tenen la
forma k = 2,7 = % on a,b sén constants. Un exemple a la natura d’aquesta corba és la turritella

(vegeu | http://en.wikipedia.org /wiki/Turritella_cingulifera)).

Exercici 35. (Epiciclioide.) L’epicicloide és la corba descrita per un punt d’una circumferéncia
de radi b que roda exteriorment sense lliscar damunt d’una altra circumferéncia fixa de radi a, que
suposarem centrada en lorigen de coordenades (vegeu https://ca.wikipedia.org/wiki/Epicicloide).

(i) Proveu que lepicicloide es pot parametritzar per:

x = (a+0b)cost —bcos (a:bt) , y=(a+b)sint—bsin <ab+bt>

on t és l'angle que forma la linia que uneix els centres de les circumferencias amb l'eix Oz, i

(a,0) és el punt inicial.

) Estudieu els punts singulars de a.

(iii) Proveu que a és periodica si § és racional.

(iv) Trobeu la longitud de « per a un cicle complet de la circumferéncia mobil.

) Trobeu una equacié intrinseca de epicicloide. Proveu que si a, b denoten els radis de les

circumferencies generadores, ’equacié intrinseca es pot escriure com
L ()
A2 B2

:1’

4b(a+b) i B = 4b(a+b)

essent A = (que, observem, satisfan A > B > 0). Reciprocament,

a a-+2b
I’equacio intrinseca anterior, amb A > B > 0, correspon a una epicicloide de radis a,b tals que
- AB? ih= _AB
= A2-B? = 2(A+B)"

Exercici 36.  (Hélice esférica.) Proveu que la projeccié ortogonal d’una helice esférica sobre un pla
normal a l’eix té per traga un arc d’epicicloide. (Indicacid: Useu equacions intrinseques de I’epicicloide
i de les corbes esferiques.)

Exercici 37.  (Indicatriu binormal.) Sigui o : I — R? una corba 2-regular parametritzada per la
longitud de 'arc. Denotem per x i 7 la curvatura i la torsié de « respectivament, i per (T, N, B) el
triedre de Frenet. Suposem que 7(s) # 0, per a tot s € I. Sigui aj : I — R? la corba parametrizada
definida per

a1(s) = B(s), peratotsel.
Denotem per k1,7 la curvatura i la torsi6é de oy respectivament, i per (77, N1, By) el triedre de Frenet
de aq.
(i) Proveu que «; és 2-regular i que
K(s)
7(s)

(ii) Proveu que, per a tot s € I, la direccié binormal Bj(s) de a; en s coincideix amb la direccié
del vector de Darboux de « en s:

—7(s)T(s) + #(s)B(s)

(iii) Deduiu-ne que oy és una circumferencia si, i només si, a és una helice generalitzada.

2
) per a tot s € I.

k1(s) = 1+<

Exercici 38. Sigui a : I — R3, una corba parametritzada regular de R3, parametritzada per 1’arc,
i amb curvatura sempre diferent de zero. Sigui P un pla que compleix:

(1) P conté la recta tangent a a en a(sg),
(2) per a tot entorn J C I de sg, hi ha punts de «(J) en tots dos costats del pla.

Proveu que P és el pla osculador de la corba o pel punt a(sg).
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Exercici 39. Sigui v : I — R3 una corba 2-regular parametritzada per 'arc, on I C R és un
interval obert de R. Sigui so € I. Denotem per {tg, ng,bo} el triedre de Frenet de la corba  en el punt
7(s0). Considerem el pla Iy pel punt y(sp) i determinat pels vectors %(to +no) i %(to + bg). Sigui
I'(s) la projeccié ortogonal de 7(s) en Ilj.

(1) Proveu que existeix un € > 0 tal que I'(s) és 2-regular per a s € (sg — €, so + €).

(2) Trobeu la curvatura K (sg) de la corba I'(s) en funcié de k(so) (k(so) és la curvatura de =).
(3) Trobeu el triedre de Frenet de I' en el punt I'(sg).

(4) Trobeu la torsié T'(sg) de la corba T'(s).

Exercici 40. (Ezamen de Setembre de 2005.) Sigui «(s) una corba regular parametritzada per larc,
amb curvatura constant k =1 i torsié 7 # 0. Sigui 5(s) evoluta de «, és a dir, la corba descrita pels
centres de curvatura de a. En aquest cas

B(s) = as) +n(s).

(1) Demostreu que f és una corba regular, trobeu la seva curvatura i la seva torsié.
(2) Trobeu el triedre de Frenet de 8 i demostreu que 'evoluta de § és a.

Exercici 41.  (Ezamen de Gener de 2015.) Sigui I C R un interval obert i o : I — R? una corba
parametritzada per 'arc. Sigui k : I — R la curvatura de «, i suposem que k(s) # 0 per a tot s € I.
Definim la corba 8 : I — R? com
1
B(s) = als) + @n(s),
on n(s) és el vector normal unitari de la corba « al punt s.

(1) Demostreu que § és una corba regular si i només si &’ no s’anul-la enlloc.

(2) Demostreu que el vector tangent unitari de 8 al punt s € I coincideix amb n(s).

(3) Demostreu que la longitud de 'arc de ’evoluta entre els punts sg < s1 de I és igual a
‘ 1 1

k(s1)  k(so)

Exercici 42.  Sigui a(s) una corba 2-regular de R?, parametritzada per 'arc, amb curvatura i torsié
constants i iguals a 1. Denotem per t(s),n(s),b(s) el triedre de Frenet de la corba « en el punt a(s).
Considerem la corba

v(s) := a(s) + t(s) + n(s).

a) Trobeu el parametre arc u de la corba «y en funcié de s.

b) Trobeu la curvatura, la torsi6 i el triedre de Frenet de v en funcié de la curvatura, la torsié i el
triedre de Frenet de la corba a.

¢) Proveu que el vector director de la recta interseccié dels plans osculadors de « i« pels punts «(s) i
~(s) és el vector t(s) + 2n(s).

Exercici 43.  Sigui a(s), s € (—¢,¢), una corba regular de R3, parametritzada per I'arc, tal que
k#01ik# 7. Es defineix

5= [ " (t(u) + b))

(1) Trobeu un parametre arc per a la corba 3(s).
(2) Demostreu que la curvatura K de la corba 3(s) és K = 3|k — 7|.
(3) Comproveu que el valor absolut de la torsié de la corba B(s) és [EET|.

Exercici 44.  (Ezamen de Gener de 2015.) Sigui n > 1 un nombre natural i siguin v, ...,v, € R?
vectors qualssevol. Suposem que v,, # 0. Definim

a:R = R3, a(t) :Ztkvk.
k=0



Suposem que « és 2-regular.

(1) Demostreu que existeix algun ¢ € {0,...,n — 1} tal que v; i v, sén linealment independents.
(2) Sigui m € {0,...,n — 1} Denter més gran tal que v, i v, sén linealment independents. De-
mostreu que existeix un vector u € R3\ {0} amb la propietat que
. )N (1)
tlggo gmAn—3
(3) Demostreu que
"(t), o/ (t

el (1)

00 t2”_2
(4) Sigui k: R — Ry la funcié curvatura de a. Demostreu que

tlggo k(t) = 0.

= nQHUnHQ'

Exercici 45.  Sigui o : I — R3 una corba 2-regular parametritzada per I’arc amb la traca inclosa
dins Pesfera de radi r > 0 centrada a l'origen, de manera que se satisfa que (a(s), a(s)) = r? per a tot
sel.

(1) Demostreu que
(afs),t(s)) =0
per a tot s € I, on t: I — R3 és el vector tangent unitari de .

(2) Demostreu que

1+ k(s){a(s), n(s)) =0
peratot s € I, on k: I — R és la curvatura de a i n: I — R? és el vector normal.
(3) Demostreu que k(s) > r~! per a tot s € I.
(4) Demostreu que si k(s) = r~! aleshores se satisfa n(s) = —a(s)r=.
(5) Demostreu que si k(s) # r~* aleshores el vector binormal b(s) satisfa < a(s),b(s) —# 0.
(6) Deduiu-ne que si la curvatura de « és constant, aleshores la traga de « esta continguda en un
pla. (Suggeriment: Demostreu que si la curvatura de « és constant, aleshores la seva torsié és
zero; estudieu separadament els casos k =r~1 ik # r~1))



