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Llista 4bis: Varietats diferenciables

1. Sigui M el subconjunt de R4 definit per les equacions

x21 − x22 + x23 − x24 = 1, x1x2 + x3x4 = 0.

Demostreu que M és una subvarietat diferenciable de R4 i calculeu-ne la dimensió.

2. Sigui M = {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 | x31 + x32 + x33 + x34 = 1 }.

(a) Demostreu que M és una varietat diferencial de dimensió 3.

(b) Donat p = (1,−1, 0, 1), calculeu una base de l’espai tangent TpM . Demostreu
que l’aplicació

f : M −→ R2

(x1, x2, x3, x4) 7→ (x1 − x2, x3 − x4)

és diferenciable i calculeu la matriu de dpf en la base anterior.

(c) Demostreu que per a tot q ∈ M l’aplicació f és una submersió en q, és a dir,
l’aplicació dqf : TqM −→ Tf(q)R2 és exhaustiva.

3. Sigui M el subconjunt de R4 \ {0} definit per l’equació x2 + y2 + z2 − w2 = 0.

(a) Demostreu que M és una subvarietat diferenciable de R4 i determineu-ne la
dimensió.

(b) Demostreu que ϕ : U →M , on U = (0, 2π)× (0, π)× (0,∞) i

ϕ(u, v, t) = (t sin v cosu, t sin v sinu, t cos v, t),

és un homeomorfisme sobre ϕ(U), que és un obert de M , i que (ϕ(U), ϕ−1) és
una carta de M .

4. Considereu a R4 els camps vectorials següents:
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Comproveu que aquests camps defineixen camps diferenciables a S3, que són no nuls
i independents a cada TpS3. Diem aleshores que S3 és paral·lelitzable.
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