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Llista 6bis

. Trobeu els simbols de Christoffel de la metrica standard de R? en coordenades polars.

. Siguin M = {(x,y) € R?* | y > 0}, i g1, g2 les metriques riemannianes sobre M
definides per ¢; = W igy = LtdyQ. Demostreu que la longitud del segment
vertical z =0, ¢ <y < 1 amb € > 0 tendeix a 2 quan ¢ tendeix a 0 amb la metrica

g1 pero tendeix a infinit amb la metrica gs.

. Demostreu que el semipla de Poincaré H? = {(z,y) € R? | y > 0 } amb la metrica
hiperbolica
1
2
i M = R? amb la metrica e 2?du? + dv? sén varietats riemannianes isometriques.
Indicacio: Busqueu una isometria de la forma F(u,v) = (z(u),y(v)).

(dz* + dy?)

. Sigui M el subconjunt de R? definit per
?+y' -2 +1=0, z>0.

(a) Demostreu que M és una subvarietat diferenciable de R® que conté el punt
p=1(0,0,1) i que si

¢(u,v) = (cosv - sinhu,sinv - sinhu,coshu), u >0, 0<v<2m,

aleshores ¢! és una carta de M.
(b) Sigui g la restriccié a M de la forma bilineal § de R? definida per
g = da® + dy* — d*.
Demostreu que g es una metrica riemanniana en M i que la expresio local de
g en la carta definida per ¢! és du® + (sinh u)?dv?.

(c) Demostreu que M te curvatura constant —1.

. Considereu R* dotat de la metrica g = - Jrlwg (dz? + dy?). Pot ser (R?, g) isometric al
pla euclidia?

. Sigui g el camp de formes bilineals sobre R? amb els coeficients segiients en la base
canonica: g1 = 1+ 622 + 182, go1 = g12 = 1 + 622, gop = 2.

(a) Demostreu que g defineix una metrica riemanniana a R.

(b) Calculeu els simbols de Christoffel de g.

(c) Demostreu que les corbes a(t) = (t,—t%) i B(t) = (—t,t + t3) sén geodesiques
de (R?, g).



7. Sigui h: R — R una funcié diferenciable. Sigui g la metrica de R* donada per
g = (1+ h(x1)?)da? + 2h(z))doday + dal + das.

(a) Calculeu els simbols de Christoffel de g.

(c) Demostreu que si H: R — R és tal que % = h, llavors per a tot a € R les

corbes y(t) = (t,a — H(t),t) sén geodesiques.
(d) Es (R3, g) localment isometric a (R?, dz? + da2 + dz2)?



