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La vérité est trop compliqué.
Les mathématiques sont simples.

Cédric Villani

1. ALGEBRA LINEAL PARA INFORMATICOS

Los alumnos que se matriculan en el grado de Ingenieria en Informatica que
ofrece esta facultad, en el primer semestre del primer ano de estudios se en-
contraran con la asignatura “Algebra”, que entre sus bloques tematicos ofrece el
siguiente meni:

» Sistemas de ecuaciones lineales

Matrices y determinantes

Espacios vectoriales. Subespacios

Transformaciones lineales. Nicleo, imagen, isomorfismos,...
Polinomios

Nimeros complejos

Diagonalizacion

Alguien con un minimo entendimiento en estos temas se daré cuenta rapi-
damente que la diagonalizaciéon es un proceso que involucra todos los temas
anteriores; y concluird -con bastante certitud- que éste es un curso donde se
aprende a (decidir cuando se puede) diagonalizar matrices.

No hay nada de trivial ni de sarcastico en esta conclusion. Es indudable que
el algebra lineal en general -y el problema del céalculo de vectores y valores
propios (que necesitamos conocer para decidir si una matriz es diagonalizable)
en particular- son muy importantes en la informética, ya que estan presentes en
varios procesos centrales en esta disciplina. Podemos mencionar como ejemplos
los siguientes:

= Agrupamiento y clasificaciéon de datos

» Programacion grafica

= Redes sociales

Descomposicion en valores singulares para sistemas de recomendacion
Reconocimiento de formas (canciones, huellas digitales, fotografias)
Inteligencia artificial

En el grado de Ingenieria en Informética de esta facultad, varios de estos
temas seran cubiertos a lo largo de la carrera. Naturalmente, los alumnos “lo
veran después” de haber acabado el curso de algebra. Es entendible que no sea

muy motivador para el alumnado aprender a utilizar unas herramientas que
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seran indudablemente importantes, pero que todavia no podemos explicarles en
qué lo serdn y como se utilizardn estas herramientas.

Es por ello que he elegido presentar en esta clase, para motivar a los alumnos
que comienzan a estudiar el algebra que les estamos ofreciendo en esta Casa
y también para mostrar a los mas avanzados en ambas carreras (matematica e
informatica), un problema de valores y vectores propios (diagonalizacion) sencillo
de enunciar, que ha sido utilizado recientemente y con mucho éxito en el mundo
de la informética para resolver un problema de los mencionados mas arriba, el
problema de recomendacion que tienen por delante los “motores de busqueda” (o
buscadores) de internet a la hora de sugerir al usuario qué paginas visitar como
respuesta a unas ciertas palabras clave previamente introducidas por el mismo
usuario en su ordenador.

Para ello nos concentraremos en un buscador especifico, que es el mas exitoso
de todos, y en el algoritmo que inicialmente utilizaba y ha venido utilizando
hasta hace muy poco. Este algoritmo produjo una verdadera revoluciéon en el
mundo del trafico de informacion en linea. Y todo gracias al algebra lineal.

2. UN BUSCADOR DE INTERNET MUY RAPIDO Y EFICIENTE

En el ano 1996, dos jovenes alumnos de doctorado de la Universidad de Stan-
ford (EEUU), Sergei Brin y Lawrence Page comenzaron a trabajar en el disefio
de un buscador de internet. Ambos tenfan 23 anos en ese momento. Brin se
habia graduado en matemaéticas y Page, en informética.

FIGURA 1. Sergei Brin (izquierda) y Larry Page (derecha)

El algoritmo que iba a utilizar este buscador de internet fue denominado
“PageRank”, dado que Page ya habia comenzado inicialmente con el proyecto
al que luego se incorpord Brin (cf. [BP9§|), y acabé siendo implementado por
Google. En efecto, en 1998 el algoritmo es patentado, y al mismo tiempo aparece
en internet el buscador Google que fue también realizado por Brin y Page. Desde
sus inicios, Google va a utilizar este algoritmo exitosamente para posicionarse
desde muy temprano (y hasta nuestros dias) como lider en el mercado de los
buscadores de internet.

La palabra “google” es una variacion fonética del término googol con el que
se denomina (en inglés) al nimero 10'%°. Sus fundadores pretendian ofrecer un
buscador que fuera rapido y eficiente. De hecho, el objetivo inicial de Brin y
Page era que al menos una de las diez primeras paginas que mostrara el buscador
contenga informacion tutil para la persona que la consulta.
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El éxito que ha tenido Google desde sus inicios hasta el dia de hoy no necesita
ser explicado aqui; sin lugar a dudas se trata del buscador de internet mas
utilizado en todo el mundo, batiendo records de popularidad impensables. Por
citar un ejemplo, en mayo de 2011 consigui6 superar los mil millones de visitantes
al mes por primera vez en la historia. De mas esta decir que ningin otro buscador
de internet se ha siquiera acercado a esta cifra.

Este suceso también se traduce obviamente en las finanzas, ya que cuando
sali6 a cotizar en el mercado de valores en 2004, la compania estaba valorada
en aproximadamente $ 25.000.000.000, cifra que ha ido creciendo a lo largo del
tiempo, alcanzando los $ 37.905.000.000 enel ultimo reporte de 2011. Y todo por
diagonalizar unas matrices...

Para intentar explicar brevemente el algoritmo PageRank y ver como aparecen
naturalmente los vectores y valores propios en este tema, primero tenemos que
ver como se modela matematicamente un buscador de internet, ya que este
algoritmo forma parte fundamental de la arquitectura del mismo.

3. LOS BUSCADORES DE INTERNET

Uno podria comparar el trabajo de un buscador con el de un bibliotecario.
Para hacerlo més explicito, digamos que se trata de un bibliotecario de las épocas
en las que no habia ordenadores. Si uno acudia a la biblioteca en aquellos cada
vez mas lejanos tiempos intentando encontrar informacion sobre algiin tema en
particular, se iba a encontrar con un gran fichero o catalogo enorme, impre-
so, conteniendo toda la informacion existente en esa biblioteca hasta la dltima
actualizacion. Con un poco de suerte ademas habhia también alguna especie de
catalogo-diccionario, relacionando libros con algunas palabras clave.

Supongamos ahora que yo me acercara a una de esas bibliotecas antiguas
porque me han enviado a investigar sobre el tema “jirafa”. No me han dado
ninguna referencia bibliografica, y sé que la informacion que pudiera propor-
cionarme un diccionario y/o enciclopedia no me sera suficiente. ;Qué habia de
hacer? La respuesta mas simple en esos tiempos era: preguntar al bibliotecario,
y consultar las referencias recomendadas por él. Si no quedara satisfecho con
su/s recomendacion/es, habria que o bien preguntarle con mas precision sobre
lo que estoy buscando, o buscarse otra biblioteca.

Toda esta interaccion con el bibliotecario que estoy contando parece casi tri-
vial y uno podria preguntarse por qué os estoy haciendo perder tiempo contando
esta historia tan aburrida. Pero supongamos ahora que mi biblioteca contiene
més de mil millones de libros, y que bajo la palabra clave “jirafa” hay cuatro
millones de textos que tienen algo que decir al respecto, y que para enumerar-
me uno por uno todos estos textos -a razon de un texto cada 10 segundos- el
bibliotecario demoraria casi 463 dias. Yo claramente no necesito leer los cuatro
millones de libros para hacer el trabajo que me toca, quizas con 10 de ellos ya
me alcance. Pero entonces... jcudles 10?7 El algoritmo PageRank es justamente
quien va a ayudarme (o més bien, ayudar al bibliotecario) a decidir sobre co-
mo ordenar la lista de salida, cuales son los libros que tiene que recomendarme
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de tal manera que pueda encontrar yo informacion 1til dentro de las primeras
referencias que me vaya dando.

Un buscador de internet esencialmente es una especie de “catélogo de biblio-
teca” junto con un “bibliotecario” que te recomienda qué libros leer. El éxito de
este buscador depende justamente de tener una buena base de datos, ordenada
de acuerdo a palabras clave de una manera razonable, y también un buen “re-
comendador”, ya que uno quiere acceder a la informacién de manera rapida y
eficiente.

La tarea de “censar” las paginas webs es hecha por unos robots que circulan
por la red continuamente. Notar que éste es un procedimiento dinamico ya que
hay miles de paginas nuevas que aparecen en la red minuto a minuto, y varias
(pocas respecto de las nuevas) que desaparecen. Y uno quiere que la informacion
esté siempre actualizada, asi que este trabajo es muy importante. Otro elemento
también a tener en cuenta es que esta base de datos es enorme, y crece expo-
nencialmente. En 1998 cuando fue lanzada Google, tenia 26 millones de paginas.
En 2008 (cf. [Goo08]) alcanzo el billon (1.000.000.000.000) de entradas.

El trabajo de “catalogar”, es decir indexar los datos censados en funcién de
ciertas palabras clave también es hecho por programas informéticos, que estudian
distribuciones estadisticas de palabras, frecuencias de apariciéon y enlaces a esa
pagina, para hacer este trabajo.

O sea que todo buscador de internet tiene que tener tanto un buen catalogo
de paginas indexadas, asi como un buen indice en lo que respecta a las palabras
clave. Bien... ;Como se hace el trabajo de bibliotecario? Es decir, jcomo decido
qué paginas mostrar primero cuando alguien pone en el buscador la palabra
“jirafa’?

Hay miles de algoritmos y programas dedicados a responder esta pregunta,
entre ellos el algoritmo PageRank, que es el que catapultoé a Google al éxito entre
los buscadores de internet. En la secciéon siguiente nos dedicaremos a explicarlo.

4. EL MODELO PAGERANK. VECTORES Y VALORES PROPIOS

Tal como hemos explicado hasta ahora, lo que faltaria para completar el
trabajo del buscador es asignarle una “importancia” a cada pagina web de las
que tengo censadas. Para ello, la teoria de grafos nos ayudard a modelar nuestra
situacion.

En el modelo PageRank, el universo de las paginas web indexadas es un gran
grafo dirigido, donde cada pagina web censada es un nodo, y habra una “flecha”
(arista orientada) desde la pagina p; hacia la pagina p; si hay un enlace desde la
primera pagina hacia la segunda. Por ejemplo, si el grafico de la figura [2| fuera lo
que vamos a llamar a partir de ahora el grafo de internet, entonces podriamos
concluir de este dibujo que -por ejemplo- la primera pagina es la més popular
ya que hay enlaces desde todas las otras hacia ésta, y es la tinica que cumple
con esta propiedad.

En este gran grafo dirigido, uno tiene ahora que asignar una “importancia”
a cada pagina. Una manera razonable de asignar importancias podria ser que
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FiGUrA 2. Un grafo dirigido

cuantos mas enlaces recibe una pagina, més importante serd. Notar la analogia
aqui con el famoso y no siempre tan apreciado indice de citas que intenta regular
el curriculo de los investigadores.

El problema que tiene este modelo aparentemente sensato es que uno podria
“inflar” rapidamente la importancia de una pagina web determinada simplemente
creando varias paginas que tengan enlaces con la misma, y este procedimiento
es muy facil de implementar en pocos minutos, lo cual haria que todo el sistema
fuera muy facil de influir.

Para evitar esto, cambiaremos la funciéon “niimero de citas” por “importan-
cia de las citas”. Es decir, no solo vamos a darle importancia a la cantidad de
citas que tiene una pagina dada, sino que también tendremos en cuenta si la
citan paginas importantes. Digamos que -por ejemplo- si obtengo enlaces desde
Amazon.com o Microsoft.com, mi importancia deberia ser mayor. En ese sen-
tido, el grafo de las paginas web seria algo mas bien parecido a lo que aparece
en la figura |3) donde se ve una distribucion de importancias relativas a las im-
portancias de las paginas dadas. Aqui se entiende por qué la pagina “C” es mas
importante que la “F” dado que ambas reciben un enlace cada una, pero la
primera es enlazada por una pagina mucho més importante que la segunda.

Dicho en palabras, el “postulado” del modelo PageRank dice lo siguiente:

La importancia x; de la pagina p; es directamente proporcional a la suma de las
importancias de las pdginas que enlazan con ella.

Veamos como se traduce esto mateméticamente, y como aparece el algebra
lineal naturalmente en este contexto. El dibujo de un grafo (dirigido o no) es
ilustrativo e interesante si se trata de pocos nodos, pero el grafo de internet tiene
més de un billén de paginas asi que no vamos a ganar mucho intentando dibujarlo
(y perderemos mucho tiempo y tinta). En lugar de ello, consideraremos la matriz
de incidencia del grafo, que se define como la matriz cuadrada de tamano igual
a la cantidad de nodos del grafo. En esta matriz, pondremos un 1 en el lugar
(i,7) si hay un enlace desde p; hasta p;. Si no lo hay, pondremos un cero. Por
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Ficura 3. El grafo de “importancias”

ejemplo, la matriz de incidencia del grafo de la figura [2] es la siguiente

00101
10000
Myg=]11010
11001
11100

Y aqui es donde aparece el algebra lineal junto con los vectores y valores
propios.

Teorema 4.1. 5i M; es la matriz de incidencia del grafo de internet, y
x = (21,...,2y5) € Rxg" el vector de importancias, entonces se cumple

Mixt =\ - x'

donde A € R.q es la constante de proporcionalidad.

Y aqui viene bien recordar algunas definiciones clésicas del adlgebra lineal.

Definicién 4.2. Dados una matriz cuadrada M de tamano n x n, un vector no
nulo x € R (0o C") y un nimero A € R (o0 C), el vector x se dice vector propio
de M con wvalor propio asociado A si y solo si se verifica

Mx! = ) - xb.

Corolario 4.3. El vector de importancias de las pdginas web es un vector propio
(positivo) de la matriz MY, y la constante de proporcionalidad X es el valor propio
asociado a este vector.

Ejemplo 4.4. Veamos como efectivamente lo que dice el postulado PageRank y
lo que enunciamos en el Teorema[4. 1] coinciden. Digamos que X es la constante
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de proporcionalidad de la que habla el postulado. Entonces, de acuerdo con esa
afirmacion, tenemos las siguientes ecuaciones:

O-29 +1-20 +1-23 +1-24 +1-25 = A1y
O-29 +0-20 +1-23 +1-24 +1-25 = A9
1'33‘1 +0$2 +OCU3 +1- 24 +1I‘5 = )\Jf3
0’1’1 +0'l’2 +1'.733 "‘O'[L’4 +0’$5 = )\$4
1 T +0 - T +0 - xs3 +1- Ty +0 Ty = )\1’5,

que en notacion matricial es precisamente

00101t§1 ?

10000 . .
Mixt=|[ 110 1 0 Sl=a P =X

11001 T4 T4

11100 5 5

X7 X7

Notar que lo que hemos visto en este ejemplo no es casualidad, ya que si en
las filas de la matriz de incidencia del grafo de internet uno puede leer cuéntos
enlaces salen de una pagina dada, justamente en las columnas apareceran tantos
unos como enlaces haya hacia la pagina indexada por esa columna. Es por ello
que se necesita trasponer la matriz para utilizarla en el problema del PageRank.

Una vez establecido el problema... uno quisiera encontrar la solucion. ;Co-
mo lo hariamos para nuestro grafo de la figura Utilizando alguna de las
herramientas computacionales que tenemos a disposicion (por ejemplo, el pro-
grama Mathematica que es el que se utiliza en las practicas de laboratorio de la
asignatura de Algebra), nos encontramos con lo siguiente:

» Posibles valores (aprozimados) para X\ (valores propios de M ):
2,27; —0,500 — 0,8661; —0,500 + 0,8667; —0,635 + 0,6927; —0,635 — 0,6922

» Posibles valores (aprozimados) para los vectores propios (ordenados con
respecto a los valores propios enumerados arriba):

(1,74;1,21;1,21;0,532; 1,00),
(0,0; —0,500 — 0,8667; —0,500 + 0,866¢; 1,00),
(0,0; —0,500 + 0,8667; —0,500 — 0,8667; 1,00),
(—0,469 + 0,1017; —0,303 — 0,490¢; —0,303 — 0,490¢; —0,166 + 0,591¢; 1,00),
(—0,469 — 0,1014; —0,303 + 0,490¢; —0,303 + 0,4907; —0,166 — 0,5914; 1,00)
En este caso en particular, el del grafo asociado a la figura [2, dado que la
constante de proporcionalidad tiene que ser real y positiva, pareceria ser que
hay una tnica solucion al problema que seria la siguiente:

= A\ =227

T = 1,74, To = 1,21, T3 = 1,21, Ty = 07532, Ty = 1,

lo cual parece ser una respuesta razonable ya que la primera pagina es votada
por todas las otras, y es la tinica con esta situacion. O sea que merece ganar la
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contienda, y si bien la segunda tiene un voto mas que la tercera, esta tltima es
votada por la mas importante (la primera) mientras que la otra no.

Uno podria suponer que lo que ocurre en este ejemplo es un hecho general,
que de cualquier matriz cuadrada con ceros y unos habra un tnico valor propio
positivo, y asociado al mismo un solo vector propio positivo que seré la soluciéon a
nuestro problema. Lamentablemente la respuesta a esta pregunta no es cierta, ya

0
10
tnico valor propio a A = 0. También es facil construirse matrices de tamano mas
grande con mas de un valor propio positivo. Entonces... jcomo hacemos para
resolver esta ambigiiedad?

Antes de responder esta pregunta, hagamos una modificacién pequenia pero
de vital importancia al modelo. Tal como lo hemos explicado hasta aqui, este
modelo fue el que originalmente se utilizé en el buscador Google durante sus
primeros anos. Con el transcurrir del tiempo y el advenimiento de las redes
sociales (muy propensas a producir hechos “en cadena”, en varios lugares y al
mismo tiempo) se encontré una falla en el modelo previsible desde un primer
momento: si una pagina tiene un solo enlace, este enlace vale lo mismo que
cualquier otro enlace de otra pagina que produzca un milléon de enlaces. Es como
-si bien producir enlaces desde mi propia pagina no aumenta mi importancia-
cuantos mas enlaces produce mi pagina, més afecta a toda la red.

Para evitar ese exceso autoridad, el modelo se modificé sencillamente de la
manera siguiente: si hubiera un enlace desde p; haC1a p;, en el lugar (i,7) de
la matriz de incidencia se coloca el ntimero De esta manera,

que -por ejemplo- una matriz tan sencilla como ) solamente tiene como

#enlaces desdep;”
cada pagina tiene “poder de voto” igual a 1, y esta unidad se va distribuyendo

de acuerdo a los enlaces.
Por ejemplo, la matriz modificada asociada al grafo de la figura |2, que lla-
maremos M g, es la siguiente:

W W= = O
WlFwlFwi—= O O
W= O O Owi-
O Owr O O
Qwim O ONi-

Notar que ahora en cada fila hay una distribuciéon de niimeros no negativos que
suman 1, como si fuera una distribuciéon de probabilidades sobre los nodos del
grafo de internet. Este tipo de matrices se conoce como estocdstica por filas, y
aparece con frecuencia en el modelado de procesos diversos que mencionaremos
luego.

Calculemos ahora los valores y vectores propios de la matriz estocastica.

= Posibles valores (aprozimados) para A (valores propios de M p,):

1,00; —0,333 4 0,471¢; —0,333 — 0,471%; —0,167 4 0,289¢; —0,167 — 0,289
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» Posibles valores (aproxzimados) para los vectores propios (en orden con
respecto a los valores propios enumerados arriba):

(1,73;0,867; 1,20; 0,400 1,00),

(—0,333 + 0,943i; —0,667 — 0,236i; 0,500 — 0,707i; —0,500: 1,00),
(—0,333 — 0,943i; —0,667 -+ 0,236; 0,500 + 0,7074; —0,500; 1,00),
(0: 0; —0,500 — 0,866i; —0,500 + 0,866i; 1,00),

(0: 0; —0,500 + 0,866i; —0,500 — 0,8664; 1,00).

Aqui también parece haber una tnica solucién que consiste en A =1y
r1 = 1,73; 2o = 0,867; 3 = 1,20; x4 = 0,400; x5 = 1,00.

Notar la diferencia sutil que hay entre las dos distribuciones de importancia.
Mientras que en el primer modelo las paginas 2 y 3 reciben la misma importancia,
en el segundo la tercer pagina “le gana” a la segunda, siendo que la tercera recibe
solo dos votos y la segunda tres. El motivo de esta diferencia puede ser explicado
por el hecho de que la pagina 3 no solo es votada por la primera pagina que es
la mas importante, sino que ademas la primera pagina solo emite dos votos,
mientras que todas las que votan a la pagina 3 emiten 3 votos. Es decir, estos
votos cuentan por menos que los de la primera pagina.

Notar también que el hecho de que 1 sea un valor propio de la matriz es-
tocastica no es casualidad, ya que es facil comprobar que el vector (1,1,...,1)
es siempre un vector propio de toda matriz estocastica por columnas, asociado
al valor propio A = 1.

5. SOLUCION DEL PROBLEMA... ;UNICIDAD?

La respuesta al problema de la unicidad viene de la mano de otra rama de la
matematica que es el Andlisis Funcional. El primer resultado en esta direcciéon
fue dado por Oskar Perron a principios del siglo pasado.

Teorema 5.1 (Perron, 1907).
Sea Ml una matriz cuadrada con todos sus coeficientes positivos. Entonces

» existe un valor propio simple X > 0 tal que M - vt = X -v!, donde v es el
vector correspondiente, y tiene todas sus coordenadas positivas

» este valor propio es mayor, en modulo, que todos los demds valores propios
de M

= Cualquier otro vector propio positivo de M es un multiplo de v

Este teorema nos trae una cierta unicidad que consistiria en quedarnos con el
unico vector propio positivo de la matriz, el asociado al valor propio mas grande
que todos los otros (en modulo). Lamentablemente, nuestras matrices M; estan
asociadas a los grafos de paginas de internet, y tienen muchos ceros. Estan muy
lejos de ser positivas. jPara que ello ocurra necesitariamos que se enlazaran todas
las péaginas con todas, incluso con ellas mismas!

Un resultado un poco mas general es imposible como nos ensena el ejemplo de

la matriz ( (1) 8 ) Sin embargo, Frobenius consiguié una version del Teorema
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FIGURA 4. Oskar Perron (1880-1975)

de Perron para matrices no negativas, bajo cierta condiciéon adicional sobre la
matriz de entrada. Enunciemos primero el resultado y veamos luego las restric-
ciones que se nos impone, quizas con la esperanza de que el grafo de internet si
que las cumpla.

Teorema 5.2 (Frobenius, 1908-1912).
Sea Ml una matriz cuadrada con entradas no negativas. 5S¢ M is irreducible,
entonces

» eziste un valor propio simple X > 0 tal que M - vt = X - v!, donde v es ¢l
vector correspondiente, y tiene todas sus coordenadas positivas;

= este valor propio es mayor o igual, en mddulo, que todos los demds
valores propios de M;

= cualquier otro vector propio con entradas no negativas de M es un multi-
plo de v.

FIGURA 5. Georg Frobenius (1849-1917)

Definicién 5.3. Una matriz M se dice irreducible si no existe ninguna per-
mutacion de sus filas y columnas que la transforme en otra matriz del tipo

My, My,
0 My /°

donde My; y My, son matrices cuadradas.
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Proposicion 5.4. §i M es la matriz de incidencia de un grafo dirigido, entonces
M irreducible es equivalente a que el grafo sea “fuertemente conexo”, es decir que
dados dos nodos cualesquiera del mismo, es posible encontrar una sucesion de
aristas que lleven de uno a otro.

Esta proposicion es de hecho interesante ya que no es trivial calcular una
descomposicion que valide la irreducibilidad de una matriz, pero sin embargo
-para un numero de nodos relativamente pequeno- es inmediato verificar si un
grafo es fuertemente conexo o no. Como ejercicio para el lector dejamos el de
mostrar que el grafo de la figura [2| es fuertemente conexo.

De todos modos, es altamente improbable que el grafo de internet sea fuerte-
mente conexo. De hecho, un estudio hecho en 1999 (|Bro99]) mostraba una
distribucion del grafo de internet como se ve en la figura [6] De 203 millones de
paginas que habia censadas en ese momento, un 90 % estaba en una gigantesca
componente conexa, y solo 56 millones estaban conectados “fuertemente”.

Tendii
A4 Millien
Acwdes

IN SCC

36 Miilion nedes

ouT

= -
A4 Millicu: nedes

-
Ao Millicn newdes

OOO

%
O ~——— Disconnected components

F1GURA 6. Componentes conexas del grafo de internet en 1999

O sea que ni el Teorema de Perron ni el de Frobenius se pueden aplicar
directamente a nuestro problema. ;Qué hacemos, entonces? ;Qué hace Google?

La salida a este aparente callejon sin salida viene de la mano de una “per-
turbacion”, algo muy frecuente en la matemdtica computacional y el dlgebra
lineal numeérica, donde es habitual trabajar con datos aproximados. Aqui lo
que haremos serd algo muy ingenuo pero eficiente, reemplazaremos nuestra ma-
triz estocéstica (que denotaremos con M; g) por una matriz a la que haremos
positivos todos sus coeficientes sumandole una matriz conveniente. El principio
subyacente a esta idea es que la funcion “importancia’ es continua, y si puedo
calcularla “cerca” de la situacion donde me encuentro, ya me alcanza para lo que
quiero que es ordenar las importancias y no realmente calcularlas.
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En simbolos, dado € > 0, muy pequeno, definimos
1 .. 1
. €
1,E3:(1_5)‘MI,E+E' oo
1 ... 1
Notar que esta operacién nos vuelve a dar una matriz estocastica por filas, pero
que ahora tiene todas sus entradas positivas (mayores o iguales que <)! La matriz
M; g cumple con las hipotesis del Teorema de Perron, y entonces “declaramos”
que “la” solucién al problema es la que se obtiene segin ese enunciado para un
e prefijado (en la practica, Google utiliza e = 0,15).

Ejemplo 5.5. Calculemos la matriz “perturbada” de nuestro grafo [J:

0,03 0,03 0455 0,03 0,455
0,88 0,03 003 0,03 003
M5, = | 0313 0313 003 0313 0,03
0,313 0,313 0,03 0,03 0,313
0,313 0,313 0,313 0,03 0,03

St ahora pedimos a Mathematica que nos calcule el vector propio positivo de esta
matriz (asociado al valor propio A = 1) obtenemos

(0,67259; 0,363478; 0,463318; 0,194141; 0,403921).

Este vector de importancias induce el mismo orden que el que produce la matriz
sin perturbar. Es decir, que antes y después de la perturbacion teniamos este
orden entre las pdginas:

T1 > T3 > Ty > To > Ty4.

6. LA SOLUCION COMPUTACIONAL

Todo parece muy bonito y agradable con una matriz de 5x5, pero si quisiéramos
calcular la verdadera soluciéon al problema de Google, con la matriz de mas un
billon de entradas, ;Como se hace? ;Como lo hace Google?

Desde ya que desaconsejamos a cualquier optimista intentar utilizar las técni-
cas aprendidas (o por aprender) en el curso de algebra que involucrarian calcular
un polinomio caracteristico de grado mayor que un billon, encontrar todas sus
raices, y detectar entre todas ellas la que tiene moédulo maximo, y luego resolver
un sistema lineal enorme para calcular el vector de importancias. Incluso si
supiéramos el valor de A (que en los casos estocasticos es 1), resolver un sistema
lineal del orden de un billéon es una tarea dantesca que no puede ser realizada
en poco tiempo ni siquiera por los ordenadores més rapidos que hay disponibles
en este momento.

Google utiliza lo que se llama el método de las potencias, en apariencia bas-
tante ingenuo de enunciar pero computacionalmente muy efectivo. Se basa en el
siguiente hecho bastante simple: si una matriz cuadrada M es diagonalizable y
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tiene todos sus vectores propios {vy, ..., v, } numerados de tal manera que los
autovalores correspondientes cumplan lo siguiente

AL > Ao > A3l >0 > A,
partiendo de vy > 0 tal que
Vg = Q1Vy + ...+ 0y Vy,
con ay # 0, entonces se tendra
MFvy = a Mivy + ..+ ap\iv,..

Luego

= 0 Vi,

un miltiplo no trivial del vector propio buscado.

Este es el método que utiliza Google para ordenar sus péginas de internet, y
con resultados bastante razonables. Un anélisis con mas detalle de la velocidad
de convergencia y aspectos relacionados se puede encontrar en [LSW09, [S-C03),
Wil07].

7. GOOGLEPILOGO

El algoritmo PageRank es ahora marca registrada de Google, y esta patentado
en los Estados Unidos. Debido a temas legales, la patente estda asignada a la
Universidad de Stanford y no a Google. Sin embargo, la compaiiia de internet
tiene derechos exclusivos sobre esa patente, y Stanford recibi6 1.800.000 acciones
de Google por permitirle el uso exclusivo de esa patente.

Una version modificada del PageRank fue propuesta recientemente (cf. [BRSR06])
como alternativa al polémico factor de impacto elaborado por el ISI. Una im-
plementacion del mismo se puede encontrar en http://www.eigenfactor.org.
También se ha aplicado para predecir concentraciones humanas en calles o plazas
(cf. [Jia06]), para modelos de evolucion en ecosistemas (cf. [AP09]), en otros tipos
de bisquedas de internet, e incluso en andalisis de redes de proteinas (cf. [IG11])

PageRank fue utilizado por Google hasta muy recientemente. En febrero de
2011 la compania comenzé a hacer pruebas de un nuevo algoritmo de bisqueda
bautizado “Google Panda”, que esencialmente tiene la capacidad de modificar la
importancia de secciones enteras de la lista, y no solamente paginas individua-
les. Google Panda reemplazé definitivamente a PageRank en abril de 2011, y
continda liderando el mercado de buscadores de internet hasta el dia de hoy.

8. (QUE HEMOS APRENDIDO HOY?

Uno podria sentirse un poco enganado luego de esta presentacion del algo-
ritmo PageRank, dado que hemos prometido al principio ver una aplicacién
sencilla de los vectores y valores propios, que nos ha sido de utilidad para mode-
lar el problema del PageRank. Pero luego, para resolver este problema, nuestro
camino se ha convertido en un verdadero “tour de force” por varias ramas de la
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matematica: Teoria de Grafos, Analisis Funcional, Calculo Numérico, Matrices
Estocasticas, Matematica Computacional...

Segtun la Wikipedia [Wiki|, un ingeniero es alguien que resuelve problemas
que afectan la actividad cotidiana de la sociedad. Y més adelante agrega la
wmgenieria es la actividad de trasformar el conocimiento en algo prdctico.

El trabajo de Brin y Page es un buen ejemplo de ello, ya que cualquier persona
que quiera trabajar resolviendo problemas necesita de recursos, de herramientas.
Y cada una de estas areas de la matemética y de la informéatica tiene que ser
para el ingeniero precisamente eso, una herramienta. Y cuanto més herramientas
tengamos, mejor.

8.1. Para saber mas... y profundizar las ideas y resultados matematicos y
computacionales que se encuentran alrededor del algoritmo PageRank, sugerimos
los trabajos [BL06, [Fer04l, [Gim11), LM06, MGF06, Wil06], y muchos més que se
encuentran en las referencias bibliograficas de estas obras. Y seguramente si uno
“googlea” alguna de estas palabras clave... jencontrard mucho mas para leer!

Agradecimientos: Agradezco a David Cox por haberme introducido en este fasci-
nante mundo del algebra lineal de Google, y también las sugerencias y comen-
tarios de Teresa Cortadellas, Emiliano Gémez, Gabriela Jeronimo, Pablo Mislej,
Adrian Paenza y Juan Pablo Pinasco sobre una version preliminar de estas notas.
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