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La vérité est trop compliqué.
Les mathématiques sont simples.
Cédric Villani

1. ALGEBRA LINEAL PER A INFORMATICS

Els alumnes que es matriculin al grau d’Enginyeria en Informatica que ofereix
aquesta facultat, en el primer semestre del seu primer any d’estudis es trobaran
amb 'assignatura “Algebra”, que entre els seus blocs tematics ofereix el segiient
menu:

Sistemes d’equacions lineals.

Matrius i determinants.

Espais vectorials. Subespais.

Transformacions lineals. Nucli, imatge, isomorfismes.
Polinomis.

Nombres complexos.

= Diagonalitzacio.

Qualsevol persona amb un minim de coneixement en aquests temes s’adonara
rapidament que la diagonalitzacié és un procés que involucra tots els temes
anteriors; i concloura —amb bastant certesa— que aquest és un curs on s’aprén
a (decidir quan es pot) diagonalitzar matrius.

No hi ha res de trivial ni de sarcastic en aquesta conclusié. Es indubtable que
'algebra lineal en general —i el problema de calcul de vectors i valors propis (que
necessitem conéixer per decidir si una matriu és diagonalitzable) en particular—
s6n molt importants en la informatica, ja que estan presents en diversos processos
centrals d’aquesta disciplina. Com a exemples, podem esmentar els segiients:

= Agrupament i classificacié de dades.

= Programaci6 grafica.

= Xarxes socials.

Sistemes de recomanaci6 (Netflix, PageRank, etc).

Reconeixement de formes (cangons, empremtes digitals, fotografies).
Intel-ligéncia artificial.

En el grau d’enginyeria en informatica d’aquesta facultat, alguns d’aquests
temes seran coberts al llarg de la carrera. Naturalment, els alumnes els veuran
després d’haver acabat el curs d’algebra. Es doncs raonable que no resulti gaire

motivador per a l'alumnat aprendre a utilitzar unes eines que indubtablement
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seran importants, perd que ara com ara no podem explicar-los de quina manera
ho seran, ni com s’utilitzaran.

Es per aquest motiu que he triat presentar-lo en aquesta classe: per tal de
motivar els alumnes que comencen a estudiar l’algebra que els oferim en aquesta
Casa. [ també per mostrar, als més avangats en ambdues carreres (matematica
i informatica), un problema de valors vectors propis (diagonalitzacio) senzill
d’enunciar que es’utilitza recentment i amb molt éxit al mén de la informatica
per resoldre un problema d’un dels tipus esmentats més amunt. Es tracta del
problema de recomanaci6é que tenen per davant els motors de cerca (o cercadors)
d’internet a l'hora de suggerir a l'usuari quines pagines li cal visitar com a
resposta a unes certes paraules clau préviament introduides pel mateix usuari
en 'ordinador.

Per aquesta ra6 ens fixarem en un cercador especific, que és el més usat mun-
dialment, i en ’algorisme que s’utilitzava inicialment i que s’ha seguit utilitzant
fins a fa ben poc. Aquest algorisme va produir una veritable revolucié al mén
del trafic d’informacio6 en linia.

il tot aixo gracies a ’algebra lineal!

2. UN CERCADOR D’'INTERNET MOLT RAPID I EFICIENT

L’any 1996, dos joves alumnes de doctorat de la Universitat de Stanford
(EUA), Sergei Brin i Lawrence Page, van comengar a treballar en el disseny d’un
cercador d’internet. Ambdoés tenien 23 anys. Brin s’havia graduat en matematica
i Page, en informética.

FIGURA 1. Sergei Brin (esquerra) i Larry Page (dreta)

L’algorisme que van dissenyar per a Google va ser denominat “PageRank”, atés
que Page havia comencat inicialment el projecte al qual després s’incorporara
Brin (cf. [BP98]), i va acabar sent implementat per Google. En 1998 ’algorisme
es va patentar, i al mateix temps va aparéixer en internet el cercador Google que
també va ser dissenyat per Brin i Page. Des dels seus inicis, Google va utilitzar
amb éxit aquest algorisme per posicionar-se des de molt primerenc (i fins al dia
d’avui) com a lider en el mercat dels cercadors d’internet.

La paraula “google” és una variaci6 fonética del terme googl amb el qual es
denomina (en anglés) el nombre 10'°. Els seus fundadors pretenien oferir un
cercador rapid i eficient. De fet, I'objectiu inicial de Brin i Page era que almenys
una de les deu primeres pagines que mostrés el cercador contingui informacio
util per a la persona que la consulta.



L’ALGEBRA LINEAL ES DARRERE DELS CERCADORS D'INTERNET 3

No cal ara us expliqui I'éxit que ha tingut Google des dels seus inicis fins
ara; sense cap mena de dubte es tracta del cercador d’internet més utilitzat a
tot el mon, superant marques de popularitat impensables. Per citar un exemple,
el maig de 2011 va aconseguir superar els mil milions de visitants en un mes
per primera vegada en la historia de la informatica. Es sobrer dir que cap altre
cercador d’internet ha aconseguit estar prop d’aquests nombres

Aquest succés també es tradueix obviament en les finances, ja que 'any 2004
—quan va sortir a cotitzar al mercat de valors— la companyia estava valorada
en aproximadament $ 25.000.000.000, una xifra que ana creixent amb el pas del
temps, aconseguint els $ 37.905.000.000 al darrer balan¢ de 2011. I tot aixo per
haver aconseguit diagonalitzar unes matrius...

Per intentar explicar breument 1’algorisme PageRank i veure com hi apareixen
de forma natural els vectors i valors propis, primer hem de veure com es modela
matematicament un cercador d’internet, ja que aquest algorisme forma part
fonamental de la seva arquitectura.

3. ELS CERCADORS D’INTERNET

Es podria comparar el treball d’un cercador amb el d’un bibliotecari. Per fer-
ho més explicit, diguem que es tracta d’un bibliotecari de les époques en qué no
hi havia ordinadors. En aquelles époques, cada cop més llunyanes, quan acudies
a la biblioteca intentant de trobar informacié d’algun tema en particular, et
trobaves amb un fitxer molt voluminés o amb un cataleg enorme, imprecis, que
contenien tota la informacio existent a la biblioteca fins a la darrera actualitzacio.
Amb una mica de sort, hi havia també alguna espécie de cataleg-diccionari que
relacionava els llibres amb algunes paraules clau.

Ara suposem m’apropés a una d’aquestes biblioteques antigues a la qul m’han
enviat a investigar sobre el tema “girafa”. No m’han donat cap referéncia biblio-
grafica, i sé que la informacié que em pugui proporcionar un diccionari o una
enciclopédia no em sera suficient. Qué havia de fer? En aquells temps, La respos-
ta més simple era: preguntar-ho al bibliotecari i després consultar les referéncies
que t’hagi recomanat. Si no quedés satisfet amb les seves recomanacions, cal-
dria o bé preguntar-li novament donant-li més precisié sobre el tema que estic
buscant, o intentar-ho en una altra biblioteca.

Tota aquesta interaccié amb el bibliotecari que estic explicant sembla gairebé
trivial i podrieu preguntar-vos per queé us estic fent perdre el vostre temps expli-
cant aquesta historia tan avorrida. Pero suposem ara que la biblioteca conté més
de mil milions de llibres, i que sota la paraula clau “girafa” hi ha quatre milions
de textos que tenen alguna cosa a dir d’aquest tema, i que per enumerar d’un
en un tots aquests textos —a rad de un llibre cada 10 segons— el bibliotecari
trigaria uns 463 dies. Pero és clar que no necessito llegir els quatre milions de
referéncies per fer el treball que em van encarregar, potser amb 10 ja n’hi ha
prou. Pero llavors..., quins 107 L’algorisme PageRank és justament el que pot
ajudar-me (o més aviat, ajudar al bibliotecari) a decidir de quina ha d’ordenar
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la llista de sortida, quins son els llibres que m’ha de recomanar de manera que
hi pugui trobar informaci6 1til en les primeres referéncies que em proporcioni.

Essencialment un cercador d’internet és una espécie de “cataleg de biblioteca”
juntament amb un “bibliotecari” que et recomana quins llibres cal llegir. L’éxit
d’aquest cercador depén precisament del fet de disposar d’una bona base de
dades, ordenada d’acord a paraules clau d’'una manera raonable, i també d’un
bon criteri de recomanacio, ja que cal accedir a aquesta informacié de manera
rapida i eficient.

La tasca de “censar” les pagines webs la fan per uns robots que circulen con-
tinuament per la xarxa. Cal observar que aquest és un procediment dinamic ja
que hi ha milers de pagines noves que apareixen a la xarxa minut a minut, i
diverses (poques respecte de les noves) que desapareixen. I es desitja disposar
d’informaci6 actualitzada; aixi doncs aquest treball és molt important. Un altre
element que també cal tenir en compte és que aquesta base de dades és enorme,
i creix exponencialment. En 1998, any en qué es llan¢ga Google, tenia 26 mili-
ons de pagines. En 2008 va aconseguir (cf. [Goo08§]) el bilio (1.000.000.000.000)
d’entrades.

El treball de “catalogar”, és a dir d’indexar les dades censades en funcié de
certes paraules clau també el fan programes informatics que estudien distribu-
cions estadistiques de paraules, freqiiéncies d’aparicio i enllagos a aquesta pagina
per fer aquesta feina.

O sigui que tot cercador d’internet ha de tenir tant un bon cataleg de pagines
indexades com un bon index pel que fa a les paraules clau. Bé... Com es fa el
treball de bibliotecari? En altres paraules, com decideixo quines pagines mostrar
primer quan algt posa en el cercador la paraula “girafa’™

Hi ha milers d’algorismes i programes dedicats a respondre aquesta pregunta
i, entre ells, I'algorisme PageRank que és el que va catapultar Google a ’éxit
entre els cercadors d’internet. Dedicarem la secci6 segiient a explicar-ho.

4. EL MODEL PAGERANK. VECTORS I VALORS PROPIS

Tal com hem explicat fins ara, per completar el treball del cercador caldria
assignar-li una “importancia” a cada una de les pagines web que tinc censades.
La teoria de grafs ens ajudard a modelar la nostra situacio.

En el model PageRank, 'univers de les pagines web indexades és un gran graf
dirigit, on cada pagina web censada és un node, i hi haura una “fletxa” (aresta
orientada) que va de la pagina p; a la pagina p; si hi ha un enlla¢ des de la
primera pagina cap a la segona. Per exemple, si el grafic de la figura [2f és el
que a partir d’ara denominarem el graf d’internet, llavors del dibuix podriem
concloure que —per exemple— la primera pagina és la més popular ja que hi
ha enllacos des de totes les altres cap a ella, i és 'inica que compleix aquesta
propietat.

En aquest gran graf dirigit, hem d’assignar una “importancia” a cada pagina.
Una manera raonable d’assignar importancies podria ser: quants més enllagos rep
una pagina més important és. Observem ’analogia que hi ha amb el famos —pero
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F1GURA 2. Un graf dirigit

no sempre tan benvolgut— index de cites que intenta de regular el curriculum
dels investigadors.

El problema que té aquest model, aparentment assenyat, és que hom podria
“inflar” rapidament la importancia d’'una pagina web determinada simplement
creant diverses pagines que enllagades amb ella, i aquest procediment és molt
facil d’implementar en pocs minuts, la qual cosa faria que tot el sistema fos molt
facil d’influenciar.

Per evitar-ho, canviarem la funcié “nombre de cites” per “importancia de les
cites”. Es a dir, no solament donarem importancia a la quantitat de cites que
té una pagina donada, siné que a més tindrem en compte si la citen pagines
importants. Diguem que —per exemple— si tinc enllagos des de Amazon.com
o Microsoft.com, la meva importancia hauria de ser major. En aquest sentit,
el graf de les pagines web seria una mica més semblant al de la figura [3] que
mostra una distribucié d’importancies relatives a les importancies de les pagines
donades. En ell s’entén per qué la pagina “C” és més important que la “F” atés
que cadascuna rep un enllag, pero la primera ho esta per una pagina molt més
important que la segona.

En paraules, el “postulat” del model PageRank diu el segiient:

La importancia x; de la pagina p; és directament proporcional a la
suma de les itmportancies de les pagines que enllacen amb ella.

Vegem com es tradueix aixo matematicament i com, en aquest context i d'una
forma natural, apareix lalgebra lineal. El dibuix d’un graf (dirigit o no) és
il-lustratiu i interessant si es tracta de pocs nodes, pero el graf d’internet té
més d’un bilié de pagines aixi que no hi guanyarem gaire si intentem dibuixar-
ho (i perdrem molt de temps i tinta). En lloc d’aixo, considerarem la matriu
d’incidéncia del graf, la qual es defineix com la matriu quadrada de dimensi6
igual a la quantitat de nodes del graf. En aquesta matriu, posem un 1 en el lloc
(4,7), si hi ha un enlla¢ des de p; fins a p;; si no ho hi ha, posem un zero. Per
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Ficura 3. El graf d™importancies”

exemple, la matriu d’incidéncia del graf d’internet de la figura 2] és la segiient:

00101
10000
Myo=| 11010
11001
11100

I aqui és on l'algebra lineal apareix juntament amb els vectors i valors propis.

Teorema 4.1. St My és la matriu d’incidéncia del graf d’internet, i
X = (v1,...,2n) € RY, el vector d’importancies, llavors

Mix! =\ - x',
on A € Ryy és la constant de proporcionalitat.

Aquest és un bon moment per recordar algunes definicions classiques de
I’algebra lineal.

Definici6é 4.2. Donats una matriu quadrada M de dimensié n, un vector no nul
x € R" (0 C") i X € R (oC), el vector x és un vector propi de M amb walor
propi associat A si i solament si es verifica

Mx! = ) - xb.

Corol-lari 4.3. El vector d’importancies de les pagines web €s un vector propi
(positiu) de la matriu M%, i la constant de proporcionalitat \ és el valor propi
assoctat a aquest vector.

Exemple 4.4. Anem a veure com efectivament el que diu el postulat PageRank
i el que enunciem en el Teoremal[{.1] coincideizen. Diguem que X és la constant
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de proporcionalitat que apareiz en [’enunciat del postulat. Llavors, d’acord amb
aquesta afirmacio, tenim les segiients equacions:

0-2y +1-29 +1-23 +1-24 +1-25 = A1y
O-2y +0-20 +1-23 +1-24 +1-25 = A9
1'1‘1 +0372 +OZL’3 +1- 24 +1I‘5 = )\.T3
0’1’1 +0'I2 +1'l’3 +O'.7}4 +0'I‘5 = )\$4
1 T +0 - T +0 - Zs3 +1- Ty +0 Ty = )\5(75,

que en notacio matricial €s, precisament,

00101\ (™ 1
10000 T2 T2

Mixt=| 110 1 0 Bl B =ax
11001 T4 T4
11100 s s
Z7 X7

Observem que el que hem vist en aquest exemple no és casual, ja que si en
les files de la matriu d’incidéncia del graf d’internet s’hi llegeix quants enllacos
surten d’una pagina donada, en les columnes apareixen justament tants uns com
enllacos hi hagi cap a la pagina indexada per aquesta columna. Es per aixd que
es necessita transposar la matriu per utilitzar-la en el problema del PageRank.

Una vegada enunciat el problema... homn vol trobar-ne la soluci6. Com ho
fariem per al nostre graf de la figura [2]? Utilitzant alguna de les eines compu-
tacionals que tenim a disposicio (per exemple, el programa Mathematica que és
el que s’utilitza en les practiques de laboratori de l'assignatura d’algebra), ens
trobem amb el segiient:

= Possibles valors (aproximats) per a A (valors propis de M ):
2,27,-0,500 — 0,866%; —0,500 + 0,8667; —0,635 + 0,6927; —0,635 — 0,692:

» Possibles valors (aproximats) per als vectors propis (ordenats pel que fa
als valors propis enumerats a dalt):

(1,74;1,21;1,21;0,532; 1,00),

(0,0; —0,500 — 0,8667; —0,500 + 0,866¢; 1,00),

(0,0; —0,500 + 0,8667; —0,500 — 0,8667; 1,00),

(—0,469 + 0,1017; —0,303 — 0,490¢; —0,303 — 0,490¢; —0,166 + 0,591¢; 1,00),
(—0,469 — 0,1014; —0,303 + 0,490¢; —0,303 + 0,4907; —0,166 — 0,5914; 1,00)
En aquest exemple, el del graf associat a la figura 2] atés que la constant de
proporcionalitat ha de ser real i positiva, ens semblaria que hi ha una tnica
soluci6 al problema:

= A\ =227

T = 1,74, To = 1,2]_, T3 = 1,21, Ty = 0,532, Ty = 1,
la qual cosa sembla ser una resposta raonable ja que la primera pagina és votada
per totes les altres, i és I'inica amb aquesta situaci6. O sigui que mereix guanyar
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la competéncia, i si bé la segona té un vot més que la tercera, aquesta tultima és
votada per la més important (la primera) mentre que I'altra no ho és.

Podriem suposar que aquest fenomen és un fet general: en qualsevol matriu
quadrada amb zeros i uns hi haurd un tnic valor propi positiu, i associat a ell un
sol vector propi positiu que sera la soluci6 al nostre problema. Lamentablement
aquesta conjectura no és certa, ja que —per exemple..- una matriu tan senzilla

com ( (1) 8 ) té com a Unic valor propi A = 0 tnicament. També és facil trobar

matrius més grans amb més d’un valor propi positiu. Llavors... com ens ho podem
fer per resoldre aquesta ambigiiitat?

Abans de respondre la pregunta, farem una modificacioé petita perd de vital
importancia al model. Tal com hem explicat fins a aqui, aquest model fou el que
originalment s’utilitzé en el cercador Google durant els seus primers anys. En el
decurs del temps i amb 'aparici6 de les xarxes socials (molt propenses a produir
fets “en cadena”, en diversos llocs i al mateix temps) es va trobar una falla en el
model —la qual era previsible des d’un primer moment: si una pagina té un sol
enllag, aquest enllag val el mateix que qualsevol altre enllag d’una altra pagina
que produeixi un mili6 d’enllacos. Es —si bé produir enllacos des de la meva
propia pagina no augmenta la meva importancia— com si quants més enllacos
produeix la meva pagina, més afecta a tota la xarxa.

Per evitar aquest excés d’autoritat, el model es va modificar senzillament de
la manera segilient: si hi ha un enllag des de p; cap a pj;, en el lloc (4, j) de la
matriu d’incidéncia es col-loca el nombre . D’aquesta manera,

#enlla(;os des dep;
cada pagina té “poder de vot” igual a 1, i aquesta unitat es va distribuint d’acord

amb els nombre d’enllagos que té.
Per exemple, la matriu modificada associada al graf de la figura 2| que deno-
tarem amb M g, es la segilient:

00301
1 0 0 0 0

1 1 1
Wor=17573 237
Py

1
5 335 00

Notar qu en cada fila de M g hi ha una distribuci6 de nombres no negatius
que sumen 1, com si fos una distribucié6 de probabilitats sobre els nodes del
graf d’internet. Aquest tipus de matrius es coneix com a estocastica per files, i
apareix amb freqiiéncia en el modelatge de processos diversos que esmentarem
més endevant.

De moment, calculem els valors i vectors propis de la matriu estocastica.

= Possibles valors (aprovimats) para X (valors propis de M p ):

1,00; —0,333 4 0,471¢; —0,333 — 0,471%; —0,167 4 0,289¢; —0,167 — 0,289
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» Possibles valors (aproximats) per als vectors propis (ordenats pel que fa
als valors propis enumerats a dalt):

(1,73;0,867; 1,20; 0,400 1,00),

(—0,333 + 0,943i; —0,667 — 0,236i; 0,500 — 0,707i; —0,500: 1,00),
(—0,333 — 0,943i; —0,667 -+ 0,236; 0,500 + 0,7074; —0,500; 1,00),
(0: 0; —0,500 — 0,866i; —0,500 + 0,866i; 1,00),

(0: 0; —0,500 + 0,866i; —0,500 — 0,8664; 1,00).

En aquest cas sembla també que hi una tnica solucié “real”> A =11
r1 = 1,73; 2o = 0,867; 3 = 1,20; x4 = 0,400; x5 = 1,00.

Noteu la diferéncia subtil que hi ha entre les dues distribucions d’importancia.
Mentre que en el primer model les pagines 2 i 3 reben la mateixa importancia, en
el segon la tercera pagina supera a la segona, sent que la tercera rep solament dos
vots i la segona tres. El motiu d’aquesta diferéncia pot ser explicat pel fet que la
pagina 3 no solament és votada per la primera pagina que és la més important,
sind que a més la primera pagina solament emet dos vots, mentre que totes les
que voten a la pagina 3 emeten 3 vots. Es a dir, aquests vots pesen menys que
els de la primera pagina.

Noteu també que el fet que 1 sigui un valor propi de la matriu estocastica
no és casualitat, ja que és facil comprovar que el vector (1,1,...,1) és sempre
un vector propi de tota matriu estocastica per columnes, associat al valor propi
A=1.

5. SOLUCIO DEL PROBLEMA... UNICITAT?

La resposta al problema que planteja el model PageRank ve de la ma d’una
altra branca de la matematica que és I’Analisi Funcional. El primer resultat en
aquesta direcci6 el dona Oskar Perron a principis del segle passat.

Teorema 5.1 (Perron, 1907).
Sigui M una matriv quadrada amb tots els seus coeficients positius. Llavors
» existeiz un valor propi simple X > 0 per al qual M - vt = X\ - vt on v és
un vector propi que té totes les seves coordenades positives,
= aquest valor propi és major, en modul, que tots els altres valors propis de
M’
= qualsevol altre vector propi positiu de M és un mailtiple de v

Aquest teorema ens comporta una certa unicitat que consistiria a quedar-nos
amb 1'nic vector propi positiu de la matriu, 1’associat al valor propi més gran
de tots (en modul). Lamentablement, les matrius M estan associades als grafs
de pagines d’internet, i tenen molts zeros. Estan molt lluny de ser positives.
Necessitariem que s’enllacessin totes les pagines amb totes, fins i tot amb elles
mateixes!

Un resultat una mica més general sense restriccions sobre les matrius és im-

possible com ens ensenya l’exemple de la matriu ( (1) 8 > que hem vist abans.
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FIGURA 4. Oskar Perron (1880-1975)

No obstant aixo, Frobenius va aconseguir una versié6 del Teorema de Perron
per a matrius no negatives, sotmeses a una condicié addicional sobre la matriu
d’entrada. Enunciem primer el resultat i vegem després les restriccions que ens
imposa, potser amb 'esperanca que el graf d’internet les compleixi.

Teorema 5.2 (Frobenius, 1908-1912).
Sigui M una matriu quadrada amb tots els seus coeficients no negatius. Si M
és irreductible, llavors
» existeiz un valor propi simple X > 0 per al qual M- vt = X\ -v!, on v és el
vector propi associat, 1 té totes les seves coordenades positives,
= aquest valor propt és major o igual, en modul, que tots els altres valors
propis de M,
= qualsevol altre vector propi positiu de Ml és un maltiple de v.

FIGURA 5. Georg Frobenius (1849-1917)

Definicié 5.3. Una matriu quadrada M és irreductible si no existeix cap
permutacié de les seves files i columnes que la transformi en una matriu del

tipus
My My
0 My )’

on My; i My sén matrius quadrades.
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Proposicién 5.4. St M és la matriv d’incidéncia d’un graf dirigit, llavors que
sigut wrreductible és equivalent al fet que el graf sigut “fortament connex”, és a
dir que, donats dos nodes qualssevol del graf, sigui possible trobar una successio
d’arestes que portin d’un a un altre.

Aquesta proposicié és de fet interessant ja que no és trivial calcular una
descomposicié que validi la “irreductibilitat” d’una matriu, perd no obstant aixo
—per a un nombre de nodes relativament petit— és immediat verificar si un
graf és fortament connex o no. Com a exercici per al lector deixem el de mostrar
que el graf de la figura [2| és fortament connex.

De totes maneres, és altament improbable que el graf d’internet sigui forta-
ment connex. De fet, un estudi fet en 1999 (cf. [Bro99]) mostrava una distribu-
ci6 del graf d’internet com es veu en la figura [6] De 203 milions de pagines que
s’havien censadt en aquell moment, un 90 % estava en una gegantesca component
connexa, i solament 56 milions estaven connectats “fortament”.

Tendr
4 Ml o
Acwdes

N SCC

36 Millicn noddes

ouT

-
A+ Million neddes

-
Ao Million nexdes

O
o9

~——— Diisconnected components

F1GURA 6. Components connexes del graf d’internet en 1999

O sigui que ni el Teorema de Perron ni el de Frobenius es poden aplicar direc-
tament al nostre problema. Qué fem, llavors? Queé fa Google? La sortida a aquest
aparent atzucac ve de la ma d’una “pertorbacié”, una operacié molt freqiient en
la matematica computacional i 'algebra lineal numeérica, on és habitual treballar
amb dades aproximades. Aqui el que farem sera una cosa molt ingenu pero efi-
cient, reemplagarem la nostra matriu estocastica que denotarem M; i per una
matriu a la qual farem positius tots els coeficients sumant-li una matriu positiva
convenient. El principi subjacent a aquesta idea és que la funcié “importancia”
és continua, i si puc calcular-la “a prop” de la situacié on em trobo, ja em serveix
per al que vull (que és ordenar les importancies i no realment calcular-les).
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En simbols, donat ¢ > 0, molt petit, definim
|
€
MiE = (1_5)‘MI,E+5' R
1 ... 1
Noteu que aquesta operaci6 retorna una matriu amb totes les entrades positives
(majors o iguals que ), que satisfa les hipotesis del Teorema de Perron, i llavors

“declarem” que “la” soluci6 al problema del PageRank és la que s’obté segons
aquest enunciat per a un ¢ prefixat (en la practica, Google utilitza ¢ = 0,15).

Exemple 5.5. Calculem la matriu “pertorbada” del nostre graf[2:

0,03 0,03 0455 0,03 0,455
0,88 0,03 003 0,03 003
M; = | 0313 0313 003 0313 0,03
0,313 0,313 0,03 0,03 0,313
0,313 0,313 0,313 0,03 0,03

Si ara demanem a Mathematica que calculi el vector propi positiu d’aquesta
matriu (associat al valor propi A = 1) obtenim

(0,67259; 0,363478; 0,463318: 0,194141; 0,403921).

Aquest vector d’importancies indueir el mateix ordre que el que produeix la ma-
triu sense pertorbar. Es a dir, que abans i després de la pertorbacio apareix aquest
ordre entre les pagines:

T1 > T3 > Ty > To > Ty4.

6. LA SOLUCIO COMPUTACIONAL

Tot sembla molt bonic i agradable quan fem calculs amb una matriu 5 x 5,
pero si volem calcular la solucioé “real” al problema de Google, amb matrius amb
més d'un bilié d’entrades, com es fa? Com ho fa Google?

Des d’ara desaconsellem a qualsevol optimista intentar d’utilitzar les técni-
ques apreses (o per aprendre) en el curs d’algebra que involucrarien calcular un
polinomi caracteristic de grau major que un bilio, trobar-ne totes les arrels, i
detectar entre totes elles la que té modul maxim, i després resoldre un sistema
lineal enorme per calcular el vector d’importancies. Fins i tot si coneixem el va-
lor de A (que en els casos estocastics és 1), resoldre un sistema lineal de l'ordre
d’un bili6 és una tasca monstruosa que no pot ser realitzada en poc temps ni
tan sols pels ordinadors més rapids que hi ha disponibles en aquest moment.

Google utilitza el que es coneix com el métode de les poténcies, en aparen-
¢a massa facil d’enunciar perd computacionalment molt efectiu. Es basa en el
segiient fet bastant simple: si una matriu quadrada M és diagonalitzable y té
tots els vectors propis {vy, ..., v,} enumerats de manera que els valors propis
corresponentstinguin la propieta segiient:
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Comencant amb un vy > 0 qualsevol que
Vo = Q1Vy + ... +Q,Vp,
amb «y # 0, llavors
MFv, = al)\lfvl + ...+ ozn)\flvn.

D’aci doncs,

= 01 Vy,

és a dir, en el limit aconseguim un miltiple no trivial del vector propi que estem
buscant.

Aquest és el métode que utilitza Google per tal d’ordenar les seves pagines
d’internet, i amb resultats bastant raonables. Una analisi amb més detall de la
velocitat de convergéncia i aspectes relacionats es pot trobar a [LSW09, [S-C05),

Wilo7].

7. GOOGLEPILEG

Avui dia, 'algorisme PageRank és marca registrada de Google, i esta patentat
als Estats Units. A causa de temes legals, la patent esta assignada a la Universitat
de Stanford i no pas a Google. No obstant aixo, la companyia d’internet té drets
exclusius sobre aquesta patent, i Stanford va rebre 1.800.000 accions de Google
per permetre-li'n 1'as exclusiu.

Una versié modificada del PageRank fou proposada recentment (cf. [BRSR06)
com a alternativa al polémic factor d’impacte elaborat pel ISI. Una implementa-
ci6 d’aquesta proposta es pot trobar en http://www.eigenfactor.org. També
s’ha aplicat per predir concentracions humanes en carrers o places (cf. [Jia0d]),
en models d’evoluci6 en ecosistemes (cf. [APQ9]), en altres tipus de cerques
d’internet, i fins i tot en analisi de xarxes de proteines (cf. [[G11]).

PageRank va ser utilitzat per Google fins fa ben poc. El febrer de 2011 la
companyia va comengar a fer proves d'un nou algorisme de cerca denominat
“Google Panda”, que essencialment té la capacitat de modificar la importancia
de seccions senceres de la llista, i no solament de pagines individuals. Google
Panda va reemplacar definitivament el PageRank l'abril de 2011, i continua
ajudant a Google a liderar el mercat de cercadors d’internet fins al dia d’avui.

8. QUE HEM APRES AVUI?

Un podria sentir-se una mica enganyat després d’aquesta presentacié de 1’al-
gorisme PageRank, atés que al principi hem promeés veure una aplicacié senzilla
dels vectors i valors propis, que ens ha estat d’utilitat per modelar el proble-
ma del PageRank. Pero després, per resoldre aquest problema, el nostre cami
s’ha convertit en un veritable “tour de force” per diverses branques de la mate-
matica: teoria de grafs, analisi funcional, calcul numeéric, matrius estocastiques,
matematica computacional...
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Segons la Wikipedia [Wiki|, un enginyer és algu que resol problemes que afec-
ten l'activitat quotidiana de la societat. I més endavant afegeix [’enginyeria és
lactivitat de transformar el coneixement en alguna cosa practica.

El treball de Brin i Page és un bon exemple d’aixo, ja que qualsevol persona
que vulgui treballar resolent problemes necessita de recursos, d’eines. I cadascuna
d’aquestes arees de la matematica i de la informatica ha de ser per a ’enginyer
precisament aixo, una eina. I com més eines tinguem, millor.

8.1. Per saber més... i per tal d’aprofundir les idees i resultats matematics
i computacionals que es troben al voltant de ’algorisme PageRank, suggerim els
articles [BLO6, [Fer04l, (Gim11l, LM06, MGFO06, Wil06], i molts més que es troben
en les referéncies bibliografiques d’aquests treballs. I segurament si es cerca en
Google alguna d’aquestes paraules clau... trobareu molt més per llegir!

Agraiments: Agraeixo a David Coix per haver-me introduit en aquest fascinant
moén de l'algebra lineal de Google, i també els suggeriments i comentaris de
Teresa Cortadellas, Emiliano Gémez, Gabriela Jeronimo, Pablo Mislej, Adrian
Paenza i Juan Pablo Pinasco a una versio preliminar d’aquestes notes.
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