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Una que sepamos todos...

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)
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Una que sepamos todos...

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)

Dados (x1, y1), ..., (xn, yn) € K°
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Una que sepamos todos...

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)

Dados (x1, y1), ..., (xn, yn) € K°
calcula P € K[x]
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Una que sepamos todos...

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)

Dados (x1, y1), ..., (xn, yn) € K°
calcula P € K[x] de grado minimo
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Una que sepamos todos...

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813)

Dados (x1, y1), ..., (xn, yn) € K°
calcula P € K[x] de grado minimo
tal queP(x;) =y, i=1,...,N
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La solucién “facil”
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La solucién “facil”

1 x x? xlN_1 p
- 0 1
Lo G ...oq " | g
ST a1 y
1 xp x,%, .. x,’\\/ ! y
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La solucién “facil”

1 x5 x12 xlN_1 p
_ 0 1
1 x x5 ... X2N ! _ y
S : a1 y
1 xp x,%, x,’\\/ ! y
N—1
P= E anJ
j=0
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solucidn ‘facil”

1 x x? xlN_1 p
_ 0 1
1 x x3 X2N ! _ Y
_ dn-1 N
1 xp x,%, Xy ! y
N—1 N Y x
i A
P = g ajx! = g Y H
- XJ_X/
J=0 J=1 i7J
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Interpolaciéon “con multiplicidades”

Charles Hermite (1822-1901)
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Interpolaciéon “con multiplicidades”

Charles Hermite (1822-1901)

Dados x, ..., x(,
Y105 -« -5 YIN; =15 - - -5 Y105 - - -5 VLN, —1
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Interpolaciéon “con multiplicidades”

Charles Hermite (1822-1901)
Dados x, ..., x(,

Y105 -« -5 YIN; =15 - - -5 Y105 - - -5 VLN, —1
calcular P € K[x] de grado minimo

tal que P(J)(X,') = Yii
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i Como se resuelve esto?
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i Como se resuelve

1 xx X ... X't ;

0 1 2xI ... (N—1)xM?2 0 Y10

0 0 0 *X/V;/VLfl an-1 Yin, —1
L
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i Como se resuelve

1 xx X ... X't ;

0 1 2xI ... (N—1)xM?2 0 Y10

6 0 0 *X/V;/VLfl an-1 Yin, —1
|

N—1
_ )
P = E ajx
Jj=0
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i Como se resuelve

1 x1 xp ... X't ;
0 1 2xI ... (N—1)xM?2 0 Y10
0 0 0 *XZV N, —1 an-1 Yin, —1
N—1 L
P = ajx) = Z Pi(x)
Jj=0 J=0

Carlos D'Andrea
El Problema de Interpolacién Racional y el Algoritmo de Euclides



Diferencias Divididas
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Diferencias Divididas

— 2=

P[Xl, X2 Xo—x]
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Diferencias Divididas

_»n
Pl Pl ] Pl o]
_ XD,X3|— I [X1,X)

P[Xla X2, X3] — X3—X1
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Diferencias Divididas

_»n
Pl Pl ] Pl o]
_ XD,X3|— I [X1,X)

P[Xla X2, X3] — X3—X1
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Diferencias Divididas

P[Xl,XQ] = y2 yi

P [X2 X3] P[x1,x0]
X3—X]

P[Xla X2, X3] —

P = Vi + (X — X1)P[X1,X2]—|—
(x — x1)(x — x2) P[x1, x0, x3]




Teorema Chino del Resto
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Teorema Chino del Resto

Si Py,..., P, € K[x] son coprimos dos a dos,
entonces para @1, ..., @, € K[x| cualesquiera, hay
solucién Gnica del sistema
(X = X mod Py
< X = @ mod P,

\ X = Q, mod P,
de grado menor que deg(P; ... P;)
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La solucién es constructiva

Euclides (-325 -265)
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La solucién es constructiva

Euclides (-325 -265)

R\Py + RoPy = 1
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La solucién es constructiva

Euclides (-325 -265)

RiP1+ RPr, =1
X = QRiP1+ QP
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Aplicacién
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Aplicacién

Sin multiplicidades

N X—X;
1= 21:1 (Hiyéj xj_x,)
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Aplicacién

Sin multiplicidades

N X—Xi — X—Xj
1= ijl (Hi;ﬁj x,-—x,) = H,-# P mod (x — xj)
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Aplicacion

Sin multiplicidades
N X—Xi — X—Xj
1= ijl (Hi;ﬁj x,-—x,) = H,-# P mod (x — xj)
P=y,
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Aplicacion

Sin multiplicidades

N X—Xi — X—Xj

1=> (Hi;ﬁj x,-—x,) = [l P mod (x — xj)
szjzyj(n,#j;_xxfi) mod x — x;
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Aplicacién

Sin multiplicidades
N X—X; |\ — X—X;
1=> (Hiyéj XJTX) =1 X—x; mod (x — x;)
szjzyj(n,#j;j_xxfi) mod x — x;
Con multiplicidades

1= ZJ'L:1 Q;, 1= Qjmod (x — x;)N
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Aplicacién

Sin multiplicidades
N X—Xi — X—X;
1= Zj:l (Hi#j x,-—x,) = H,.# s mod (x — xj)

szjzyj(n,#j;_xxfi) mod x — x;
Con multiplicidades
=371 Q 1= Qmod (x —x)"
P =
(Y0 +Yia(x =) +yja(x—x)>+...)Q mod (x—x;)"
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“Tiempo” de calculo

m Algebra Lineal O(N?)
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“Tiempo' de calculo

m Algebra Lineal O(N?)
m Teorema Chino del Resto (Hermite)
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“Tiempo' de calculo

m Algebra Lineal O(N?)
m Teorema Chino del Resto (Hermite)
m Diferencias Divididas
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“Tiempo' de calculo

m Algebra Lineal O(N?)
m Teorema Chino del Resto (Hermite)
m Diferencias Divididas

O(N log*(N))
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Interpolacién Racional

Agustin-Louis Cauchy (1789-1857)
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Interpolacién Racional

Agustin-Louis Cauchy (1789-1857)

Dados x, ..., x(,
Y10y - - -5 YIN;—15- - -5 YLOy - - - 7.yL/VL—l
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Interpolaciéon Racional

Agustin-Louis Cauchy (1789-1857)

Dados x, ..., x(,

Y10y - - -5 YIN;—15- - -5 YLOy - - - 7.yL/VL—l
calcular R = £ € K(x) tal que

RO(x) = y;
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Interpolaciéon Racional

Agustin-Louis Cauchy (1789-1857)

Dados x, ..., x(,

Y10y - - -5 YIN;—15- - -5 YLOy - - - 7.yL/VL—l
calcular R = £ € K(x) tal que

RV () = v

Carlos D'Andrea
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i''grado’” de una funcién racional?
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i''grado’” de una funcién racional?

detmas (5 ) = mox{deg(4),deg(B)




i''grado’” de una funcién racional?

detmas (5 ) = mox{deg(4),deg(B)

degsum (g) _ deg(A) + deg(B)




i''grado’” de una funcién racional?

detmas (5 ) = mox{deg(4),deg(B)

degsum (g) _ deg(A) + deg(B)




Ejemplo 1

x1=0  y10=-2
Xo=2 Yoo=
x3=—1 y30=
x3=-1 y31=3

I
| o
w
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Ejemplo 1

x1=0  y10=-2
X2=2 y0=056
x3=—1 y30=-3
x3=—1 y31=3

degmax =2

Carlos D'Andrea

El Problema de Interpolacién Racional y el Algoritmo de Euclides



Ejemplo 1

x1=0  y10=-2
X2=2 y0=056
x3=—1 y30=-3
x3=—1 y31=3

degmax =2
—2 — 3)\x? {

—x2
T—l—l—)\x
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Ejemplo 2

X1:]. y1:].
X2:_1 y2:].
X3:2 y3:—14
X4:—2 y4:—14
X5:3 y5:].
X6:—3 y6:]-
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Ejemplo 2

X1:]. y1:].
X2:_1 y2:].
X3:2 y3:—14
X4:—2 y4:—14
X5:3 y5:].
X6:—3 y6:]-

degsym = 4
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Ejemplo 2

degsum =4 | x* — 10x* 4 10
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Ejemplo 2

X5 = s =1
X — -3 Yo =
degsum =4 | x* — 10x* 4 10
4
x* —2x2 43
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Preguntas
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m | Como se calculan degmax v
degsum?’
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m j Como se calculan degmax v

degsum !
m j Cuantas soluciones “6ptimas’ hay?
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m j Como se calculan degmax v

degsum !
m j Cuantas soluciones “6ptimas’ hay?

m j Se pueden ‘parametrizar’ todas
las soluciones del problema de
interpolacion?
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Sub-Problema
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Sub-Problema

Fijado0 < n< N -1
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Sub-Problema

Fijado 0 < n < N — 1 calcular
A c K[X]SM B S K[X]SN—n—l
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Sub-Problema

Fijado 0 < n < N — 1 calcular
A € K[x]<p, B € K[x]<y—n—1 tales
que R = g resuelve el problema de
interpolacion
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“Problema’” con el Sub-Problema
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“Problema’” con el Sub-Problema

No siempre tiene solucidn!

-
@ @
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“Problema’” con el Sub-Problema

No siempre tiene solucidn!

-
@ @

N:3, n:1,X1:1,X2:2
vio=Lyi1=0,y00=0
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“Problema’” con el Sub-Problema

No siempre tiene solucidn!

-
@ @

N:3, n:1,x1:1,x2:2
vio=Lyi1=0,y00=0

ap+a
Eo—l—blx
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El problema es el denominador
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El problema es el denominador

Se necesita B(x;) #0Vi=0,...,L
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El problema es el denominador

Se necesita B(x;) # OV/ =0,...,L
Para datos “genéricos’, hay una (nica
solucion
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El problema es el denominador

Se necesita B(x;) # OV/ =0,...,L
Para datos “genéricos’, hay una (nica
solucion

The set of unattainable points for the Rational
Hermite Interpolation Problem

Cortadellas-D-Montoro
Linear Algebra Appl (2018)

Carlos D'Andrea

El Problema de Interpolacién Racional y el Algoritmo de Euclides



El problema débil
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El problema débil

Dados x;, y;
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El problema débil

Dados x;, y;; calcular

A c K[X]Snp B - K[X]SN—n—l
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El problema débil

Dados x;, y;; calcular
A € Klx|<,, B € K[x]<y_p_1 tales
que A(x;) = y;B(x;)




El problema débil

Dados x;, y;; calcular
A € Klx|<,, B € K[x]<y_p_1 tales
que A(x;) = y;B(x;)

J

A(j)(Xi) — Z(j)s)/isB(j_S)(Xf)




Problema de Algebra Lineall!
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Problema de Algebra Lineall!

m £l problema débil siempre se puede
resolver
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Problema de Algebra Lineall!

m £l problema débil siempre se puede
resolver

m L2 solucién es “Gnica”
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Problema de Algebra Lineall!

m £l problema débil siempre se puede
resolver

m L2 solucién es “Gnica”

m £l denominador de “la solucion™ no
se anula en ninglin x; 's < el
sub-problema tiene solucién
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Métodos de resolucidn
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Métodos de resolucidn

m Algebra Lineal
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Métodos de resolucidn

m Algebra Lineal
m Funciones
Simétricas/Subresultantes
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Métodos de resolucidn

m Algebra Lineal

m Funciones
Simétricas/Subresultantes

m Algoritmo de Euclides
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Métodos de resolucidn

m Algebra Lineal

m Funciones
Simétricas/Subresultantes

m Algoritmo de Euclides

m Coordenadas Baricéntricas
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Métodos de resolucidn

m Algebra Lineal

m Funciones
Simétricas/Subresultantes

m Algoritmo de Euclides

m Coordenadas Baricéntricas
m ‘Método de Jacobi” (Residuos)
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Métodos de resolucidn

m Algebra Lineal

m Funciones
Simétricas/Subresultantes

m Algoritmo de Euclides

m Coordenadas Baricéntricas

m ‘Método de Jacobi” (Residuos)
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Algoritmo de Euclides
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Algoritmo de Euclides

f = H,'L:1(X — Xi)Ni
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Algoritmo de Euclides

f = H,'L:1(X — Xi)Ni

g € K[x]<n_1, gV(x) = y;




Algoritmo de Euclides

f = H,'L:1(X - xi)"
g € K[x]<n_1, gV(x) = y;

NOfF 4 80g =0 p =1 ..




Algoritmo de Euclides

f = H/’L:O(X - Xi)N’

g € K[x]<n-1, g(j)(xi) = Y
/ 14 l
’Yé_)lf + 5é )g — 0‘5\/)—1—67 t=1,...
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Algoritmo de Euclides

o= [Tisg(x —x)"

g € K[x]<n_1, gV (x) =

Whf + 88 = oy 0=

zzN—n—LA:&ngﬁw

es 'la" solucién débil




Pero...
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podria ocurrir al) = ) =0 |

(oops!

)
N\

Carlos D'Andrea

El Problema de Interpolacién Racional y el Algoritmo de Euclides



Pero...

podria ocurrir al) = ) =0 |

(oops!

)
N\

Aun asi el £ mas proximoa N —n —1
da la solucién débil...
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Coordenadas Baricéntricas

(Schneider - Werner 86)
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Coordenadas Baricéntricas

(Schneider - Werner 86)
Cualquier eleccién de aq, ..., ay en

ZN aiyi

=1 (x—xj)

zN aj
i=1 (x—xj)

da una solucion del problema débil

R:
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Coordenadas Baricéntricas

(Schneider - Werner 86)
Cualquier eleccién de aq, ..., ay en

ZN aiyi

=1 (x—xj)

zN aj
i=1 (x—xj)

da una solucion del problema débil
Problema fuerte <= a; # 0Vi

Carlos D'Andrea

R:

El Problema de Interpolacién Racional y el Algoritmo de Euclides



Método de Jacobi (Residuos)

(Egecioglu-Koc 89)
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Método de Jacobi (Residuos)

(Egecioglu-Koc 89)
Bézout: Cf+Bg=A
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Método de Jacobi (Residuos)

(Egecioglu-Koc 89)
Bézout: Cf+Bg=A

k kB . _ xkA
Pasamos a x“C + x"Zg = =
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Método de Jacobi (Residuos)

(Egecioglu-Koc 89)
Bézout: Cf+Bg=A
Pasamos a xXC +Xk§g = XkTA Si
k + deg(A) < N — 2, Resoo(XkTA) =0
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Método de Jacobi (Residuos)

(Egecioglu-Koc 89)
Bézout: Cf+Bg=A
Pasamos a x¥C + xkgg XkA Si
k 4+ deg(A) < N — 2, Resoo( )—O

da ecuaciones separadas para A y B!
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Complejidad: Euclides
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Complejidad: Euclides

m Calculo de £, g+ O(N log” N)
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Complejidad: Euclides

m Calculo de £, g+ O(N log” N)
m Una “linea” del Algoritmo de
Euclides:

O(M(N)log(N))
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Complejidad: Euclides

m Calculo de £, g+ O(N log” N)
m Una “linea” del Algoritmo de
Euclides:

O(M(N) log(N)) = O(Nlog* N)




Complejidad: otros métodos
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Complejidad: otros métodos

m Algebra Lineal: O(N?)
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Complejidad: otros métodos

m Algebra Lineal: O(N?)
m Coordenadas Baricéntricas:
mas estables numéricamente, pero

atin asi O(N?)
m Jacobi: (Cortadellas-D-Montoro)
O(nlog?(n) + Nlog(N))
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i Se puede mejorar esto?

Problema de Interpolacion débil

)

una ‘linea’ del algoritmo de Euclides

O(M(N) log N)
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i Se puede mejorar esto?

Problema de Interpolacion débil

)

una ‘linea’ del algoritmo de Euclides

O(M(N)log N) = O(N log” N)
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Y ya que estamos...

El algoritmo para multiplicar enteros
de la escuela tiene complejidad O(N?)
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Y ya que estamos...

El algoritmo para multiplicar enteros

de la escuela tiene complejidad O(N?)
Algoritmo de Karatsuba(1960):
O(N158)
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Toom-Cook (1966):
O(Nlog(2k—1)/|ogk)j k>3
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Toom-Cook (1966):
O(Nlog(2k—1)/|ogk)j k>3
Schénhage-Strassen (1971):
O(N log N log log N)

4k 1 1 1

1 w m? m?u—i
W 1 w? ot A2

1 pn-l dn-2 w2t on
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Firer's algorithm (2007):
O(N log N 20" M)))

1 1 1 . 1

1 W W2 L2n-tl
w 1 Wl ot win—2

1 winl o dn-2 w2t om
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HAL

archives-ouvertes

Integer multiplication in time O(n log n)

David Harvey, Joris Van Der Hoeven

» To cite this version:

| David Harvey, Joris Van Der Hoeven. Integer multiplication in time O(n log n). 2019. hal-02070778
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“We use [the fast Fourier transform] in
a much more violent way, use it
several times instead of a single time,
and replace even more multiplications
with additions and subtractions”
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.Y el problema minimal?

[

-
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.Y el problema minimal?

// A
[ 5 |

s v d)
Dados xi, ..., x,

Y10y, - - -y YIN; =15 - - -5 YIOy - - - 5 YIN, -1
calcular R = £ € K(x) tal que

R (j)(Xi) — Y
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.Y el problema minimal?

// A

s v d)
Dados x, ..., x,

Y10y, - - -y YIN; =15 - - -5 YIOy - - - 5 YIN, -1
calcular R = £ € K(x) tal que

RY(x;) = y; de grado minimo
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Problema débil (Lagrange)

(Ravi 97)
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Problema débil (Lagrange)

(Ravi 97)

Todo par (A, B) resuelve el problema
débil
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Problema débil (Lagrange)

(Ravi 97)
Todo par (A, B) resuelve el problema
débil —
x—x, 0 ... 0 1 —p ¥
(:) x—:xz 0 1 —.)/2 : 0
0 0 ox-w 1l owm/ %
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Hilbert's Syzygy's Theorem
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Hilbert's Syzygy's Theorem

m £l nicleo de esa matriz es libre de
rango 2
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rango 2

m Hay dos generadores de grados
p<N-—pu
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Hilbert's Syzygy's Theorem

m £l nicleo de esa matriz es libre de
rango 2

m Hay dos generadores de grados
p<N-—pu

m /s es el degpax minimo
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iNo hacen falta las resoluciones!

(Cortadellas-D-Montoro)
arXiv:1808.02575
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iNo hacen falta las resoluciones!

(Cortadellas-D-Montoro)
arXiv:1808.02575

m /. es el grado de uno de los restos
en el AEE mas préximos a %

mLa “p-base” son dos filas
consecutivas del AEE
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Calculo de

(Cortadellas-D-Montoro)
arXiv:1808.02575
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Calculo de

(Cortadellas-D-Montoro)
arXiv:1808.02575

min-degeum

ming{ N — deg qk(x), sk(xj) # 0V}




Calculo de

(Cortadellas-D-Montoro)
arXiv:1808.02575

min-degeum

ming{ N — deg qk(x), sk(xj) # 0V}

i(x) = Qi1 (s (X)+ris2(x) = F(x)s:(x)+g (x)t(x)
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(Cortadellas-D-Montoro) arXiv:1808.02575
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(Cortadellas-D-Montoro) arXiv:1808.02575

m [odas las soluciones débiles se
pueden parametrizar via el AEE
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(Cortadellas-D-Montoro) arXiv:1808.02575

m [odas las soluciones débiles se
pueden parametrizar via el AEE

m Encontrar y describir las soluciones
minimales se puede hacer
constructivamente
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