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6: P P2
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ma, b, c € K[Ty, Ty], polinomios homogéneos de
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Parametrizacion de curvas

6: P P2
(to : l'l) — (a(to, l'l) : b(to, l'l) : C(l’o, tl))

ma, b, c € K[Ty, Ty], polinomios homogéneos de
grado 0 > 1
m gcd(a, b,c)=1
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Un teorema de “factorizacion”
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Un teorema de “factorizacion”

. b
Existe un entero j1 < 3
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Un teorema de “factorizacion”

Existe un entero 1 < g y dos parametrizaciones
©u(to: t1), Y5, (to : t1) de grados 1o and 6 — p
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Un teorema de “factorizacion”

Existe un entero 1 < % y dos parametrizaciones

%(fo : tl)

, s—u(to : t1) de grados jv and § — p tal
que

P(to

: tl) = @M(to : tl) AN wg_u(to : tl)

= _:,,,,,,, ‘,,,,,
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Ejemplo: la circunferencia unitaria
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Ejemplo: la circunferencia unitaria
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Ejemplo: la circunferencia unitaria
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Una factorizacion menos trivial

Oty : t1) = (to* : 61’12 — 41" : 4ty — 4oty )

Teresa Cortadellas, Carlos D’Andrea, Eulalia Montoro
Cotas de grado para pu-bases de superficies paramétricas



Una factorizacion menos trivial

Oty : t1) = (to* : 61’12 — 41" : 4ty — 4oty )

~
/f‘

ooty t1) = (— 21-“0751 totl __tl)

@Dg(to,tl) = ( 2t1 Z—totl)
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Explicacion algebraica
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Explicacion algebraica

El ideal homogéneo
| = <a( To, Tl), b( To, Tl), C( T(), T1)> C K[Tg, Tl]
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Explicacion algebraica

El ideal homogéneo
| = <a( To, Tl), b( To, Tl), C( T(), T1)> C K[Tg, Tl]
tiene una resolucién de tipo Hilbert-Burch

wd,u

(a,b,c)

0— K[Tg, T1]2 ML K[TO: Tl] K[T07 Tl]

Teresa Cortadellas, Carlos D’Andrea, Eulalia Montoro

Cotas de grado para pu-bases de superficies



Explicacion algebraica

El ideal homogéneo
| = <a( To, Tl), b( To, Tl), C( T(), T1)> C K[Tg, Tl]
tiene una resolucién de tipo Hilbert-Burch

wd,u

(a,b,c)

0— K[Tg, T1]2 ML K[TO: Tl] K[T07 Tl]

{©,. s, } se llama una p-base de la
parametrizacion
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Explicacion algebraica

El ideal homogéneo
| = <a( To, Tl), b( To, Tl), C( T(), T1)> C K[Tg, Tl]
tiene una resolucién de tipo Hilbert-Burch

0 — K[To, T2 25" K [Ty, i 225 KT, Ti]

{@u, Y5} se llama una yi-base de |a
parametrizacion
Los grados (p,d — j¢) estan univocamente
determinados
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Parametrizacion de superficies
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Parametrizacion de superficies
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Parametrizacion de superficies

6. P2 s P3
(to:t1:tp) > (a(t): b(t):c(t):d(t))

ma b c, decK[Ty Ty, T5|, homogéneos del
mismo grado 6 > 1
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Parametrizacion de superficies

6. P2 s P3
(to:t1:tp) > (a(t): b(t):c(t):d(t))

ma b c, decK[Ty Ty, T5|, homogéneos del
mismo grado 6 > 1
m gcd(a, b,c,d) =1
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Algebra
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Algebra

El teorema de Hilbert-Burch ya no se puede
aplicar
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Algebra

El teorema de Hilbert-Burch ya no se puede
aplicar

b,c.d)
I+ R

0— K[To, To, To)* — K[To, T1, T K[TO, Ty, T

casi nunca es exacto
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De todos modos...

(Chen-Cox-Liu JSC 2005)
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De todos modos...

(Chen-Cox-Liu JSC 2005)

Hay una version “afin” de Hilbert-Burch:
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De todos modos...

(Chen-Cox-Liu JSC 2005)

Hay una version “afin” de Hilbert-Burch:
a .= c’?(]_7 Tl, Tg), b = b(].7 Tl, Tg), ... £ K[Tl, TQ]
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De todos modos...

(Chen-Cox-Liu JSC 2005)

Hay una version “afin” de Hilbert-Burch:
a .= c’?(]_7 Tl, Tg), b = b(].7 Tl, Tg), ... £ K[Tl, TQ]

(a,b.c.d)

0 - KTy, TP Y K71, T “25Y KT, T

es exacto
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De todos modos...

(Chen-Cox-Liu JSC 2005)

Hay una version “afin” de Hilbert-Burch:
a .= c’?(]_7 Tl, Tg), b = b(].7 Tl, Tg), ... £ K[Tl, TQ]

(a,b.c.d)

0 - KTy, TP Y K71, T “25Y KT, T

es exacto

{®, 1, x} se llama también una u-base de la
parametrizacion afin
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Aplicaciones de las u-bases
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Aplicaciones de las u-bases

dNYANX=(ab,c,d)
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Aplicaciones de las u-bases

dNYNx=(ab,c,d)
Esta factorizacion “simplifica” la
parametrizacion
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Aplicaciones de las u-bases

dNYNx=(ab,c,d)
Esta factorizacion “simplifica” la
parametrizacion

m Implicitacion

Teresa Cortadellas, Carlos D’Andrea, Eulalia Montoro

Cotas de grado para pu-bases de supe



Aplicaciones de las u-bases

dNYNx=(ab,c,d)
Esta factorizacion “simplifica” la
parametrizacion

m Implicitacion
m Deteccion de puntos singulares
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Aplicaciones de las u-bases

dNYNx=(ab,c,d)
Esta factorizacion “simplifica” la
parametrizacion

m Implicitacion
m Deteccion de puntos singulares
m [razado de graficas
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Aplicaciones de las u-bases

dNYNx=(ab,c,d)
Esta factorizacion “simplifica” la
parametrizacion

m Implicitacion

m Deteccion de puntos singulares
m [razado de graficas

..
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Cota de grado

(Chen-Cox-Liu JSC 2005)
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Cota de grado

(Chen-Cox-Liu JSC 2005)
deg(g7 b) <, d) < 0
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Cota de grado

(Chen-Cox-Liu JSC 2005)

deg(v), ¢, x) < 77

g—
U
-~
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Primeros resultados

(Cid Ruiz JSC 2019)
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Primeros resultados

(Cid Ruiz JSC 2019)

Es posible encontrar una fi-base con

deg(, ¢, x) = O(6*)
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Primeros resultados

(Cid Ruiz JSC 2019)

Es posible encontrar una fi-base con

deg(v), ¢, x) = O(0%)
m O(0%) si V2(a,b,c,d) =0
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Primeros resultados

(Cid Ruiz JSC 2019)

Es posible encontrar una fi-base con
deg (1), 6, x) = O(6%)
m O(6%%) si Vi(a, b,c,d) =10
m O(6%) si {a, b,c,d) es una
cuasi-interseccion completa general
artiniana
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En general se espera...
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En general se espera...

que las cotas sean bastante mas bajas
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Nuestra contribucion

(Cortadellas -D- Montoro)
Proceedings ISSAC 2020

https://doi.org/10.1145/3373207.3404039
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Nuestra contribucion

(Cortadellas -D- Montoro)
Proceedings ISSAC 2020

https://doi.org/10.1145/3373207 .3404039
Utilizar el Teorema de
Quillen-Suslin efectivo para
mejorar estas cotas
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Teorema de Quillen-Suslin
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Teorema de Quillen-Suslin

Conjecturado por Serre en 1955
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Teorema de Quillen-Suslin

Conjecturado por Serre en 1955
Resuelto independientemente por
Quillen y por Suslin en 1976
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Teorema de Quillen-Suslin

Conjecturado por Serre en 1955
Resuelto independientemente por
Quillen y por Suslin en 1976
Varias versiones efectivas en los 90's:

Fitchas-Galligo, Sturmfels,
Laubenbaucher-Woodburn

Teresa Cortadellas, Carlos D’Andrea, Eulalia Montoro

Cotas de grado para pu-bases de superficies



Teorema “débil”’ de Quillen-Suslin
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Teorema “débil”’ de Quillen-Suslin

Sifi,.... € K[Tl, ..., T,] no tienen ceros en
comin en K"

Teresa Cortadellas, Carlos D’Andrea, Eulalia Montoro

Cotas de grado para pu-bases de supe



Teorema “débil”’ de Quillen-Suslin

Sifi,.... € K[Tl, ..., T,] no tienen ceros en
comin en K entonces existen
fi e K[Ty,..., Ty, 2<i<m, 1<j<mtales
que
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Teorema “débil”’ de Quillen-Suslin

Sifi,.... € K[Tl, ..., T,] no tienen ceros en
comin en K entonces existen
fi e K[Ty,..., Ty, 2<i<m, 1<j<mtales
que
i h ... Iy
fr1 fo ... £
e | P e B |y
o1 foo o fom
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Quillen-Suslin efectivo

(Fitchas-Galligo Math. Nach. 1990)

fr fo ... bm
I Ll
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Quillen-Suslin efectivo

(Fitchas-Galligo Math. Nach. 1990)

fr fo ... bm
I Ll
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Quillen-Suslin efectivo

(Fitchas-Galligo Math. Nach. 1990)




Relacion con -bases
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Relacion con -bases

SiB= (BB, ...B,)c K[T]™" son las columnas
de la matriz inversa de

h h ..
1 fa ... fm

fmn fm2 oo fom
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Relacion con -bases

SiB= (BB, ...B,)c K[T]™" son las columnas
de la matriz inversa de

h h ..
1 fa ... fm

fmn fm2 oo fom

—> {B,,...,Bn} es una p-base de (fi..... 1)
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Relacion con -bases

SiB= (BB, ...B,)c K[T]™" son las columnas
de la matriz inversa de

h by
fa fo ... hp
fmn fm2 oo fom

—> {B,,...,Bn} es una p-base de (fi..... 1)
(y B codifica una identidad de Bézout para estos
polinomios (Nullstellensatz) )
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Aplicacion directa
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Aplicacion directa

Si (fi, o, f3, fa) = (a,

|0
lon
g
|

) - K[Tl, T2]
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Aplicacion directa

S (fia f.27 f37 ﬂl-) (a b [op d) < K[Tlv T2]
Asumiendo que Vi(a, b, c,d) =)
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Aplicacion directa

SI (fia f.27 f37 ﬂl-) — (27 [_)a [op g) < K[Tlv T2]
Asumiendo que Vi(a, b, c,d) =)
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Aplicacion directa

S (fia f.27 f37 ﬂl-) (a b [op d) < K[Tlv T2]
Asumiendo que Vi (a, b, c,d) =0

entonces el Teorema Efectlvo de Quillen-Suslin
implica que hay una p-base {¢, ¥, v}
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Aplicacion directa

Si (fia f.27 f37 ﬂl-) — (27 [_)a (o g) S K[Tlv T2]
Asumiendo que Vi(a, b, c,d) =)
entonces el Teorem_a _Efgct_ivo de Quillen-Suslin
implica que hay una p-base {¢, v, x} tal que

deg(o, ¥, x) = O(5%)
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Aplicacion directa

SI (fia f.27 f37 ﬂl-) — (27 [_)a [op g) < K[Tlv T2]
Asumiendo que Vi(a, b, c,d) =)

entonces el Teorema Efectivo de Quillen-Suslin
implica que hay una p-base {¢, v, x} tal que

deg(o, ¥, x) = O(5%)

Cota previa: O(6%?)
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Nuestro resultado principal

(Cortadellas -D- Montoro) Proceedings ISSAC 2020

https://doi.org/10.1145/3373207.3404039
Supongamos que (a, b, ¢, d) es un ideal radical de
dimension cero,
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Nuestro resultado principal

(Cortadellas -D- Montoro) Proceedings ISSAC 2020

https://doi.org/10.1145/3373207.3404039
Supongamos que (a, b, ¢, d) es un ideal radical de
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Nuestro resultado principal

(Cortadellas -D- Montoro) Proceedings ISSAC 2020

https://doi.org/10.1145/3373207.3404039
Supongamos que (a, b, ¢, d) es un ideal radical de

entonces existe una y-base {¢, ¥, x}
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Nuestro resultado principal

(Cortadellas -D- Montoro) Proceedings ISSAC 2020

https://doi.org/10.1145/3373207.3404039
Supongamos que (a, b, c,d) es un ideal radical de

entonces existe una ji-base {ng ¢ X} taI que

deg(o, ¥, x) = O(67)
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Nuestro resultado principal

(Cortadellas -D- Montoro) Proceedings ISSAC 2020

https://doi.org/10.1145/3373207.3404039
Supongamos que (a, b, c,d) es un ideal radical de

entonces existe una ji-base {ng ¢ X} taI que

deg(o, ¥, x) = O(67)

Cota previa: O(5°%)
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Idea de la demostracion
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Idea de la demostracion

La prueba es algoritmica.
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Idea de la demostracion

La prueba es algoritmica. Utiliza
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Idea de la demostracion

La prueba es algoritmica. Utiliza
m Shape Lemma
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Idea de la demostracion

La prueba es algoritmica. Utiliza
m Shape Lemma
m Quillen-Suslin efectivo en 2 pasos
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El algoritmo en accion
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El algoritmo en accion

a(ti. ) = 11 —4t + 342 + 4t

[_)(tl, tz) = 5—4t + 2t12 + 4ty — 2t1tp + t22
C(tl,tg) = 1+3t12 — t13+t12t2

d(tl,tg) = 7—3t1—|—t12+3t2

Teresa Cortadellas, Carlos D’Andrea, Eulalia Montoro

Cotas de grado para pu-bases de superficies paramétricas



Primer paso: Shape Lemma
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Primer paso: Shape Lemma

<§7 [_37 ¢, d> — <2_ tl—i_ t27 1+t12>
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Primer paso: Shape Lemma

<§7 [_)7 ¢, d> — <2_ tl—i_ t27 1+t12>

Tenemos
4 3 a)
2—tH+t 1 2—t + b B b
t12 1] ( 1+ t12 ) N

C
31 d
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Primer Quillen-Suslin (1 variable)
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Primer Quillen-Suslin (1 variable)

La segunda columna de

4 3
2—t+t 1
t12 1
3 1
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Primer Quillen-Suslin (1 variable)

La segunda columna de

4 3
2—t+t 1
t12 1
3 1

m solo depende de t;

Teresa Cortadellas, Carlos D’Andrea, Eulalia Montoro

Cotas de grado para pu-bases de supe



Primer Quillen-Suslin (1 variable)

La segunda columna de

4 3
2—t+t 1
t12 1
3 1

m solo depende de t;

m y el mcd de estos elementos es 1
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Simplificando
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Simplificando

Aplicando Quillen-Suslin efectivo en K[t ]
obtenemos
2—t1+t 1
—243t1 —3t, 0
4 — 31_'12 0
—5 0
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Simplificando

Aplicando Quillen-Suslin efectivo en K[t ]

obtenemos
2—tH+ b 1
—2+3t; —3t, 0
4 — 31_'12 0
-5 0

La nueva parametrizacién (equivalente) (a, b, ¢, d)
tiene los ultimos tres polinomios multlplos de
2—tH+b
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Factorizacion
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Factorizacion

Quitamos este factor.
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Factorizacion
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Factorizacion

Quitamos este factor.Nos quedan (a, by, ¢, do)
Afirmacién: Vie(a, by, o, do) =0
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Factorizacion

Quitamos este factor.Nos quedan (a, by, ¢, do)
Afirmacién: Vie(a, bo, co, do) =0
Aplicamos el Quillen-Suslin efectivo una vez més a
esta parametrizacion
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Factorizacion

Quitamos este factor.Nos quedan (a, by, ¢, dp)
Afirmacién: Vi(a, bo, co, do) = 0
Aplicamos el Quillen-Suslin efectivo una vez mas a
esta parametrizacion
“Anadimos” el factor comdn al final
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En nuestro ejemplo
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En nuestro ejemplo

= (5 — 4t + 2t12 —f—_4-t2 —2ttr + l'22, —2+ 3t —
3ty, 4 — 3t12, —5)
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Una matriz de Quillen-Suslin para este dato es
(a, b, co, d) - B =(1000)
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Una matriz de Quillen-Suslin para este dato es
(a, bo, co, dp) - B =(1000) con

5 —

Teresa Cortadellas, Carlos D’Andrea, Eu
Cotas de grado para pu-bases de superficies paramétricas

1505 | 4styty | 5401°
37 37 1369
my
60ty | 304ty 18087
37 37 1369
5 —4t; + 2t

Montoro

4051”1y

1369

1351 %y
1369

5+

150ty
37

135ty
37
45ty ty
L
45ty
37
—2+ 3

45152
37

4 — 32




Una matriz de Quillen-Suslin para este dato es
(a, bo, co, dp) - B =(1000) con

o 5 _ 150t . 45ty 540t 2 405¢26,2 135ty 0
— 37 T a3 T 1369 1369 37 )
1506, 45ty | 45ty
0 m + 37 37 37 0
o 60ty | 30t1ty 1802 | 135212 45ty 5
T3 37 1369 1369 37 5
-1 5 — 4t) + 2t —2+3h 431
125t,  100t1t, 245012 735t162  450t1°t2  135t1°t,2 18013 1354°ty°
m; = — — — —
37 37 1369 1369 1369 1369 1369 1369
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Paso siguiente
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Paso siguiente

Para producir una yi-base de (a, b, ¢, d)
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Paso siguiente

Para producir una yi-base de (a, b, ¢, d)

m quitamos la primer columna de B

Teresa Cortadellas, Carlos D’Andrea, Eulalia Montoro
Cotas de grado para pu-bases de superficies paramétricas



Paso siguiente

Para producir una yi-base de (a, b, ¢, d)
m quitamos la primer columna de B

m Multiplicamos la primer fila por el “factor
comun” 2 —t; + b

150, | 45t1ty 540152 | 405¢1%8)° 135ty

G-+ ="~ T3 + me )2 -t +n) 3722 —t + 1) , 0
150t, 451ty | 45ty
my 5+ =37 37 T 37 0
60ty | 30ty 18052 | 135°ty°2 45ty 5
37 T 37 T 130 1369 37 5
5— 4t +2t —2+3t 4 — 3t
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Nuevo cambio de coordenadas
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Nuevo cambio de coordenadas

De (2, b, c, d) a la parametrizacién original
(2, b, ¢, d)
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Nuevo cambio de coordenadas

De (2, b, c, d) a la parametrizacién original
(2, b, ¢, d)
Obtenemos v, ¢, x con

2 2
wl — 5 o 4t]_ _|_ 2t]_2 o 5t2 _’_ 130t1 o 2630t _|_ 735t t»

s . 3% 132693 1369
+585t1 " 135t1°t, o 1801, + 135t1°t
1369 2601369 60 1369 45 1369720 5
_ l'2 - titr, tl tr [
_540t1 t‘g
13
w _ 180t o 90t1t2 + 540t22 - 4051’121'22
3 T T3 1369 1369
Yy = —15+ 12t1 — bty
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¢r = 343t + 1P Bhb 45t2
o = 15

¢3 = —57°

¢4 = 6—-9f

X1 = 9-— 3t12

x2 = 0

x3 = —15

Teresa Cortadellas, Carlos D’Andrea, Eulalia Montoro
Cotas de grado para pu-bases de superficies paramétricas



Comentarios
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Comentarios

m Se puede extender el algoritmo al
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Comentarios

m Se puede extender el algoritmo al
caso (a, b, c,d) = (p, q) con cotas
que dependen de los grados de p, g
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Comentarios

m Se puede extender el algoritmo al
caso (a, b, c,d) = (p, q) con cotas
que dependen de los grados de p, g

m También a mas polinomios,
siempre en 2 variables
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Comentarios

m Se puede extender el algoritmo al
caso (a, b, c,d) = (p, q) con cotas
que dependen de los grados de p, g

m También a mas polinomios,
siempre en 2 variables

m No sabemos si las cotas son
optimas
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