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“La” pregunta

Dado un polinomio
f (x1, . . . , xn) ∈ R/Q[x1, . . . , xn]

¿Cómo se puede verificar si f ≥ 0?
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En una variable...

f (t) ≥ 0 ∀t ∈ R ⇐⇒
f (x) = f1(x)2 + f2(x)2
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¿Coeficientes racionales?

f (t) ≥ 0 ∀t ∈ R ⇐⇒
f (x) =

f1(x)2+f2(x)2+f3(x)2+f4(x)2+f5(x)2

Pourchet – 1971
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¿Menos de 5 cuadrados?

x2 + 7 = x2 + 22 + 12 + 12 + 12
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¿Menos de 5 cuadrados?

x2 + 7 = x2 + 22 + 12 + 12 + 12
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Pourchet efectivo

Input:
f (x) ∈ Q[x ], f (t) ≥ 0∀t ∈ R
Output: f1(x), . . . , f5(x) ∈ Q[x ],
f (x) = f1(x)2 + . . . + f5(x)2
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La prueba de Pourchet

f (x) = f1(x)2 + . . . + f5(x)2 ⇐⇒
f (x) = f1p(x)2 + . . . + f5p(x)2

∀p ∈ {2, 3, 5, . . . , } ∪ {∞}
Principio Local-global
(Hasse-Minkowski)

Altamente no algoŕıtmico
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¿Se la puede hacer algoŕıtmica?

p =∞
Teorema (Fácil)

f (t) ≥ 0 ⇐⇒ y 2
1 + y 2

2 = f (x) se
puede resolver en R[x ]

Demostración:
x2 + ax + b = (x − c)2 + d2 si a2 − 4b < 0

(x − a)2k = ((x − a)k)2 + 02

(u2 + v 2) · (w 2 + z2) = α2 + β2
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Casi todo p

Todo f (x) ∈ Qp[x ] es una suma de
a lo mas cuatro cuadrados si

p /∈ {2, ∞}
Cinco cuadrados alcanzan si p = 2
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Hasta 4 cuadrados es calculable

(x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 )(y 2
1 + y 2

2 + y 2
3 + y 2

4 )
= (z2

1 + z2
2 + z2

3 + z2
4 )

Teorema (Pourchet, 71)

f (x) = f 21 + f 22 + f 23 + f 24 en K [x ] ⇐⇒
lc(f ) = a21 + a22 + a23 + a24 en K , y

∀p(x) divisor primo de f (x) con multiplicidad
impar, hay una solución no trivial de
x21 + x22 + x23 + x24 = 0 en K [x ]/(p(x))
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Un criterio

Theorem (Pourchet, 71)

Sea f (x) ∈ Q[x ] \ {0}. Son
equivalentes:

1 f (x) ∈
∑

4 Q[x ]2

2 f (t) > 0∀t ∈ R, y en Q2[x ] todo
factor primo de f (x) con
multiplicidad impar tiene grado par
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Criterio útil

x2 + 7 = (x − α) · (x + α) en Q2[x ]
=⇒ /∈

∑
4 Q[x ]2

u ∈ Q2
2 ⇐⇒

u = 22a(8b + 1), a ∈ Z, b ∈ Z2
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Algoritmo

ISSAC 2023
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Suma de dos cuadrados
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Suma de 3 or 4 cuadrados
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¿Cómo usar esto para 5 polinomios?

f (t) > 0 . . . f (t)−
(

1
2`

)2
> 0

si `� 0

f (x)−
(

1

2`

)2

= f 2
1 + f 2

2 + f 2
3 + f 2

4 ??
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Algorithm 6
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Algorithm 6
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Suma de 6 cuadrados
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Conjectura
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Nuestros resultados

(CDDHM)

La conjetura funciona si
deg(f (x)) = 4k
No funciona con esta familia:

fk ,N(x) =
4x2(2k+1) + x2k+1 + 4

N2

k = 0, . . . , N ∈ N impar,N > 64
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Extensión

(CDDHM)

Teorema
Si f (x) ∈ Q[x ] de grado
d = 2(2k + 1), k ∈ N, ` ∈ N tales
que f (t)− 1

22` (t2 + t + 1)2kt2 > 0 ∀t ∈ R

entonces f (x)− 1
22` (x2 + x + 1)2kx2 ∈

∑
4Q[x ]2

si f (0) /∈ Q2
2
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Nos falta el caso

¿Qué hacer si f (0) ∈ Q2
2?

4x6 + 4x3 + 9 = (1 + 2x3)2 + 8
Conjetura
Si f (x) ∈ Q2[x ] es libre de cuadrados
y verifica que f (Q2

2) ⊂ Q2
2 entonces

es irreducible en Q2[x ]
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Idea de la prueba

(∗) 22`f (x)− (x2 + x + 1)2kx2 =
N∏
j=1

Pj(x)

[x2 + x + 1]2k [x2] =
∏N

j=1[Pj(x)]

[x2 + x + 1]2k =
∏

j1
[Pj1(x)] y

[x ]2 =
∏

j2
[Pj2(x)] =⇒ Pj1(x) de

grado par y Pj2(x) también sii (∗) no
tiene ráıces ⇐⇒ f (0) /∈ Q2

2
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tiene ráıces ⇐⇒ f (0) /∈ Q2

2

Carlos D’Andrea

Sobre el Teorema de Pourchet efectivo



Idea de la prueba

(∗) 22`f (x)− (x2 + x + 1)2kx2 =
N∏
j=1

Pj(x)

[x2 + x + 1]2k [x2] =
∏N

j=1[Pj(x)]

[x2 + x + 1]2k =
∏

j1
[Pj1(x)] y

[x ]2 =
∏

j2
[Pj2(x)] =⇒ Pj1(x) de

grado par y Pj2(x) también sii (∗) no
tiene ráıces
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De manera más general...

No se necesitan 5 o 6 polinomios
para certificar nonegatividad:
f ≥ 0 ⇐⇒ f =

∑N
i=1 f

2
i

Optimización semidefinida
(sobre R)

Sobre Q (Baldo-Krick-Mourrain
2025)
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Varias variables: más dif́ıcil

positividad vs suma de cuadrados
f (x1, x2) = 1 + x2

1x
2
2 (x2

1 + x2
2 − 3) ≥ 0

pero este polinomio no es una suma
de ninguna cantidad de cuadrados

Problema 17 de Hilbert
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R vs Q

40x4
0 + 8x2

0x
2
1 + 32x2

0x1x2 + 64x2
0x1x3

+16x2
0x

2
2 + 16x2

0x2x3 + 32x2
0x

2
3 + 2x4

1

+8x2
1x

2
2 + 8x2

1x2x3 + 16x1x2x
2
3

+8x2
2x

2
3 + 8x4

3 = f 2
1 + f 2

2 + f 2
3 + f 2

4

no se puede escribir como suma de
cuadrados en Q[x0, x1, x2, x3]
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indéterminée sur un corps de nombres
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Gracias!

http://mate.dm.uba.ar/ coalaga/
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