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Sobre corbes parametriques i poligons de Newton*

CARLOS D’ANDREA I MARTIN SOMBRA

Resum Les corbes i superficies algebraiques poden ser definides implicitament com a
solucions d’equacions polinomials i, de vegades, també poden definir-se parametricament,
mitjancant funcions racionals. Plantegem el poblema de la conversié d’una d’aquestes for-
mes de representacié a l’altra. A continuacié, explorem la possibilitat d’obtenir a partir
de les equacions parametriques i sense necessitat d’efectuar la costosa operacié de I'im-
plicitacio, un objecte proxim a les equacions implicites associades: el politop de Newton
d’una hipersuperficie donada parametricament.

Paraules clau: corba parametrica, implicitacié, politop de Newton, geometria tropical,
teoria de la interseccid

Classificacié MSC2000: primaria 14Q05; secundaria 12Y05, 52B20, 14C17

Proposem al lector el segiient problema elemental: siguin
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dues funcions racionals. Trobar el polinomi irreductible E,(x,y) € Z[x,y] tal que
E.(f(t),g(t)) = 0. En altres paraules, es tracta de determinar I’equacié implicita
de la corba plana parametritzada per t — (f(t), g(t)).

Mentre voste ho pensa una mica, aprofitarem per a introduir algunes nocions
necessaries (i una mica més) per a posar aquest problema en el seu context i
discutir-ho.

* Aquest article va ser publicat originalment en castella a Gaceta de la Real Sociedad Ma-
temdtica Espatiola, 11 (2008), 317-336.
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1 Parametritzacions vs equacions en geometria algebraica

L’estudi dels sistemes d’equacions polinomials és un dels objectius centrals de la

geometria algebraica. Per a ser més concrets, prendrem com a cos base C, el cos dels

nombres complexos. En tot cas, la majoria de les nostres consideracions continuan

sent valides si es reemplaca C per a qualsevol altre cos algebraicament tancat.
Per definicié, un conjunt algebraic de C™ és el conjunt de zeros

{xeC": fi(x) == fs(x) =0}

d’una familia de polinomis multivariats fi,...,fs € Clxy,...,x,]. Una varietat
algebraica afi és un conjunt algebraic irreductible, en el sentit que no és unio finita
de subconjunts algebraics propis.

Des de la mateixa definicié de varietat, la geometria algebraica privilegia la
representacié per equacions dels objectes geometrics. Per queé no representar-los
per parametritzacions?

Vegem com seria aix0: donada una familia de funcions racionals py,...,p, €
C(t1,...,tm), considerem [’aplicacid racional

piCm s T t=(t, b)) = (p1(E)s- - pul8)

que esta ben definida fora dels punts on el denominador d’alguna de les p; s’anul-
la. La imatge d’un tal morfisme és gairebé una varietat algebraica: precisament,
n’existeix una (dnica) varietat V' que conté a la imatge Im(p) i tal que aquesta
imatge conté un obert dens de V . Aquesta varietat s’anomena la clausura de
Zariski de la imatge de p i la denotarem Im(p).

. . .7 . 2
Per exemple, considerem 1’aplicacié racional C --» C2,t — (tfﬁ, tiﬁ) Aques-

ta parametritzaci6 és la inversa de la projeccié estereografica de dimensié 1 (figu-
ra 1). Quan t recorre C, l'aplicacié recorre tots els punts de la circumferéncia
definida per I'equacié z2 + (y — 1)2 = 1 amb l'excepcié del pol nord N = (0, 1).
De fet, és conegut que una aplicacié racional no constant p : C --» C™ (n = 2,3)
recorre tots els punts d’una corba algebraica, llevat com a maxim, d’un punt [2, 14].

F1cura 1: La projeccié esterografica de dimensi6 1

Una de les preocupacions importants de la geometria algebraica computacional
és el problema de la implicitacid, consistent en calcular equacions d’una varietat V'
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a partir d’una aplicacié6 racional p : C™ --» C™ tal que V = Im(p). La versié més
usual del problema és per hipersuperficies, és a dir, pel cas en que la codimensié
de V és 1. En aquest cas, I'ideal de definicié de V' esta generat per un sol polinomi
irreductible: es tracta llavors de calcular aquesta “equacié implicita”.

Reciprocament, és cert que tota varietat algebraica es pot parametritzar per
polinomis o per funcions racionals, almenys en un obert dens? Lamentablement, la
resposta és “no” fins i tot pel cas més simple: les corbes planes.

En un sentit estricte, una parametritzacié d’'una varietat V' de dimensio r és
una aplicacié racional p : C" --» V tal que Im(p) = V. En diem “una” i no “la”
parametritzacié perque de fet n’hi ha moltes: per exemple, donada una parametrit-
zacié d’una corba i una funcié racional ¢(t) € C(t)\ C, tenim que po ¢ és una altra
parametritzacié de la mateixa corba. Les varietats que admeten parametritzacions
reben un nom especial, sén les varietats paramétriques (o uniracionales). Si a més
la parametritzacié és invertible sobre un obert dens, es diu que és biracional i que
la varietat és racional. Les nocions de varietat parametrica i de varietat racional
coincideixen pels casos de corbes (teorema de Liiroth) i de superficies (teorema de
Castelnuovo), pero per a tota dimensié > 3 existeixen varietats parametriques que
no sén racionals.

Hem vist que la circumferéncia és una corba parameétrica. Més generalment, tota
conica (corba plana definida per una equacié irreductible de grau 2) és parameétrica.
Per a graus superiors aix0 ja no és cert. Per exemple, el foli de Descartes (figura 2)
esta definit per I'equacié 2 + 3> — 32y = 0 i es pot parametritzar per

3t 3t2
t ( —) 2
G PFERE e (2)

Tanmateix, la cibica de Fermat F = {(z,y) € C? : 23 +y® = 1}, aparentment més
senzilla, no admet cap parametritzacio.

-2 -1
I Y T B e SR

Aquesta situacié contrasta massa amb el que es passa en geometria lineal, dife-
rencial i analitica, on les varietats corresponents es poden definir tant per equacions
com en forma parametrica, almenys localment. Hi ha raons profundes perque sigui
aixi, i en part es deu a la rigidesa dels objectes de la geometria algebraica. Per
exemple, es pot veure que la ctibica de Fermat és topologicament isomorfa a un tor
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menys tres punts. Una aplicacié biracional no constant C --+ F necessariament és
un isomorfismo entre C menys un conjunt finit i F menys un conjunt finit. Si tal
aplicacié existeix, induiria un homeomorfisme entre el pla menys un conjunt finit i
el tor menys un conjunt finit, el qual és impossible. Aixi, la ctibica de Fermat no
pot ser racional i, pel teorema de Liiroth, tampoc parametrica.

En tot cas, la classe de les varietats parametriques és molt rica i important, tant
des del punt de vista teoric com practic. En disseny geometric assistit per ordinador
(CAGD per les seves sigles en angles: Computer Aided Geometric Design) les corbes
i superficies parametriques juguen un rol central, ja que proporcionen formes facils
de dibuixar. En efecte, la parametritzacié permet produir molts punts en la varietat
utilitzant només les operacions elementals ( £, x, <) del cos base. En canvi, és més
dificil produir punts a partir de les seves equacions implicites.

Un petit experiment demostra el dit: demani-li al programa de calcul simbolic
Maple que dibuixi el foli de Descartes utilitzant només 'equacié implicita 2+ —
3zy = 0.

F1icura 3: El foli de Descartes segons el comando Maple implicitplot

El resultat és pobre, especialment al voltant del punt singular (0,0) (figura 3).
Aix0 es deu a que, per a obtenir punts al foli d’aquesta manera, cal resoldre cada
vegada una equacié cubica i, els punts produits no sén racionals siné que estan en
una extensio de grau 3 de Q.

D’altra banda, per a decidir si un punt donat és o no és a la corba és millor
comptar amb l'equacié implicita. Per exemple, és immediat concloure que el punt
(—2,1) no és al foli de Descartes avaluant 'equacié: (—2)3 + 13 —3(—2) = —1 £ 0.
Si, en canvi, volguéssim esbrinar-ho a partir de la parametritzacié, hauriem que
determinar si el sistema d’equacions

2
3t _ 9 3t 1

1+13 1+13
té o no solucié per a t € C, el qual no solament és més dificil, siné que fins
i tot podria ocdrrer que el punt sigui de la corba pero no de la imatge de la
parametritzacio.

Es per aixo que, depenent del que es vulgui saber sobre una certa varietat
parametrica, pot ser convenient disposar de la representacié parametrica o de la
implicita, i certament seria util poder passar agilment d’una representacié a ’altra.
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Des d’un punt de vista computacional, la implicitacié s’obté eliminant els parametres

d’un cert sistema d’equacions. Per exemple, per calcular 1’ equaci6 del foli a partir
de la parametritzacié (2) cal “eliminar” la variable ¢ del sistema d’equacions

1+tHe—-3t=0 , (1+t3)y—3t2=0,

és a dir, trobar l'equacié en Clz,y] que verifiquen els punts (z,y,t) que satisfan
aquest sistema d’equacions. Aquesta tasca d’eliminacié pot fer-se tant amb bases
de Grébner com amb resultants [4].

El mateix procediment funciona en general. Pel cas de corbes planes, escriurem
la parametritzacié com a

r(t)" s(t)
per a polinomis p,q,r,s tals que ged(p,r) = 11 ged(q,s) = 1. Aixi, l'equacié
implicita s’obté eliminant ¢ de les equacions

() (p(t) q(t))

rt)z—pt) =0 , s(t)y—qt)=0.

Si anomenem F(z,y) 'equacié de la corba imatge, en termes de la resultant de
Sylvester es té

E(z,y)"™"?) = Res (r(t) « — p(t), s(t) y — a(t); 1)

on ind(p) > 1 és l’index de tracat (o grau) de la parametritzacié en la terminologia
de [14], és a dir, el nombre de vegades que p(t) recorre la corba quan t es mou
per C.

2 El politop de Newton de I'equacié implicita

El problema en el qual centrarem aquest article és el de determinar el politop
de Newton de l’equacié implicita d’una hipersuperficie presentada en forma pa-
rametrica. Treballarem amb polinomis de Laurent, és a dir expressions del tipus
Ty by x;2x2 on els exponents poden ser nombres enters qualssevols.

DEFINICIO El politop de Newton N(F) C R™ d'un polinomi de Laurent F €
Clzt!,..., 2" és Penvolupant convexa dels exponents en el desenvolupament mo-

nomial de F.

Per extensid, el politop de Newton N(Z) d’una hipersuperficie Z C C™ és el
politop de Newton de la seva equacié de definicié. Exceptuant un factor escalar,
aquesta equacié és tnica i per tant N(Z) esta bé definit. Per al cas n = 2 utilitza-
rem la denominacié més usual de “poligon” de Newton, en lloc de “politop”. Per
exemple, el poligon de Newton del foli 3 + 23 — 3z122 = 0 es 'envolupant convexa
Conv ((1,1),(3,0),(0,3)) (figura 4).

El politop de Newton ens diu quins sén els possibles exponents dels monomis en
un polinomi de Laurent donat: si el politop és petit llavors el polinomi és ralo, en
el sentit que té pocs monomis. Es un refinament de la nocié de grau: si anomenem
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F1curaA 4: El poligon de Newton del foli de Descartes

S := Conv(0,eq,...,e,) el simplex estandard de R™, llavors el grau d’un polinomi
és el menor enter d tal que N(F) C dS. Notem també que el politop de Newton
d’un polinomi (i a fortiori el d’una hipersuperficie aff) estd sempre contingut al
primer octant (Rx>q)™.

De manera general, el problema que ens interessa és el segiient: siguin py, ..., p, €
C(t1,...,tn—1) i considerem 'aplicaci6 racional
p:(cn_l - C" ) t:(tlw")tn—l)H(pl(t)7"'ap’rb(t))'

Suposarem que Im(p) és una hipersuperficie o equivalentment, que la matriu

jacobiana (gf? (15))Z i és de rang n — 1 per a t € C" ! generic. Volem determinar el
J )

politop de Newton d’aquesta hipersuperficie.

El politop de Newton no determina I’hipersuperficie pero reté molta informacié
rellevant. D’altra banda, calcular-lo resulta sorprenentment més senzill que impli-
citar en una gran quantitat de situacions. En el que segueix descriurem alguns
d’aquests fets.

El politop de Newton de ’equacié implicita ha despertat molt interes en els dar-
rers anys a causa de la seva connexi6 amb la geometria tropical, la combinatoria,
la teoria de la interseccié i ’algebra lineal numerica. Una versié d’aquest problema
va ser plantejada per primera vegada per B. Sturmfels i J. -T. Yu. En I'esperit de
la teoria de I’eliminacié rala, la pregunta de Sturmfels i Yu pot resumir-se en: puc
coneixer el politop de ’equacié implicita a partir dels politops de la parametritza-
ci6? De manera més formal:

1 PROBLEMA Siguin Py,...,P, C R politops enters amb interior no buit i
considerem la familia de n polinomis de Laurent en n — 1 variables
pi = Z )\i7ata S (C[titl, Ce ’tfil]
a€P;NZn—1

per al <i<mnyNq€C generics. Determinar el politop de Newton de la imatge
de la parametritzacid t — (p1(t), ..., pn(t)).

Un politop P C R"~! és enter si els seus vertexs sén a Z"~'. La hipotesi de
que els P;’s tenen interior no buit garanteix que la imatge de la parametritzacié
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és una hipersuperficie. En aquest problema, ’eleccié generica dels coeficients A; ,
(és a dir, dins d’un obert dens de lespai de tots els coeficients possibles) garanteix
que el politop de Newton de ’equacié no depen d’aquests coeficients, encara que
I'equacié mateixa si que en depen.

Com a exemple del problema que ens interessa, considerem la parametritzacio
proposada per A. Dickenstein i R. Froberg [8]:

p:C—C? | tr (#8150 00 462 403 432y (3)

Els politops de Newton dels polinomis que la defineixen sén relativament pe-
tits: Uinterval [48,63] i el punt {32}. Els exponents sén una mica grans pero de
tota manera ’equacié implicita es pot calcular utilitzant la resultant de Sylvester
corresponent; és interessant notar que ’algoritme de bases de Grobner no acaba en
temps raonable en aquest cas. Amb ’equacié a la ma (o, millor dit, a Pordinador!),
vegem que passa amb el seu poligon de Newton (figura 5). Es justament el triangle
amb vertexs (32,0), (0,48), (0,63)!

60
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F1GURA 5: El poligon de Newton de ’equacié implicita de (3)

Per que passa aix0? El problema va ser estudiat per I. Emiris i I. Kotsireas, van
aconseguir calcular aquest poligon via especialitzacions de la resultant, mostrant
aixi que és possible accedir al politop de Newton sense haver de passar pel calcul
complet de l'equacié implicita [8].

El problema va cobrar verdader impuls amb la irrupcio de la geometria tropical.
La varietat tropical associada a una hipersuperficie afi és un objecte poliédric, equi-
valent al politop de Newton en el sentit que es pot recuperar I'un a partir de ’altre.
Aquesta interpretacié permet abordar el problema amb noves eines geomeétriques i
d’aquesta forma B. Sturmfels, J. Tevelev i J. Yu van aconseguir explicitar la varie-
tat tropical associada a les parametritzacions generiques del problema exposat més
amunt [15, 16] i fins i tot han implementat en ordinador el calcul d’aquesta varie-
tat tropical i la construccié del politop de Newton a partir de la mateixa [17, 18].
Aquesta implementacié funciona satisfactoriament en dimensié baixa.

Des d’una altra direccid, A. Esterov i A. Khovanskii han mostrat que el politop
de 'equacié implicita d’una parametritzacié genérica s’identifica amb el “politop-
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fibra mixt” en el sentit de P. McMullen, donant aixi una caracteritzacié diferent
d’aquest objecte [9].

2.1 El poligon de Newton d’una corba parameétrica

Malgrat I'interes evident del cas generic, és clar que, per a poder determinar el
politop de I'equacié implicita en tots els casos, sera necessari considerar invari-
ants més fins que els politops de Newton de la parametritzacié. A continuacié
ens centrarem en el cas de corbes parametriques planes, resolt recentment en els
articles [6, 5, 15, 20].

En el cas de corbes, el poligon de Newton esta univocament determinat per
les multiplicitats de la parametritzacié. Sigui p : C --» C? una parametritzaci6
racional donada per funcions no constants f,g € C(¢) \ C. Donat un punt v € P!,
la multiplicitat de p en v es defineix com

ord, (p(t)) = (ord, (£(£)), 0rd, (g(1))) € 22

on ord,(f) designa l'ordre d’anullaci6 de la funcié f en el punt v. Recordem que
P! és la recta projectiva i que s’identifica amb C LI {cc}. L’ordre de anullacié en
v = oo d’una funcié racional § € C(t), escrita com a quocient de dos polinomis, és

ordeo(f) = deg(q) — deg(p).
Les propietats basiques d’aquestes multiplicitats son:

e ord,(p) = (0,0) per a tot v € P, llevat d’un nombre finit, i
® > e ordy(p) = (0,0).

Definim una operacié auxiliar que produeix un poligon convex a partir d’una
familia de vectors del pla la suma dels quals és zero. Sigui B C Z? una familia
de vectors que s6n nuls llevat d’un nombre finit i tals que la seva suma és (0,0).
Denotarem per P(B) C (Rx()? el (dnic) poligon convex que s’obté en: 1) rotar
—90 graus els vectors no nuls de B, 2) concatenar-los seguint las seves direccions
en el sentit contrari a les agulles del rellotge i 3) transladar-los al quadrant (R>¢)?
de manera que toquin els eixos coordenats (figura 6). La condicié que la suma dels
vectors en B sigui zero és equivalent a que el poligon es “tanqui” en finalitzar el
procés de concatenacio.

Recordem que ’indez de tragat ind(p) > 1 de la parametritzacié és el nombre
de punts en la preimatge d’un punt generic de Im(p); és a dir, el nombre de vegades
que p(t) “traga” o recorre la corba. En particular, la parametritzacié és birracional
si i només si ind(p) = 1.

La resposta al problema del calcul del poligon de Newton d’una corba plana
parametrica pot trobar-se en els treballs de Dickenstein, E.-M Feichtner, Sturmfels
i Tevelev [6, 15, 20] i també al nostre article [5].

2 TEOREMA Sigui p : C --» C? una parametritzacié racional i C :== Im(p). Lla-
vors

ind(p) N(C) = P ((ord, (p))em)- (4)
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B cC7? - 1)
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FIGURA 6: L’operacié P(B)

La “multiplicacié” ind(p) N(C) en aquest enunciat és ’homotecia de raé ind(p) del
poligon de Newton de C.

ExeEMPLE Considerem la parametritzazié

'tH< 1 t2—5t—|—2>
P tt—1)’ t '

Les multiplicitats d’aquesta parametritzazié sén
ordo(p) = (=1,-1) , ordi(p) =(=1,0) , ords(p) =(2,-1),

i ord,,(p) = (0,1) per a cada un dels dos zeros simples vy, vy de t? — 5t + 2, mentre
que ord,(p) = (0,0) per a v # 0,+1, 00, v1, v2. La figura 6 illustra aquesta familia
B de vectors i el poligon P(B) que es construeix a partir d’ella.

Gracies al teorema 2, sabem que aquest poligon és ’homotecia de raé ind(p) del
poligon N(C). Més encara, veiem que aquest poligon és no-contractil, en el sentit
que no és un multiple per un enter > 2 d’un altre poligon enter. Concloem aixi que
ind(p) =11 que P(B) és el poligon de Newton de la corba C.

Podem verificar aquest resultat comparant-ho amb ’equacié implicita:

E(z,y) =1 — 16z — 42* — 92y — 22%y — xy>. (5)
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2.2 Relacié amb la geometria tropical i amb la teoria d’interseccié

Ja hem vist i provat el plat principal; ara toca assabentar-se una mica sobre la
cuina. Hi ha dos metodes per a demostrar aquest resultat: geometria tropical i
teoria d’interseccié.

En geometria tropical, la base és el semianell (R, ®,®) on les operacions sén

r®y=min(z,y) , zOYy=r+y.

Per a simplificar I’exposicid, parlarem nom és del cas de polinomis en C[z, y], encara
que la teoria s’estén a polinomis multivariats amb coeficients en un cos proveit d’una
valoracio.

La tropicalitzacié d'un polinomi F' = 3 .7, Ajz® y¥ € Clz,y] és la funcié
concava i lineal a trossos

N

tr:R*—>R , x> @xG&ijbj = min;((a;, b;), (2, 9)), (6)
j=0

on @ és la sumatoria tropical i {,") el producte escalar usual de R?.

La warietat tropical Tp C R? es defineix com al conjunt de punts de R? on
aquesta funcié no és diferenciable. Es dedueix de (6) que 7 consisteix exactament
en la reunié de les direccions normals interiors als costats del poligon N(F). A cada
una d’aquestes direccions se li assigna una multiplicitat ms > 1 que, en el cas d’un
polinomi de C[z, y], coincideix amb la longitud entera de ’aresta de N(F') normal a
aquesta direccié. La longitud entera £(S) d’un segment enter S C Z? és la quantitat
de punts de Z? que hi ha en ell (incloent els extrems) menys 1.

FIGURA T: La corba tropical associada a (5)

La figura 7 mostra la varietat tropical associada a la corba definida per I’equa-
ci6 (5). Com veiem, la varietat tropical amb les multiplicitats corresponents, s’iden-
tifica amb els vectors a la figura 6, per la qual cosa el teorema 2 pot reformular-se
facilment en termes de geometria tropical.

Aquesta reinterpretacié permet veure al poligon de Newton com una certa dege-
neracio de la corba parametrica original i estudiar-lo amb les eines de la geometria
tropical. La demostraci6 del teorema 2 feta per Sturmfels i els seus colllaboradors es
basa principalment en Panomenat “teorema de Kapranov” [7]. Més encara, aquest
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metode els ha permes tractar hipersuperficies de dimensié arbitraria parametrit-
zades per productes de formes lineals [6, 15], generalitzant aix{ el cas de corbes
planes.

D’altra banda, al nostre article [5] proposem un metode que redueix la deter-
minacié del politop de Newton a un problema de teoria de la interseccié i, més
concretament, al calcul del nombre de solucions de certs sistemes d’equacions po-
linomials.

La funcid suport d’un politop Q C R™ que es defineix com a

hg :R" —R , z+— max{(u,z):uecQ},

és una funcié convexa i aff a trossos que caracteritza Q. Siguin p = (f, g) : C — C?
una parametritzacié racional i C = Im(p), llavors per a o € (N'\ {0})? es té

hxeey(o) = @

per a £y, 41,05 € C generics. La demostracié del teorema 2 es redueix aixi al calcul
d’aquest nombre de solucions, que, alhora, s’obté via el refinament del teorema de
Bernstein-Kusnirenko-Khovanski™ recentment obtingut per P. Philippon i el segon
autor [13].

La igualtat (7) s’estén a qualsevol dimensié. Tanmateix, aixo no ha servit encara
per calcular el politop de Newton d’altres hipersuperficies degut ’absencia d’un
analeg de lestimacié de [13] en dimensié superior.

#{(tax?y) pa’t = f(t)7y02 = g(t)a by + b + Loy = 0} (7)

3 Alguns calculs i aplicacions

Potser voste ja va arribar (o no) a la solucié del problema que li vam proposar al
principi d’aquest article. En qualsevol cas, és instructiu veure com es resol a la llum
del teorema 2. Per a la parametritzacié p = (f, g) associada a les funcions en (1)
es té

ord_1(p) = (2,-5) ordo(p) = (~1,1) ordi(p) = (~1,3), ordu(p) = (0,1),

iord,(p) = (0,0) per a v # 0,+1, 00. Gracies al teorema 2 sabem que ind(p) N(C)
s’obté girant —90° aquests vectors i concatenant-los; el poligon produit és el qua-
drilater Conv((0,0), (1,0),(4,1),(5,2)). De nou observem que el poligon és no-
contractil, llavors ind(p) = 1 i per tant aquest quadrilater és el poligon de Newton
de T'equacié implicita E(z,y) € Z[z,y] (figura 8). Aquesta equacié és combinacié
lineal dels monomis 1, x, %y, £°y? i 23y corresponents als punts enters dins del
quadrilater, i d’aqui es dedueix facilment

B(z,y) =1 — 2z + 22ty — 25y + 523y.

A manera d’exercici, convidem el lector a aplicar el teorema 2 per a calcular el
poligon de Newton de la circumferencia i del foli de Descartes a partir de les sevas
respectives parametritzacions. Aixi mateix, es verifica facilment que el poligon de
Newton de ’equacié de la corba parametritzada per (3) és el triangle amb vertexs
(32,0), (0,48) i (0,63) que es veu a la figura 5. Una vegada més, la dada addicional
ind(p) = 1 és conseqiiencia de que el poligon és no-contractil.
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FicUurA 8: Les multiplicitats i el poligon de Newton de la parametritza-
ci6 (1)

3.1 Per a qué ens pot servir coneixer el politop de Newton?

A més del seu interes intrinsec, el politop de Newton ens pot servir per a resoldre
altres problemes computacionals sobre les hipersuperficies parametriques. Assenya-
lem dues d’aquestes aplicacions.

Coneixer el politop de Newton ens permet calcular ’equacié implicita via un
algoritme d’interpolacié. Suposem que ens han donat una parametritzacio p =
(f,g) : C --» C2 i volem coneixer la seva equaci6 implicita. Si apliquem el teorema 2
obtenim immediatament el poligon de Newton @ C R2 de l'equacié que estem
buscant.

I després? Doncs bé, ’equacié ha de ser de la forma

N
E($7 y) = Z )‘jxajybj
7=0

on els (a;,b;) sén els punts enters en @ i els A\; € C sén desconeguts. Després
avaluem la parametritzacié a N + 1 punts 79, ...,7n € C per als que p(7;) estigui
definit, i obtenim un sistema lineal en els A;’s, homogeni de tamany (N+1)x (N+1):

N
E(p(r)) = ZAjf(Ti)ajg(Ti)bj =0 pera0<i<N.
=0

Si hem elegit els punts interpolacié 7, de manera prou general, el nucli d’aquest
sistema sera de dimensié 1 i 'equacié F estara univocament determinada com a
un generador d’aquest nucli. Aquest algoritme és particularment avantatjés quan
la quantitat de punts enters en el politop és petita.

Un problema que es presenta sovint en CAGD és el de determinar com es tallen
les corbes o les superficies parametriques que es volen modelar. Usualment aquest
problema es resol implicitant una de les dues varietats. Si, en lloc de coneixer
I’equacié implicita, tenim només el politop de Newton, no podrem calcular aquesta
intersecci6 pero si que podrem estimar quants punts hi ha (si la interseccié és de
dimensi6 0) o quin és el grau de la corba que resulta d’aquesta interseccié (si la
intersecci6 és de dimensi6 1).
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En el cas de dues corbes planes diferents C, D C C?, el teorema de Bernstein-
Kusnirenko-Khovanskii diu que el nombre de punts de (C\ {0})? en comu és,
tipicament, igual al volum mixt

Area(N(C) + N(D)) — Area(N(C)) — Area(N(D)) (8)

on el “+” és la suma puntual dels poligons (suma de Minkowski). Per exemple,
considerem les corbes C, D C (C\ {0})? parametritzades respectivament per

2 _ 3
t'_)(2(tt(2_1)1)’4(tt(il)15))) ’ tH(t’;’))'

La corba C és la del problema al principi de 'article. En la part esquerra
de la figura 9 veiem els poligons corresponents juntament amb la seva suma de
Minkowski. El volum mixt és ’area de la zona ratllada i és per tant igual a 2.

Com a conseqiiéncia, aquestes corbes C'i D tenen com a maxim dos punts en
comu, que sén els punts (1.33,4.22) i (4.17,0.14) (figura 9).

£

| LA, B B
=75 =50 =25 0] 25
-1
F1GURA 9: La interseccié de dues corbes parametriqu [

3.2 Parametritzacions genériques

Amb el que ja sabem, podem calcular facilment el poligon de Newton de qualsevol
corba parametrica plana que se’ns creul pel cami. En particular, podem respondre
el problema 1 per al cas de corbes planes.

3 COROLLARI (POLINOMIS DE LAURENT GENERICS) Donats D > d, E > e, si-
quin

p(t) = adtd + -+ aDtD ,oq(t) =Bt + -+ ﬁEtE c (C[til] (9)
tals que aq, ap, Be, B # 0 i ged(tp(t), t~%q(t)) = 1. Sigui p = (p,q) i C = Im(p).
Llavors

~

1

NE) = )

P((D—d,0),(0,E—e¢),(—D,—E),(d,e)).
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e E
Ficura 10: El poligon de Newton d’una parametritzacié de Laurent
generica

Aixi doncs les parametritzacions definides per polinomis de Laurent generics
produeixen, tipficament, equacions el poligon de les quals és un quadrilater (figu-
ra 10).

La demostraci6é d’aquest corollari és senzilla: d’una banda es té ordg(p) = (d, €)
i orde(p) = (=D, —F). D’altra banda, si anomenem vy,...,v, # 0 les diferents
arrels de t~9p(t) i denotem per m; > 1 la multiplicitat de v; en p, es té

ord,, (p) = (m;,0) peral<i<r

ja que p i ¢ no tenen arrels # 0 en comu. Similarment, siguin wy, ..., ws # 0 les
arrels de t~°q(t) i nj > 1 la seva respectiva multiplicitat. Llavors

ord,, (p) = (0.n;).

El teorema 2 mostra que el poligon ind(p) N(C) s’obté girant —90° i concatenant
els vectors (d,e), (—D,—E), (m;,0) 1 (0,n;) peral <i<ril <j <s. Perd
els (m;,0)’s estan tots en la mateixa direccié i per tant es concatenen junts en el
vector ) _.(m;,0) = (D —d,0). Similarment, els (0,n;)’s es concatenen en el vector
>-;(0,n;) = (0,E —e), el qual conclou la demostracié.

Més encara, es pot mostrar que per a una parametritzacié associada a polinomis
de Laurent p, ¢ com a (9), el poligon de Newton de I'equacié és

1

ind(p)

siinoméssi ag,ap,Be, Br # 0iged(t~Ip(t),t=¢q(t)) = 1. A més, si els vectors (D—
d,0),(0,E —e),(d,e) no sén collineals i p, ¢ sén generics, llavors p és birracional.

La demostracié anterior illustra un aspecte important del calcul del poligon de
Newton en situacions concretes. El poligon no depen de les arrels de p i de ¢ ni de
les seves multiplicitats, sind només del fet que sén disjuntes i que coneixem quant
és la suma de les multiplicitats. Aquest és un principi general que permet calcular
el poligon de Newton d’una parametritzacié p = (f,g) a partir de factoritzacions
parcials de la forma

f&=alp®) , g)=8]]p®)

pEP pEP

P((D —d,0),(0,E —e),(—D,—E),(d,e))
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on P C CJt] és un conjunt finit de polinomis primers entre ells, dp,e, € N i
a, € C*. Tals factoritzacions es poden obtenir utilitzant només 'operacié de
maxim comu divisor de dos polinomis en una variable i sense necessitat d’accedir
als zeros i pols de f i g, la qual cosa seria massa costosa des d’un punt de vista
computacional.

Tornant a les parametritzacions generiques, el segiient cas a considerar és el
de dues funcions racionals amb el mateix denominador. El poligon de Newton que
resulta té com a molt cinc costats (figura 11).

4 COROLLARI Donats D >d, E > e y F >0, siguin
p(t):adtd+...+aDtD , q(t):ﬂete++ﬁEtE , T(t):'}’0+"'+’}/FtF.

Siguin p = (2,2) € C(t)* i C = Im(p). Llavors

NO =

86 i només i ag, ap, Be, B, Y0, YF 7 0 it~ 9p(t),t=¢q(t), r(t) son primers entre ells.

P((D —d,0),(0,E —e¢),(F—D,F — E),(d,e),(—F,—F))

Ficura 11: El poligon d’una parametritzacié generica per funcions racio-
nals amb el mateix denominador

L’ultim cas que considerarem és el de parametritzacions generiques per funcions
racionals amb diferent denominador. El poligon que resulta té com a molt sis costats
(figura 12).

5 COROLLARI Donats D >d, E > e, F,G > 0, siguin

p(t) = aqt! + - +apt?  qt) =Bt + -+ fpt® € CtF]

r(t) =90+ +yrth , st)=6d+ - +ctY €Cl.

Siguin p = (g, g) i C =Im(p). Llavors
N(C) = @ P((D —d,0),(0,E —e),(F—D,G - E),(d,e),(—F,0),(0,-G))

si i només si ag,ap, Be, BE,Y0,VF,00,0c # 0 i t~p(t),t=¢q(t),r(t),s(t) son pri-
mers entre ells.
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Ficura 12: El poligon d’una parametritzacié generica per funcions racio-
nals amb denominadors diferents

4 El cas general vs el cas geneéric

Ara li proposem que miri en l’altra direccié: suposem que tenim un polinomi E(z, y)
del qual sospitem que defineix una corba parametrica. Com podriem esbrinar-lo a
partir del seu poligon de Newton?

Una primera pregunta natural és quines sén les formes possibles per al poligon
de Newton d’una corba parametrica. Com acabem de veure, els poligons que pro-
dueixen les parametritzacions generiques sén molt especials: tenen com a molt sis
costats, alguns dels quals estan en direccions prefixades.

Per a poder respondre a aquesta pregunta, fixem un poligon enter ) C (RZO)Q,
amb interior no buit i recolzat en els eixos coordenats. Identifiquem amb cH@nz?)
I’espai dels polinomis amb poligon de Newton contingut en ). Considerem llavors
el conjunt

Mg = {F: N(F) = Q, F defineix una corba parameétrica de (CQ} c c#@QnZY)

i sigui Mg la seva clausura de Zariski. Recordem que 0@ designa la vora del
poligon Q.

6 TEOREMA ([5]) Mg és una varietat paramétrica de dimensié #(0Q NZ?).

En particular, dim(Mg) > 3, ja que Q té almenys tres costats, ja que és un
poligon d’interior no buit. Resulta aixi que tot poligon enter, amb interior no buit
i recolzat en els eixos coordenats és el poligon de Newton d’una corba parametrica.

Com a conseqiiencia d’aquest resultat, la codimensié de Mg és igual al nombre
de punts enters en l'interior del poligon. Per exemple, el quadrilater del problema de
’inici d’aquest article és el Conv((0,0), (1,0), (4,1), (5,2)) i conté un sol punt enter
en el seu interior, i per tant la varietat Mg corresponent és una hipersuperficie.

Aquest fenomen és d’interés per al problema computacional invers a I'impli-
citacié: donat E(z,y) € C[z,y], es tracta de decidir si defineix o no una corba
parametrica i, en el cas afirmatiu, calcular una parametritzacio.

Si el poligon de Newton de 'equacié E(x,y) té molts punts en el seu interior,
llavors la probabilitat que defineixi una corba racional és baixa. Si de totes formes
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I’equacié defineix una corba racional, la parametritzacié corresponent esta definida
per #(0Q N Z?) graus de llibertat i per tant Ieficiencia del calcul de una parame-
tritzacié hauria d’estar correlacionada amb la quantitat de punts enters a la vora
de Q) i no tant amb la quantitat de punts enters en tot ().

Per A saber-ne més:
e Corbes parametriques en general: [1, 14, 21]
e Metodes d’interpolacié relacionats amb implicitacié [3, 10, 19]

e Politop de Newton de I’equacié implicita i geometria tropical: [6, 12, 15,
16, 17]

e Politop de Newton y politop-fibra mixt: [9, 11]

e Politop de Newton i teoria de la interseccié: [5, 13|
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