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El Origen de esta historia

Preparando el examen de algebra -1
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La consigna

Resolver todas las parabolas con

coeficientes enteros

entre —2y 2
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Problema general

Dado n € N, Encontrar las raices de

todos los polinomios de grado n con

coeficientes enteros entre —2 y 2




Algunos experimentos

n =10
f=-24+x—2%+22° —22* +2° — 227 + 22% — 22° — 210




n = 50

f=—2p — 48 _0p49 _ 328 9226 4 0427 024 4 425 93 4 05 4
20 + 27 4+ 28 — 229 — 2210 — £33 4 2435 4 36 237 _ 939 9440
g4l A2 4 9add | A5 46 4 050 9031 a0l 4 9012 413 4 914

0717 4 218 4 919 4 220 4 9022 1 9,23 9,30




n = 100

_ 9297 4 298 4 9499 9,100 4 220 927 L 124 4 9,25
— 9% — 2?2 4 22% + 2° + 220 — 227 — 2210 — 2280 4 2288 —

23373 L 23374 T 21.72 L 23:.67 L le68 —|—£U69 L 2$7O L 21’51 o 2:1352 o 51353 +£U6O o
2x57 . 2x56 . 21395 o 513‘59 T $61 . $63 . 51364 s $66 s 25671 T $78 s 21333 s
5834 T 51337 . 25839 - 21.40 . 21.41 e 51344 T 51347 L 251350 T 51331 L 251332 L 251311 L
51312 o x13 L 23314 e 51315 T le16 L 23317 o x19 L 2:1320 . 56'22 T 25(323 . 23330







Problema m as general

Dado n € N, Encontrar las raices de

todos los polinomios de grado n con

coeficientes enteros entre —nyn




n = 10

— 6+ 8x — x% + 1023 — 3z* + 8x° + 42°% — 927 4+ 928 — 622 + 5210




n = 50

f=—24+4 12z — 442*® — 482% — 42228 + 1522° 4 34220 + 22227 —
2422%% + 29225 + 1422 — 4023 — 48z* + 35x° + 2425 + 2727 — 328 —
1529 — 21210 4 1221 — 152°9 — 14233 + 3823% 4 1023° — 23236 +
48237 + 30238 — 23239 — 31240 4 2241 + 24242 4 92*3 — 152 — 29245 +
45246 + 40217 + 40231 — 40232 + 382 + 8x12 — 16213 — 39210 +
216 — 38217 — 218 4+ 16219 — 44220 — 20221 + 22422 + 28123 4 32430




n = 100

f=30—452 —912™ — 332" + 42" — 59279 4+ 35292 — 57248 + 492*° +
2093 — 87228 — 1622Y — 78220 — 31227 +192°Y — 73224 — 6322° + 9822 +
2923 — 9724 +472° + 4625 — 882" — 7428 — 6027 — 62210 — 27281 — 82480 —
9228 — 50277 — 41270 — 21295 + 8206 — 7207 4 75264 — 19294 — 48463 +
02255 — 18269 + 53251 + 84459 — 152°7 — 13258 — 64271 + 8420 — 54489 +

672°° — 81256 — 272°% — 61258 + 43287 + 49280 + 51284 — 12285 — 64233 +
52282 + 43270 —912™ — 9727 4+ 7625% + 14259 + 73299 — 56297 + 4127® +
73296 + 442100 4 2251 — 79252 487453 — 432 + 39252 4 50233 4 53234 +
6423° + 57236 — 57237 — 31238 4 852% 4 30240 — 4924 + 6242 — 822%3 +
34zt + 592%° 4 724 4 9127 + 592! + 58272 — 4x !t — 712 — 6821% +
742" +602'° =32 +232' - 55217+ 80520 - 322! 4172 — 1427° — 6927







La Discrepancia

e Discrepancia radial

An(fe) =24 1—e<p; <t}

e Discrepancia angular

1 a<O.< —
Aa(f) = SUPp<q<p<2r A 047; <Pk BQW&




Erdds - Tur an versi 6n “random”
f — fn — ZT'L
L(fn) :

Silog(L(f,)) = o(n), entonces
o lim, ..o Au(fn) =0

o lim, .. Ay (fn,e) =1Ve >0




Erd0s - Tur an versi on cuantitativa

2

1 — Ar(fna 6) S
ne

log L(fn)

AL < 16\/1095 L(f,)

n




Algunas consecuencias

NUmero de raices reales

<

51y/nlog(L(fn))

(Erhardt-Schur-Szego)




Algunas consecuencias I

sig(z) =1+ bz + boz” + ... tiene

radio de convergencia 1, entonces los

ceros de la sucesion de sumas parciales
se acumulan uniformemente en la

circunferencia unitaria
(Jentzsch-Szego)




Sistemas de polinomios?
(Evidencia 1)

Singularidades de curvas en el plano con coeficientes

“controlados” tienden a "equidistribuirse”

(Diaconis-Galligo)




Equidistribuci 0n

(Erd 0s-Tur an probabil istico))

i = 5 2 gy ()=0 9

lim /gdunz_/ gdp
= JcC Sl

Vg € C(C) de soporte compacto




La medida de Haar

En St ={z: |z| =1}

/ i du = S
gl

ke Z

1 = la medida de Haar en S* x S*

2




Evidencia ll

Equidistribuci on de puntos
algebraicos

Una sucesion de puntos algebraicos {pk}keN C C? tal

gue
® deg(pk) — k
® limk_>oo h(pk) =0

se equidistribuye en ST x S!

(Bil )




Dos polinomios en dos variables

fi(z,y)
oz, y)
o deg(f1) =m
o deg(f2) = no
* 2 QUE SON T, ag Y Ay ?

*log L(f;) = o(n;) = equidistribucion?




Caso particular

fi(x) = 0
f2(y) = 0

T — Ti17Tl9

Erdos-Turan se generaliza facilmente




“En general”

fi(z,y)
fa(z, y)
Ri(z) = 0
Ry(y) = 0O

“agregando” raices

se puede pasar de

a




¢, Es verdad que

e equidistribucion de R —

equidistricion de 17

olog L(f) =o(n) = log L(R) =
o(n)?




Equidistribuci 0n
Rvs f

produce
Rl (ZE)
Ri(y) =

pero no hay equidistribucion




Se necesita m as
(D-Gallig 0-Sombra)

a,b € 4,
Ra,b(f) — Hfj(xo,y()):O(t _ 513898)

Equidistribucion en
Roy(F)¥(a,b) # (0,0) =

equidistribucion en




ldea: “La tomografia”

Equidistribucion en

R p(f) V(a,0) # (0,0) <

/ x%y’ds,, — 0
(CQ

como la medida de Haar!




Control del crecimiento

(D-Gallig 0-Sombra)

L(Rqy(f)) = O(Va® + b°L(f))

Cuando la proyeccion es “propia”




Todavia nos falta definir biena L

apa, = 0 = tengo raices en el “infinito” de

C*:=C\ {0}

En dos variables, la condicion es R..(f) = 0 que mide

cuando tengo raices fuera de C* x C*




Erd 6s-Tur an random generalizado
(D-Gallig 0-Sombra)

Si fi(z,y), fo(x,y) € Z]x,y] tienen

e la cantidad “correcta” de raices en C* x C*
® soporte “propio”

e log L(f;) =o(n;), j = 1,2

entonces, las raices de f = 0 se equidistribuyen cuando

N1, Mg — OO




Erd 6s-Tur an random cuantitativo??
Para la discrepancia radial:

1 — Ag(f,e) < 8(

log(L(f1)) | 1Og(L(f2))>

T 19

Para la discrepancia angular:

PPV
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Moltes Gr acies...
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