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1. Introduccion

El propésito de estas notas es el de contestar las siguientes preguntas. Dado
un polinomio p(z) = ag + a1 + ... + a, ™ con coeficientes reales,

1. ;Cudantas raices reales tiene?

2. Dado un intervalo real [a,b]. ;Cudntas raices reales tiene p(x) en ese in-
tervalo?

3. (Es posible dar a priori un intervalo [a, b] donde p(x) tenga todas sus raices
en ese intervalo?

Queremos abordar este problema desde un punto de vista computacional. Esto
es, dados los coeficientes del polinomio ag,aq,...,a,, intentaremos responder
a estas preguntas con respuestas computables, es decir que dependan de re-
alizar finitos célculos elementales sobre los coeficientes de p(x). Por cdlculos ele-
mentales entenderemos las cuatro operaciones aritméticas bésicas (suma, resta,
multiplicacién y divisién de nidmeros reales) y ademds, por tratarse de nimeros
reales, el signo de estos nimeros serd de vital importancia.

Notar que si uno puede responder estas tres preguntas, entonces se puede
disenar un algoritmo para estimar las raices de un polinomio cualquiera con
tanta precisién como se quiera. El algoritmo seria el siguiente:

Algoritmo 1.1.

Entrada: ag,...,a, € R, e € Ryy.

Salida: N € N, I1,..., Iy intervalos reales de longitud menor que € tales que
» p(x) tiene N raices reales;

» Para cadai=1,...,N existe x; € I; tal que p(x;) = 0.



Algoritmo:
i) Calcular N (usando 1.).

it) Calcular un intervalo I donde p(x) tenga todas sus raices en I (usando
i1t) Dividir I en dos intervalos de igual longitud I e I.

i) Calcular el nimero de raices que tiene p(x) en Iy y en Iy (usando 2.).

v) Repetir iii) yiv) con Iy e Iy, e iterar esta proceso hasta obtener intervalos
de longitud menor que € donde la cantidad de raices en cada intervalo sea
0ol

La presentacién de este trabajo serd la siguiente: en la seccién 2 fijaremos
la notacién que usaremos y mostraremos algunos resultados preliminares. En
la seccién 3 demostraremos la regla de los signos de Descartes, que si bien
no resuelve completamente ninguna de las cuestiones planteadas al principio,
tiene la ventaja de ser una herramienta sencilla y practica a la hora de hacer
calculos, ademas de poder ser demostrada con técnicas elementales. En la sec-
cién 4 estimaremos el tamano de las raices reales y complejas de polinomios
con coeficientes reales y complejos en funcién del tamano de los coeficientes.
Esto servird para contestar la tercer pregunta planteada arriba. En la seccién
siguiente introduciremos algunas herramientas elementales de analisis que per-
mitirdn realizar calculos sencillos para estimar el tamano de las raices reales, y
también seran ttiles mas adelante..

La regla de los signos se generaliza naturalmente en el Teorema de Budan-
Fourier (seccién 6). En la seccién 7 presentaremos el Teorema de Sturm, que
calcula el ntimero de raices que tiene un polinomio en un intervalo cerrado.
En la ltima seccién mostraremos la implementacion de estos resultados en el
software Maple.

2. Primeras definiciones y resultados preliminares

A lo largo de estas notas consideraremos solamente polinomios con coefi-
cientes reales. En algunos casos, cuando los razonamientos valgan con mayor
generalidad, entonces usaremos el cuerpo C de los niimeros complejos.

Como estamos interesados en calcular sus raices o ceros, abusaremos del
lenguaje identificando polinomios con funciones polinomiales.

Asumimos que el lector estd familiarizado con el cuerpo de los nimeros
reales R, y con el orden total < de los nimeros reales. Usaremos algunas de las
propiedades de continuidad de funciones a valores reales més adelante.

Definicién 2.1. Un polinomio o funcién polinomial p(x) a valores reales es una
funcion p: R — R para la cual se cumple que existen ag, .. .,a, € R tal que

p(z) =ao+a1x+...+az” VreR (1)



A veces nos referiremos al polinomio p(z) simplemente como p, siempre y
cuando quede en claro cudl es la variable que toma los valores reales. Denotare-
mos con R[z] al conjunto de todos los polinomios a valores reales.

Definicién 2.2. Sea p(z) € R[z|. El grado de p, que denotaremos con deg(p)
se define como

deg(p) := méx{j: a; # 0}.
Si p es el polinomio idénticamente cero, definimos su grado como —oo. Asi, cada

vez que hablemos de polinomios de grado menor o igual que un numero entero
k, siempre estaremos incluyendo al polinomio nulo.

Lamentablemente, con la definicién que hemos dado de polinomio arriba,
no queda claro que haya unicidad en la escritura de un polinomio, es decir que
podria ser que existan ag,...,a, € Ry bg,...,b, € R tal que

p)=ap+...+apz” =by+ ... +bpz™ VzeR.

Esto atentaria contra la definicién de grado que hemos dado también, ya que
por un lado (si a,, # 0) el grado de p serfa n y por el otro (si b, # 0) serfa m.

Proposicién 2.3. Supongamos que existen ag,...,a, € R y bg,..., b, € R tal
que
plx)=ag+...+apz" =bg+ ... +bpa™ VreR (2)

con an # 0 # by,. Entoncesn=m ya; =b;Vj=0,...,n.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad m < n. Restando las
dos expresiones polinomiales que definen a p en (2), resulta

ici:ni =0 VxreR
i=0

conc¢; :=a; —b;sii=0,...,m,yc :=a; sim+1<i<n. El enunciado
quedard demostrado si conseguimos mostrar que ¢; =0V:i =0,...,n.

Demostremos entonces ahora que si g(z) := Y. cz' =0 Vo € R, en-
tonces ¢; = 0Vi = 0,...,n. La demostracién la hacemos por induccién en n.
Para n = 0, se tiene que g(x) = ¢y = OVz € R, y esto naturalmente implica que
Co — 0.

Veamos el caso general. supongamos el enunciado cierto para sumas con
n sumandos, y veamos cémo de alli se deduce el caso general. Como ¢(z) =
>oi_g¢jr) = 0Va € R, entonces también vale que g(z+1) = >7_ ¢;j(z+1)7 = 0.
Restamos estas dos expresiones y tenemos

0 = gle+1)—q(e) = Diges (2 + 17 —a9) = Ty e; () (2)a)
= XX

= X0 (o (7)) +eina () + o)) 2



La ultima expresién solamente involucra potencias de x hasta orden n — 1.
Usando la hipétesis inductiva, nos queda

141 1+ 2 n .
Ci+1< ; )+Ci+2( ; >++cn<z):O Vi=20,...,n—1.

En notacién matricial,

GO @[] [0
0 1) (’f c2 | 0
0 0 ] e 0

La matriz del sistema es triangular superior, luego su determinante es el produc-

to de los elementos de la diagonal principal: [}, (Ztl) # 0. Luego, el sistema
admite la solucién tnica ¢; = ¢o = ... = ¢, = 0, por lo tanto g(z) = ¢oVx € R
y esto trivialmente implica que ¢y también es igual a cero. O

Ejercicio 2.4. Demostrar que
(x+1) = i <‘7>xz
i=0 i)
Corolario 2.5. El grado de un polinomio estd bien definido.

El coeficiente no nulo que acompana a la potencia mas alta de x serd de
importancia para nosotros.

Definicién 2.6. Si p(z) = Y1 ja;z’ € R[z] es un polinomio de grado n,
entonces a, se llama el coeficiente principal de p(x).

Ahora vamos a definir lo que serd para nosotros la raiz o cero de un poli-
nomio.

Definicién 2.7. Un nidmero real xg € R se dice raiz o cero de un polinomio
p(x) siy solo sip(xg) =0.

Proposicién 2.8. x es raiz de p(z) € Rlz] si y solo si existe q(x) € R[x] tal
que p(x) = (x — xg)q(z)Vz € R.

Demostracion. Veamos la implicacién facil. Si p(x) = (@ — z9)q(x), entonces se
tiene trivialmente p(xg) = (xg — x0)g(xg) = 0, que era lo que queriamos ver.

Ahora veamos la otra implicacién. Supongamos p(z) = Z?:o cjzd y que
p(zo) = 0. Entonces

p(z) = p(z)—p(wo)
e (- ad)

= Y010 ¢ile —zo)riag

= (z—w0) (Z?:o Zi;& Cﬂimoj*l*i) ;

4



y el resultado vale haciendo g(z) := Y7~ (Z?:?, cjxoj’lfi) ' O

De la escritura de ¢(z) al final de la demostracién de la proposicién se deduce

Corolario 2.9. Si p(z) tiene grado n y x¢ es raiz de p(x), entonces p(z) =
(x — x0)g(x) con q(x) € R[z] de grado n — 1.

Haciendo ahora induccién sobre el grado de un polinomio, tenemos nuestra
primer cota sobre la cantidad de ceros de polinomios con coeficientes reales:

Corolario 2.10. Si el grado de p(x) € R[x] es n, entonces p(x) tiene a lo mds
n raices en R.

Como consecuencia de este corolario, tenemos un resultado que serd de uti-
lidad més adelante.

Corolario 2.11. Un polinomio con coeficientes reales que se anula en infinitos
puntos es necesariamente el polinomio nulo.

Un concepto principal en el estudio de las raices de un polinomio es el
de “multiplicidad”. Introduciremos aqui su definicién, y estudiaremos algunas
propiedades mas adelante.

Definicién 2.12. Sea p(z) € Rlz] y o € R tal que p(zg) = 0. Decimos que
xo es raiz de p(x) con multiplicidad s si y solo si p(x) = (z — xg)%q(z) con

q(zo) # 0.

De la definicién deberia quedar claro que la multiplicidad esté bien definida.
En efecto, si B
(z — 20)°q(@) = (v — 20)"q(x) Yz € R

con s > 5 (podemos suponer esto sin pérdida de generalidad) y g(xg) # 0 #
q(zg), entonces se tendrd

(x —x0)* %q(z) =q(x) Vo eR\ {xo}.

El polinomio h(x) := (z — 20)* %q(z) — q(z) se anula en R\ {zo} que es un
conjunto infinito. Por el corolario 2.11, se tiene que h(z) =0 Vz € R, lo cual
implica que h(xo) = g(xo) = 0, una contradiccién.

2.1. Polinomios y ntiimeros reales

Hasta ahora todas las propiedades que hemos enunciado valen si remplazamos
el cuerpo R de los nimeros reales y en su lugar utilizamos un cuerpo K cualquiera
de caracteristica cero. Lo que distingue al cuerpo de los nimeros reales de otros
cuerpos es la nocién de “orden” que existe entre sus elementos, y la nocién de
“completitud” de la recta real. Veremos cémo se manifiesta esto en términos de
polinomios. Los siguientes enunciados son clasicos, y su demostracion puede en-
contrarse en cualquier libro de andlisis basico. Enunciaremos y demostraremos
los resultados solamente para polinomios para no salirnos de los objetivos de
estas notas.



Teorema 2.13. Sea p(z) € R[z] y zo € R. Si p(xg) < 0 (resp. p(zo) > 0)
entonces existe & > 0 tal que p(x) < 0 (resp. p(xz) > 0) en el intervalo abierto
(33‘0 — 0,10 + (5)

Demostracidn. Supongamos sin pérdida de generalidad p(zg) < 0, el otro caso
sale multiplicando el polinomio por —1. Escribimos p(z) = ag + ... + a,z™.
Como p(xg) # 0, alguno de los coeficientes de p es distinto de cero. Supongamos
sin pérdida de generalidad que a,, # 0 (es decir, n es el grado de p).

Sea h := p(zg) < 0. Escribimos

p(x) = (p(z) = p(xo)) + p(zo) = (p(2) — p(x0)) + h-

Notar que si podemos mostrar que p(x) —p(xo) < —h/2 para z € (xg—3,z9+0),
entonces se tendra
p(z) < —h/2+h=h/2<0

en ese intervalo.
Tenemos entonces

n n j—1

p(z) —p(xo) = ) aj (xj—%) (v — 20) ZZG E7A
j=0 7=0 =0
Sean A := méax{|aogl,...,|an|} ¥ d0 < 1. Entonces, si |[x — xg| < Jp, se tiene

|x] < &0 + |zo| y podemos acotar:

j—1

Z a;aizd T < (n+ 1)2A(|zo| + o)™
=0 i=

72|
2(n+1)2A([xo|+80)™

Tomemos entonces 0 < ¢ < min {60, } Para ese valor de

vale que si |z — zg| < 4,

n j—1

[p(z) — p(zo)| = |x — w0 ZZa sl T < 8 (n 4+ 1)2A (Jxo| 4 60)" < |h|/2
7=0 i=

si | — xg| < 0, y ésto es lo que queriamos demostrar. O

Ejercicio 2.14. Mostrar que

J_ .J _ 1—1
T ZZ?O—.T JL‘()(EZEZL‘O )

Notar que no hemos usado aqui ninguna propiedad de completitud de los
numeros reales, solamente que es un cuerpo ordenado y arquimediano. El teore-
ma 2.13 también vale para polinomios con coeficientes racionales., y el resultado
que sigue también.



Corolario 2.15. Sea p(x) = ag + ... + apz™ € Rlz] con a, # 0. Entonces,
existe M > 0 tal que el signo de p(x) es el mismo que el signo de a, (resp.
(=D"ay) si x> M (resp. v < —M ).

Demostracion. Escribimos

1 1 1
p(z) =ag+ a1z + ...+ ayz” = 2" (aon—i—al — +...—|—an) Zx"q(>,
x x x

con q(t) := an + an_1t + ...+ agt™. Notar que si z > 0 (resp. z < 0) entonces
el signo de p(z) es el mismo que el signo de g(1) (resp. (—1)"¢(1)). Como
q(0) = a, # 0, entonces se tiene por el teorema 2.13 que existe § > 0 tal que
q(t) tiene el mismo signo que a, si [t| < ¢

Sea entonces M := 1. Si x > M (resp. # < —M) entonces = < 6, y de
aqui se deduce que q(%) tendra el mismo signo que a,,. O

Ejercicio 2.16. Demostrar que el razonamiento épsilon-delta también vale para
polinomios en R[z] : dado xo € R y e > 0, existe § > 0 tal que |p(x) —p(zo)| < €
si |x — x| < 0. ¢ Vale también para polinomios en Qlz]?

Teorema 2.17 (Teorema de Bolzano). Sea p(z) € R[z] tal que ezisten
xo,x1 con xog < x1, p(xo) < 0 y p(x1) > 0. Entonces existe r € (xg,x1) tal que
p(r) = 0.

Notar que este resultado ya no es vélido en Q[z]. En efecto, el polinomio
p(r) == 2% — 2 € Qa] satisface p(1) = —1 < 0y p(2) = 2 > 0. Sin embargo, no
tiene ninguna raiz racional.

Demostracion. Para demostrar el teorema de Bolzano, usaremos el teorema 2.13
junto con la propiedad de conexion de la recta real. Supongamos que para todo
r € (x1,2), p(r) # 0. Entonces se tendra que p(r) > 0 o p(r) < 0. Hagamos la
siguiente particién del intervalo (z1,z2) :

I :={r € (z1,22): p(r) >0},
I~ :={re(z1,2z2): p(r) <0}
Se tiene lo siguiente:

» Tanto T como I~ son distintos de vacio, ya que en un entorno de x;
(resp. x2), se tiene p(r) < 0 (resp. p(r) > 0).

» Tanto I™ como I~ son conjuntos abiertos, ya que en virtud del teorema
2.13, si 7 € I entonces en un entorno de r se tendra p > 0.

Luego, resulta que el intervalo abierto (x1,x2) se escribe como una unién dis-
junta de dos conjuntos abiertos It e I~, lo cual contradice el hecho de que el
intervalo sea conexo. La contradiccién proviene de suponer que no existe r € R
tal que p(r) = 0. O



3. La regla de los Signos de Descartes

En 1636 Descartes -en su libro “Geométrie” (cf. [5])- describié una regla para
acotar el nimero de raices positivas de un polinomio con coeficientes reales. La
regla es muy sencilla, lo cual la hace de mucha utilidad. Antes de enunciar la
regla, veamos una definicion preliminar.

Definicion 3.1. Dada una sucesion finita de nimeros reales xq,...,T,, lla-
maremos numero de variaciones de signo de esta sucesion, y denotaremos con
V(zi,...,2,) ala cantidad de “cambios” en el signo de la secuencia 1, ..., Ty,.

Ejemplo 3.2.
« V(1,3,-2,1,—-4,-8,-3,4,1) = 4.
» V(4,3,2,1,0,1,2,3,4) = 0.
» V(2,5,0,-2,0,-2,0) = 1.

De los ejemplos anteriores se deduce que la presencia de elementos nulos en
la sucesién no influye en el nimero de variaciones de signo (uno podria sacarlos
de la sucesién y obtener el mismo resultado).

Ahora estamos en condiciones de enunciar y demostrar el resultado de Descartes.

Teorema 3.3 (Regla de los signos de Descartes).

Sea p(x) = ag+arz+...+a,x™ un polinomio con coeficientes reales. El nimero
de raices positivas de p(x), contada cada una de ellas tantas veces como indica
su multiplicidad, es menor o igual que V(ag,...,a,). En todos los casos, es
congruente a V(ag, ..., a,) mddulo 2.

Ejemplo 3.4.

» De acuerdo a la regla de los signos, el polinomio x* + x* —x — 1 k,u > 1
tiene exactamente una raiz real positiva. De hecho, es fdcil ver que xg =
1 es esa raiz. Del teorema se deduce también (sin hacer ningin cdlculo
auziliar) que esta raiz es simple.

= En general, si A y B son nimeros reales positivos, entonces Az* + Bx™ —
x — 1 tendrd una sola raiz real positiva.

Veamos cémo se lee la regla de los signos de Descartes en los casos donde el
grado del polinomio es bajo.

Ejemplo 3.5. Sea p(z) := ag+a1x € Rlz] de grado uno. En este caso, la inica
raiz real es igual a —ag/ay, que serd positiva y si solo V(ap,a1) = 1. En este
caso, la regla de los signos se cumple con exactitud.

Ejemplo 3.6. Sea p(z) := ag + a1z + agx? un polinomio de grado 2 con coefi-
cientes reales. Vedmos caso por caso las distintas situaciones



= a9 > 0,a17 > 0,a2 > 0 (notar que es el mismo caso que ag < 0,a; <
0,a2 <0). En este caso, estd claro que p(x) > 0 Va > 0 con igualdad solo
cuando ag = a1 = ag = 0. La regla de los signos dice que no hay raices
reales en este caso.

m ag <0, a2 >0 (mismo caso que ag > 0,as < 0). Independientemente del
valor de ay, aqui el numero de variacion de signos serd igual a uno, y
es facil ver que p(0) < 0 y que p(x) tiende a infinito cuando x — +oo.
Asi que por continuidad habrd una raiz negativa y otra positiva de p(x).
La regla de los signos es exacta en estos casos.

mag > 0,010 < 0,a2 >0 (a9 < 0,a; > 0,a2 < 0). En este caso, la
cantidad de cambios de signos es dos, y la regla de los signos dice que o
bien hay una raiz real positiva doble, o bien dos raices reales positivas, o
bien ninguna. Esto puede verse sabiendo que tanto p(0) como los valores de
p(x) para |x| “grande” tienen el mismo signo, o sea que la parabola “cae”
o bien totalmente a la derecha del eje y o bien totalmente a la izquierda.
Es fdcil construirse ejemplos donde hayan dos raices reales positivas, una
sola doble o ninguna cumpliendo con esta condicion.

Observacién 3.7. Si uno quiere estimar los ceros negativos de p(x), lo puede
hacer usando la regla de los signos de Descartes con p(—zx).

La demostracién del teorema 3.3 se basa en el siguiente lema.

Lema 3.8. Sea p(z) = ap + a1x + ... + ana™ € Rlz] y ¢ > 0. Escribimos
(x—c)p(z) = bo+brz+...+bp 12" L. Entonces V(ag, ... an) < V(bo,...,bnt1)
y ademds

V(ao,...,an):V(bo,...,bn+1)+1 mod 2.

Demostracion. Supongamos sin perder generalidad que b,+1 > 0 y que ag # 0.
Sea k < n + 1 tal que el signo de b,11, by,...,bx es positivo o cero, y bg_1
es negativo. Usaremos el esquema de “la regla de Ruffini” para ver cémo se
relacionan los signos de los a; con los b;.

Tenemos entonces

bis b, b beoi ... b b
c
| bny1 bnyic+bn ... (et+be (F)etbr—y ... (x)c+br 0
Qp, Ap—1 ‘e Arp—1 Af—9 AP Qg

De este esquema se deduce lo siguiente:

= Como by,41,...,b, son positivos o cero, entonces a,...,a+1 SON posi-
tivos.



= No sabemos si a; es negativo o no, pero lo que SI sabemos es que si
@n, Gpn-1, --., G; SON PoOsitivos y a;11 es negativo, entonces b;_1 es nega-
tivo.

= Reciprocamente, si a; es negativo y a;41 es positivo, entonces b;_; es
positivo.

De aqui se deduce intuitivamente (y se puede hacer una demostracién inductiva
de este hecho) que cada cambio de signo de la secuencia ay,, . . ., ag viene inducido
por un cambio de signo en la secuencia b,1,...,by. Luego,

V(ao,--yan) < V(boy - bosa).

Para culminar, solo hay que chequear la paridad, pero esto es trivial si se

tiene en cuenta que a, = b,y1 > 0y que bg = —cag # 0, asi que V(ag, - ..,a,)
tiene distinta paridad que V' (bo, ..., bpt1). O
Ejercicio 3.9. Demostrar que V(aq,...,an) es par si y solo si aga, > 0.

3.1. Demostracion de la regla de los signos de descartes
(teorema 3.3)

Supongamos que 1, ...,z son todas las raices positivas de p(x) contadas
con su multiplicidad. Entonces, usando iteradamente el corolario 2.9, se tiene
que

p(x) = (x — 1) ... (v — zx)q(x) (3)

con ¢(z) un polinomio con coeficientes reales sin ninguna rafz positiva. Escribi-
mos q(z) = 2*(qo + @z + ... + qgs°) con qo y ¢s distintos de cero.

Notar que el producto g ¢s tiene que ser positivo, sino se tendria ¢(0) y ¢(M)
con signos distintos, para M grande (por el corolario 2.15)y eso implicaria, por
el teorema de Bolzano (teorema 2.17), que ¢(x) tiene una raiz positiva.

Entonces, por el ejercicio 3.9, resulta que V(qo,...,qs) es par. El teorema
resulta aplicando V' a los coeficientes de p(x), usando la identidad (3), el lema
3.8 e induccién.

Ejemplo 3.10. Consideremos el polinomio
p(x) =2 + 2% - 3% + 2t 2% — 222 42 - 2.
La variacion de signos de los coeficientes de p(x) es 5. Por otro lado,
p(—z) = —a't 4 2® 4325 2t — 23— 227 — 2 — 2,
que tiene como variacion de signos 2. Luego, podemos concluir lo siguiente:

= La cantidad de ceros positivos de p es uno, tres o cinco.
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= La cantidad de ceros negativos de p es cero o dos.
= p tiene al menos cuatro raices complejas no reales.

Mads adelante estudiaremos las raices de este polinomio con mds detalle.

Ejercicio 3.11. Verificar la regla de los signos de Descartes con cada una de
los siguientes polinomios de grado dos:

w 822 -8z +1,
w 4x? —dx 41,

w 22—+ 1.

4. Cotas sobre el tamano de las raices

En esta seccién vamos a ocuparnos de resolver el problema de encontrar una
estimacién sobre el tamano de las raices de un polinomio antes de comenzar
a calcularlos. La idea es dar cotas superiores para el tamano de las raices en
funcién de los coeficientes. Las dos proposiciones siguientes también valen para
polinomios con coeficientes complejos donde se debe reemplazar la funcién “valor
absoluto” por la funcién “moédulo”. Los enunciaremos y demostraremos con toda
generalidad.

Proposicién 4.1. Sea p(z) :=ap+ ...+ anz™ € C[z] con a,, #0. Si zp € C es
una raiz de p, entonces

|z0§méx{1, |ao|+|a1|+...+|an_1|}- (4)

|an|

Esta cota es bastante razonable ya que por ejemplo si uno toma el polinomio
lineal p(z) := z — M, entonces para valores grandes de M la tdnica raiz de p
coincide con la cota superior de (4)

Demostracion. Vamos a usar la desigualdad triangular para ntimeros complejos
que dice que para todo par de ntimeros complejos z1, zo, |21 + 22| < |z1] + |22
Miés en general, se tendrd |23 + ... + zn| < |21] + ... + |2x| para n ntimeros
complejos z1, ..., 2n.

Supongamos zp # 0 sino el resultado es trivial. Como p(zg) = 0, entonces

n—1
—apzy = E a;z},
=0

O Ssea



Dividiendo por 2§~ miembro a miembro, se tiene

a; i_n
ZOZ—ZiZé +1. (5)

Qn

Ahora vienen las estimaciones. Si |zp| < 1, no hay nada que probar porque la
cota que figura en (4) es mayor o igual que uno. Supongamos entonces |zo| > 1.

7n+1| _ 1
- ch)zflfj

Luego, para todo j =0,...,n— 1, |2 < 1. Tomando médulos

miembro a miembro en (5), aplicando la desigualdad triangular y la estimacién
que hicimos recién, se tiene

n

n n
Qi ina1 "y N as
|ZO‘:§:jZ(J)n+ SE: J‘Zén+‘§§: J,
a a a
j=0 " j=01"" j=017"
que es lo que queriamos demostrar. O

Una cota més simple para el tamano de todas las raices (reales y complejas)
de un polinomio es la siguiente:

Proposicién 4.2. Sea p(z) :=ag+ ...+ anz" € C[z]| con a, # 0. Si zp € C es
una raiz de p, entonces
b ©)

Esta cota también es bastante efectiva (en el sentido de que lo que estamos
poniendo en el miembro derecho de (6) no lo podemos mejorar). Vedmoslo con
un ejemplo.

Ap—1
GQnp

ge ey

|z0|§1+méx{ a4

n

Ejemplo 4.3. Consideremos el polinomio py(z) := ™ —M (ac"_l +...+z+ 1)
con M € R, M > 0, es facil ver que tiene una raiz real en el intervalo (M, M+1).
En efecto, se tiene p,(M) =M™ —M(M" +.. .+ M+1)=—(M""1+... +

M) < 0. Por otro lado, como p,(x) = z™ — M””;__ll para x # 0, entonces

(M+1)" -1

n — 1) —
(M 41) = (M +1)" = M=

=M+1)"—-(M+1)"+1=1>0,
asi que por el teorema de Bolzano, hay una raiz x,, en ese intervalo (si hubiera
mds de una, llamaremos x,, a la mds grande). La sucesion {x, }nen estd acotada
y siempre contenida en el intervalo (M, M + 1). Por compacidad, existe una
subsucesion {xn, }ren que converge a un nimero real. ;Cudl es este nimero real?
Supongamos que M > 1y que £ := limy_,o %n, . Notar que se tiene x, > M > 1,
ast que £ > M > 1. Observemos que

Ty, "* — 1
T, = M—TE——.
Tpy, — 1

12



Dividiendo todo por x,, ™* resulta

1— 1
Ty, "k M

- )
Tpy, — 1 (-1

1=M

y de aqui se deduce que £ = M + 1. La conclusion es que uno puede encon-
trar raices de polinomios pp(z) tan cerca de M + 1 como quiera, tomando n
suficientemente grande.

Demostracion. Tomemos zg rafz de p, y expandamos p(zp) = 0 de la manera
siguiente

-1
An2y + Gn-12y ...+ a1z0+ ao = 0,
an—1 _n—1
20+ ity Pt 2 = 0,
An—1 Ap—2 ar ag
(...((z0+ o= )zo+—an>zo+...+an)zo+an = 0,
0 sea

Gn—1 (n—2 ai aop

(Z()+ )Zo+ 20+...+— | z2g=——,

an, Qn, Qn, an,

y tomando moédulo miembro a miembro resulta.

Ay — Ay — a
‘(((20-’- nl)Zo-l— n2>20—|—..,+1>
Ganp GQnp Ganp

. Entonces, para que se cumpla la igualdad de arriba,

ao

(7)

|z0] =

n

Supongamos |zg| >

a0
an
debe tenerse que

’(...((zo—l-an1)zo+an2)zo+...+al>’<l.

2 Ganp anp

Ademsds (usando la desigualdad triangular) se tiene

QAgy — [ P a Ay — Ay a
‘(.,.((z0+ n 1)z0+"72)z0+,.,+—2) (.,.((z0+ n l)zo+n72)z0+..,+—1)‘,
an an an

a1

|z]— <

0 sea
Ay G a a
‘(((204— n 1)Zo—|— n2>20—|—,.,—|—2> |Z‘S1—|—71
(07%% Ay, (279 n
Si|zo] <14 t% no hay nada que probar. Supongamos que valga lo contrario,

entonces se tendra como antes

Ay — Ay — a
<<(2’0+ n1)20+ n2>20+..,+2
n Gnp Gnp,

<1,

e inductivamente se ve que uno puede repetir todo el razonamiento de arriba, y

si|z0] > 14 ,7=0,...,n—1, entonces no se puede cumplir (7). O

aj
Qn
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4.1. Cotas para raices reales positivas

Si uno considera polinomios con coeficientes reales, hay otros métodos mas
exactos que hacen uso de teoremas de cambio de signo de coeficientes que son de
utilidad para detectar mejores cotas para la cantidad de raices reales. De todos
modos, esto no significa que tales raices existan.

Observemos nuevamente que es suficiente con conocer cotas superiores para
las raices positivas de p(x), ya que haciendo ¢(z) := p(—z) se tendrd que las
raices positivas de g(x) serdn las raices negativas de p(x).

Teorema 4.4. Sea p(z) := a,z™+...4a1x+ag € Rlz]. Supongamos que a,, > 0
y que hay al menos un coeficiente negativo. Sean iy := max{i, a; < 0} y M :=

méx{|a;| : a; < 0}. Sir es un cero positivo de p(x), entonces r <1+ """ﬁ/M

an

Esta claro que para tener raices positivas, al menos uno de los coeficientes
tiene que ser negativo. Por otro lado, el ejemplo 4.3 muestra que la cota que se
ofrece aqui es ptima.

Demostracion. Sea r > 1, tenemos entonces

p(r) = anr™ + ...+ a1t Faz 4. ag > apr™ — M(r' . 4+ 1)

plotl _ 1
=a,r" — M-———
)

r—1

riotl_g
r—1

ahora que r > 1+ ”‘iﬁ/ GM Entonces, se tiene que a,(r — 1)"~% > M. Ahora,
como r >1r — 1 > 0, entonces

con lo cual si a,r™ — M > 0, entonces se tendra p(r) > 0. Supongamos

apr" "0 — 1) > ap(r — )"0 (r — 1) > M,

luego
,’,’i0+1 ,’,i0+1 _ 1
anr> M > M ,
r—1 r—1
y esto es lo que queriamos demostrar. O

Veamos otro resultado en esa direccién.

Teorema 4.5. Sea p(z) := ana™ + ... + a1z + a9 € Rlz]. Supongamos como
antes que a, > 0 y que hay al menos un coeficiente negativo. Sean

85 = Z a;, y R:=max{|a;|/s;: a; <0}

3>1,a;>0
Si p(r) =0, entonces r < 1+ R.

Nuevamente en este caso, el ejemplo 4.3 muestra que la cota es 6ptima.
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Demostracion. Escribimos p(z) = Zaj <0 ajzi + Za7<o ajz?. Usaremos la iden-
tidad: '
"=z . e+ 1)+1

sobre las potencias de z7 con exponente positivo:

p(z) = Zaj>0 aj(l+@—-1)(@ 1+, +z+1)+ Zaj<0 ajzd
- ; ,
= Za_7~>0 Yicoaj(1+ (z—1)a") + Zaj<0 a;jx’!

= Yiosil+(z—1)2") + 3, a2’

la;|

Supongamos ahora r — 1 > S para todo j que verifique a; < 0. Entonces se
tendra . ' ' .
si(r=1r? > |a;|r? <= s;(r—1)r" +a;m7 >0,
con lo cual
p(r) =Y (aj+s;(1+(r—1))r7+ > si(1+(r—1)r') >0,
a; <0 a; >0
es decir, r no puede ser raiz de p. O

Ejemplo 4.6. Examinemos las cotas superiores para las raices reales positivas
de
p(x) =2t + 2% - 325 + 2t + 23 - 227 42— 2.

De acuerdo con la notacion del teorema 4.4, se tiene ioc =5 y M = 3. La cota
que obtenemos entonces es de 1 + NEXS 2,147202690.
Veamos ahora como sale la cota del teorema 4.5. Alli se tendrd sy := 5, 9 :=

4, 85 : =2y
2 23 1
Ri=méx{=, >, 24 =2,
e { 545 } 2
En este caso, la cota para las raices positivas es un poco mejor: 1 + % = %

Con la ayuda de Maple, vemos que p(x) tiene una tnica raiz real que es
aproximadamente igual a 1,112163122.

4.2. Cotas generales

Supongamos que podemos conocer solamente cotas superiores para raices
positivas de polinomios. Veamos cémo ello nos permitird estimar mejor las cotas
inferiores de raices tanto positivas como negativas.

En efecto, dado p(z) € R[z] de grado n, consideremos

pi(z) = a"p (%) )
pa(z) = p(—x),
ps(x) = :L’"p(f%) .
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Sea N una cota superior para las raices de p(z), y para cada i = 1,2,3, N; una
cota superior para las raices de p;(x).

Teorema 4.7. Con las definiciones y notaciones anteriores, las raices reales
de p(x) (si las hubiere) se encuentran en la unidn de intervalos disjuntos

1 1
Ny, —— — NJ.
( > N3>U(N1’ )

Demostracion. Supongamos que r es una raiz positiva de p, entonces sabemos
que r < N. Por otro lado, % es rafz de p;(x), asi que entonces se tiene % < Ny, es
decir N% < r. El otro caso sale por simetria, recordando que las raices negativas
de p(z) son las raices positivas de p(—zx). O

Ejemplo 4.8. Sea p(r) := 27 — 25 + 2° 4+ 22* — 323 + 422 + 2 + 2. Calculamos
los otros polinomios de la secuencia:

pi(r) = 207428 +425 — 32 + 223 + 2% — 2 + 1,
pa(x) = —a" — 2% — 25+ 221 4+ 323 + 422 — 2 + 2,
p3(r) = —227+ 25 —4x5 —32* — 223 + 22+ + 1.

Encontremos primero cotas superiores para raices positivas de p. Usando el teo-
rema 4.4, tenemos ig = 6 y M = 3. La cota que obtenemos entonces es de
1+ v3=4.
Veamos ahora como sale la cota del teorema 4.5. Alli se tendrd so =9, s3 =
4, s¢ =1y R:= mzix{%, %, %} =1, asi que la cota N es 2 en este caso.
Veamos ahora los otros polinomios.

= Con py se tienen ig =4, M = 3. La primer cota es entonces 1 + {/3/2 ~
2,144714242. Por otro lado, se tiene R := méx{%, 5} = 2. Luego, la
mejor cota en este caso es Ny =1+ % = 1—30.

= Para usar los teoremas 4.4 y 4.5 tenemos que tener el coeficiente prin-
cipal positivo, asi que tomaremos —ps y —ps3 en lugar de los polinomios

originales. Para —po se tiene: ig = 4, M = 4, R = méx{%, %, %%} = %.
La cota del teorema 4.4 da 1+ /4 ~ 2,587401052, la otra cota es 1 —|—% =~

2,333333333 asi que Ny = %

= Resta hacer las estimaciones con —p3 : 19 =6, M =1, R = méx{ﬁ, %}

%, las estimaciones son entonces 1+ v1 =2y 1+ % = %7 luego N3 =

[SJ[eY

De acuerdo al teorema 4.7, las raices reales de p (si las hay) se encuentran en
la union de intervalos (—%, —%) U (1—3’0,2) . Con la ayuda de Maple, vemos que
p(x) tiene una dnica raiz real que es aprorimadamente igual a —1,415908917.

Ejercicio 4.9. Calcular cotas superiores e inferiores para los polinomios del
ejercicio 4.0.
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5. Derivadas de un polinomio. Formula de Tay-
lor

En esta seccién introduciremos el importante concepto de derivada de un

polinomio, y sus aplicaciones al estudio del crecimiento de funciones, desarollo de

Taylor, y tamano de las raices reales de un polinomio. Mas adelante también se
veran aplicaciones de este concepto en los teoremas de Budan-Fourier y Sturm.

Definicién 5.1. Sea p(z) := 3°7_ ajz? € Rz]. La derivada de p que denotare-
mos con D[p(x)] o p'(x) es, por definicidn,

Dlp(x)] =p(z) :== Y jaa’~" € Rla].
j=0

Definicién 5.2. Inductivamente se definen la derivada sequnda de p que deno-
taremos como p” de la manera siguiente: p” := DI[p'], y en general

p(j) =D {p(jfl)} ji=12...

Por definicion hacemos p'® :=p, p’ :=pM), p” == p@ p" = p®),
Ejercicio 5.3. Mostrar que p\9) =0 si j > deg(p).

La reciproca del ejercicio 5.3 también es cierta, y nos sera de utilidad maés
adelante para demostrar la férmula de Taylor.

Lema 5.4. Sea p(xz) € Rlz] un polinomio de grado menor o igual que n, y
supongamos que existe g € R tal que p(j)(xo) = 0,5 =0,...,n. Entonces se
tiene que p(x) = 0Vz € R.

Demostracion. Supongamos que p(z) = ag + ...+ axz® con k <ny ap # 0 (es
decir, supongamos que p(z) no es el polinomio nulo). Inductivamente, se puede
mostrar que

k
P (@)= L(l—1)...({—j+1D)ap"™7 j=0,1,....k,
£=0

O sea .
) — -\ £—j .
P (@) => ]-(.)aﬂ ji=0,1,... .k
£=0 J

Al plantear p®) (z0) = 0, p*~D(x9) = 0,...,p (z0) = 0, p(zo) = 0, nos queda
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la siguiente igualdad matricial

[ klag 0 0 o 07T 1T [
k=G Dar—1 (k=115 ar 0 o 0 o
k=21 Dar—e (-2 Dar—r (k-1 )ax ... 0 L | =

k1

L agp a1 a2 ...oag 1L Ty L

O

El determinante de la matriz cuadrada es una cierta constante no nula por
ax, que asumimos que era distinto de cero, asi que el sistema homogéneo asociado
deberfa tener solucién unica (la solucién trivial). Por otro lado, el enunciado nos

dice que el vector (1, o, ...,xf) también es solucién (no trivial) del sistema,
asi que hemos llegado a una contradiccién. El absurdo proviene de suponer que
existe ay # 0, asi que se debe de tener a; =0Vj =0,...,n.
Ejercicio 5.5. Demostrar que para todo j =0,...,k, si p(x) = Z?:o arx®,
k
p(x) = 0t —1)...(0—j+ a7 j=0,1,... .k
£=0

Veamos ahora algunas propiedas de la derivada que nos seran utiles més
adelante.

Proposicién 5.6. Si pi(x), p2(x) € Rlz], entonces

Dlp1 +p2] = Dlp1]+ Dlpa],
Dlpip2] = Dlpi]p2 +p1Dlpa]

Demostracion. Supongamos n := max{deg(p;), deg(p2)}. Entonces escribimos
n ) n ]
p1(x) == Zajmj, pa(x) = Z bx’
Jj=0 j=0

haciendo a; := 0 o b; := 0 para valores grandes de j si fuera necesario. Luego,

Dlpipa) = D[S ola;+b;)a] = 5o i(a; +b;)ai !
= Z;'L:o jajxj_l + Z?:O jbjaij_l = D[p1] + DLPQL

asi que la primer parte del enunciado sale elementalmente.
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Para ver la segunda propiedad, Calculemos primero

Dlajz'bja’] = Dlaibjz"™] = (i + jlabja’H—1 _ _
= da;x"" b2t + a;x'jajai ™! = Dla;x')bja? + a;x' D]bjal],

asi que el enunciado vale para el producto de dos términos cualquier de p; y ps.
En el caso general, usando la validez de la primer propiedad y lo que acabamos
de demostrar recién, se tendra

Dipp] = D [(Sipaa’) (Sioobse’ )| = D [Ty mattya]
= %, D el = ¥, Dlawlbal + T, a Dl
= (S Dlasa]) (55,0507 + (g asa’) (5, Dlby)
= D[S i) ($;b507) + (Siy ') D[ b0 |

= Dipi]p2 + p1D[p2].
O

Esta propiedad clave nos permitird dar algunos criterios para relacionar
raices de p con multiplicidades.

Lema 5.7. Sea xg € R y j € N. Entonces
D[(z— :Uo)j] =j(z —x) L.
Demostracion. Por induccién en j. Para j = 1 se tiene
D[z —zo] =1=1(x —20)' 1,

asi que el enunciado vale. Para el caso general, usamos la hipétesis inductiva y
la propiedad sobre la derivada de un producto:

D[(z—x0)] = Dlx— o) (% — 20) 1] '
= 1(z—20) "+ (z —x0) (j — (& — )2
= jla— o)
que es lo que queriamos mostrar. O

Esencialmente el lema 5.7 dice que la derivada “baja” en uno la multiplicidad
de una raiz, cuando el polinomio es de la forma (z —z()™. Veamos que esto pasa
en general.

Proposicién 5.8. Sea p(x) € Rlz] un polinomio de grado n, y xg € R una
raiz de p. St xy tiene multiplicidad j, entonces xqy es raiz de p’ con multiplicidad
j—1.
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Demostracion. Si xq tiene multiplicidad j, entonces p(z) = (x — x¢)7q(z), con
q(zo) # 0. Calculemos ahora p’(z) usando la férmula del producto y el valor de
la derivada en potencias de (z — xg) :

P(z) = jl@—=zo) lq(x) + (z —20)q ()

= (z—z0)’ ™" (jg(z) + (x — 0)¢ (7)) ,

o sea p'(z) = (z — x0)? " 1(z) con ¥(z0) = jq(z0) # 0, asi que xq es rafz de p’
con multiplicidad 7 — 1. O

Este teorema nos da un criterio simple para calcular la multiplicidad de un
polinomio.

Corolario 5.9. Si zg € R es raiz de p con multiplicidad j, entonces p(xo) =
P'(20) = ... = pV=D(z0) y pP(zo) # 0.

Demostracion. Hacemos induccion en j. Para j = 1 se tiene
p(x) = (z — o)q(x),

con ¢(xg) # 0. Ahora, por la regla del producto,
p'(x) = q(z) + (x — z0)q (2),

luego p’(zo) = q(xo) # 0.

Veamos ahora el caso general, si z( es raiz de p con multiplicidad j, entonces
por el lema anterior resulta que zg es raiz de p’ con multiplicidad 7 — 1, as{ que
por hipétesis inductiva se tendra

D[p|(zo) = 0,..., DY p)(zo) = 0, DU~V [p'](x) # 0,
por lo tanto

p(mo) = 0) p/(l'o) - 07 p//(x()) = 07 .. p(J_l)(J?O) — 07 p(j) (.’170) 7é 0
que es lo que queriamos mostrar. O

La reciproca del corolario 5.9, saldrd mas adelante, como corolario inmediato
del teorema de Taylor.

Ahora estamos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema sobre el
desarrollo de Taylor de un polinomio alrededor de un punto cualquiera.

Teorema 5.10. Sea p(x) € R[z] un polinomio de grado menor o igual que n, y
xo € R. Entonces

(n)
(x—x0)%+.. .+pT(|x0)(zfa:0)” Vz € R.

p(x) = p(xo)+p (o) (x—0)+
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Demostracion. Sea

p//(xo)
2!

(x—z0)? +...+ -

q(z) := p(xo) + p'(z0)(z — o) + (x — x0)"™.

Es facil ver que ¢ es también un polinomio de grado menor o igual que n,
y ademds q(z¢) = p(x0), ¢'(z0) = p'(x0), ..., ¢ (20) = p™(20). Haciendo
h(z) := p(x) — q(x) se tendra que h es un polinomio de grado menor o igual que
n, y ademads h(j)(xo) =0 para j = 0,...,n. Por el lema 5.4, se tiene que h es
el polinomio idénticamente nulo, con lo cual resulta p(x) = h(z), que es lo que
queriamos mostrar. O

Ahora si estamos en condiciones de enunciar la reciproca del corolario 5.9.

Corolario 5.11. Si p(z¢) = p'(20) = ... = p¥) (x0) y pUtV (z0) # 0, entonces
xg es raiz de p con multiplicidad j.

Demostracion. Haciendo el desarrollo de Taylor alrededor de xg, se tendra

(j)(xo)

pte) = (o =0y (P2 4 (0 = i)

con A(x) € R[z]. Como por hipétesis pl)(xq) # 0, entonces de acuerdo a la
definicién 2.12, la multiplicidad de x¢ como raiz de p es j. O

Antes de continuar con un estudio mas profundo de la relacién entre las
derivadas de un polinomio y su crecimiento, veamos un criterio bien sencillo
sobre cudndo un nimero real es cota superior de todas las raices (no solo las
positivas) de p, atribuido a Newton.

Teorema 5.12. Sea p(x) = anz™ + ...+ ag € Rlz] con a,, > 0. Supongamos
que existe ©o € R tal que p(xg) > 0, p'(z) > 0, ..., p* Y (xg) > 0. Entonces
todas las raices reales de p (si las hay) son estrictamente menores que x.

Demostracion. Para la demostracion usaremos la férmula de Taylor dada en el
teorema 5.10. Se tiene
(™ ()

(m—x0)2+...+T(x—a:0)”.

p/l (1,0)
2

p(x) = p(xo) + p' (o) (x — x0) +

A la luz de esta formula y de las hipdtesis del teorema, estd claro que, si tomamos
r > x0, entonces (r—x0)’ > 0Vj > 0, y como ademés pi/)(zg) >0Vj =0,...,n
(p™(x0) = nla, > 0), resulta

0 sea que 7 no puede ser una raiz de p. O

21



Ejemplo 5.13. Consideremos p(z) = x° + 22* — 523 + 822 — Tx — 3. Tenemos
entonces

P (x) = 5zt + 8% — 1522 + 162 — 7,
p’(x) = 2023+ 2422 — 30x + 16,
p"(z) = 6022+ 48x — 30,

p®(z) = 120z + 48,

p®(z) = 120.

Y ademds
p(2) = 39, p'(2) = 109, p”(2) = 212, p"(2) = 306, p(2) = 288.

Asi que 2 es una cota superior para todas las raices de p.

Para conseguir cotas inferiores, consideramos pa(x) = p(—z) = —2° + 2% +
523 + 822 + Tx — 3. Si queremos volver a aplicar el teorema de Newton para este
caso, el coeficiente principal tiene que ser positivo, asi que lo que hacemos es
reemplazar ps por —ps. Esto, claro estd, no afecta a las raices de este polinomio:

—pa(x) = a®—22* — 523 —82% — Tz + 3,
—ph(x) = Baxt—8x% —152% — 162 — 7,
—py(z) = 20z3 — 242 — 30z — 16,
—py'(x) = 6022 — 48z — 30,

—p(x) = 1202 — 48,

—p(x) = 120.

Para x = 4 se tiene

0 sea que 4 es una cota superior para las raices de pa o equivalente —4 es una
cota inferior para las raices de p. Por ultimo, calculando los polinomios

pr = 3a® + Tzt — 83 4+ 522 — 22 — 1,
ps = 3x° —Tax* — 83 — 522 — 22 + 1,

y aplicando el método de Newton para las cotas superiores de las raices positivas
de estos polinomios, hallamos 1 y 4 como cotas, respectivamente. Por el teorema
4.7, las raices reales de p(x) se encuentran en (—4, —%) U (1,4).

Con la ayuda de Maple, podemos ver que este polinomio tiene tres raices
reales que son aproximadamente:

1,306817217, —0,3023381600 — 3,907800491.

5.1. Derivadas Sucesivas y Crecimiento

Hasta ahora todos los resultados sobre polinomios y derivadas que hemos
dado son vélidos en cualquier cuerpo de caracteristica cero (excepto el teorema
5.12 que vale en cualquier cuerpo ordenado sin ninguna condicién de arquimedi-
aneidad o continuidad). Los enunciados que veremos ahora usardn un poco mas
la propiedad de los nimeros reales de ser un cuerpo ordenado, y la relacién de
las derivadas de un polinomio con su crecimiento.
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Teorema 5.14. Sean p(x) € Rz] y xo € R tal que p'(xo) # 0. Entonces, si
p'(xo) > 0 (resp. p'(x9) < 0) existe un entorno de xg tal que si x1 estd en ese
entorno y x1 < xg entonces p(x1) < p(xg) (resp. p(x1) > p(xo)), y i xo < 71
entonces p(xg) < p(x1) (resp. p(xo) > p(x1)).
Demostracion. Hacemos el desarrollo de Taylor (teorema 5.10) alrededor de g,
y resulta

p(z) = p(zo) + (z = o) (p'(w0) + A(z) (2 — 20)) (8)
con A(z) € Rz]. Sea h(z) := p'(z9) + A(z)(z — z0) € Rlz]. Se tiene que
h(xzo) = p'(z0) # 0. Supongamos que p’(z¢) > 0 sin perder generalidad (el otro
caso sale multiplicando p por —1). Por el teorema 2.13, existe un 6 > 0 tal que
h(x) > 0 en (xg — 0,z9 + ). Ahora, de (8) se deduce que

p@) = pleo) _,
o2 = h)

T % xp.

Luego, si | — xg| < 0, ¢ < xg, el denominador de la expresién a la izquierda
serd negativo, h(x) serd positivo, por lo tanto p(z) —p(zo) tiene que ser negativo,
es decir p(z) < p(xg). Si > xg, entonces el denominador es positivo y por lo
tanto se tendrd p(x) > p(xo). O

El siguiente resultado es la generalizacién del teorema 5.14.
Teorema 5.15. Sean p(z) € R[z] y xo € R tal que 0 = p'(xg) = p’(x0) =
oo = pU(zg), pY)(x0) > 0. Entonces existe un entorno de xq tal que si 1
estd en ese entorno y x1 < xo entonces p(x1) < p(xg) si j es impar ( resp.
p(x1) > p(mo) si j es par), y si xo < x1 entonces p(xo) < p(x1).
Demostracion. Hacemos el desarrollo de Taylor (teorema 5.10) alrededor de x,
y resulta

D (x
p(x) = p(zo) + (x — x0)’ (p](‘o) + A(z)(z — x0)> )

El resto de la demostracién sale de seguir las lineas de la demostraciéon del
teorema 5.14. O
Corolario 5.16. Sip'(z) > 0 para todo x € [xg,x1] entonces p(xo) < p(x1).

Demostracion. Por el teorema 5.14, para todo x € [zg,x1] existe un 6, > 0

tal que si ¢’ > x y 2’ € (v — 0z, + d;) entonces p(z’) > p(x). Entonces el

intervalo [zo,21] C U,e(zg,2,](® = 0z; @ + 0z), y como es un intervalo cerrado

(compacto), de este cubrimiento se puede extraer un cubrimiento finito [zg, z1] C

Ui (6 — i, ti + 6;), con wg < b1 < ... <t, <x1y 8 :=0,. Luego, se tendrd
p(xo) < p(t1) <... <p(tn) <p(z1)

que es lo que queriamos mostrar. O

Corolario 5.17. Si p/'(z) > 0 en [zo,x1], entonces cualesquiera sean a,b €
[0, 1] con a < b, se tendrd p(a) < p(b) (el polinomio “crece”).
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6. El Teorema de Budan-Fourier

El teorema de Budan-Fourier es una generalizacién de la regla de los signos
de Descartes. Estudia la cantidad de raices reales de un polinomio en un intervalo
(a,b) considerando en lugar de los signos de los coeficientes del polinomio, los
signos de las derivadas. Fue demostrado independientemente por Budan en 1822
en [2], y por Fourier en 1831 en [9].

Definicién 6.1. Sea p(x) € K[z]| de grado n, y xo € R. Definimos

S(wo) = S(p, o) ==V (p($0)7p'($0)7p"(330)’ e 729(")(3?0)) ;

es decir, S(xo) es la variacidn de signos del valor de p y sus derivadas sucesivas
evaluadas en xq.

Teorema 6.2 (Teorema de Budan-Fourier). Sean p(z) € Rlz] y 20 < 21
tales que ninguno de ellos es raiz de p(x). Entonces la cantidad de raices reales
de p(x) contadas con multiplicidad es menor o igual a S(xg) — S(x1), y es
congruente a este numero mddulo dos.

Antes de comenzar con la demostracion de este teorema, veamos que la regla
de los signos de Descartes es una consecuencia inmediate del mismo. En efecto,
tomando como intervalo al (0, M) con M suficientemente grande, se tiene que

» sip(z) =Y 1, a;z’, entonces haciendo un desarrollo de Taylor alrededor

()
de x¢ = 0 e igualando coeficientes, resulta a; = f17'(0) O sea,

S(0)=V (p(()),p/(())w..,p(”)(O)) =V (ag, ..., an).

= Por otro lado, el coeficiente principal de pi¥) () es j! (7;) ay, que tiene siem-
pre el mismo signo que a,,. Como sabemos por el corolario 2.15 que para
valores grandes de M, el signo de pU )(M ) serd el mismo que el signo de
su coeficiente principal, entonces se tiene

S(M) =V (an,an,2ay, . ..,nla,) = 0.

Luego, la cantidad de raices reales positivas de p(z) serd menor o igual que
S(0) — S(M) (e igual a esta cantidad médulo dos) para M suficientemente
grande, y queda

S(0) — S(M) =V(ag,...,an) — 0,

tal como lo establece la regla de los signos de Descartes.

Demostracion. Consideremos la funcién S(x) : (xg,z1) — R, y veamos c¢émo
va variando a medida que crece x. Mientras x no pase por ninguna raiz de los
polinomios p(z), p'(x), ..., p™(z), S(x) no puede cambiar.

O sea que tenemos que examinar dos casos: el paso de x por una raiz del
polinomio p(x) y el paso de & por una raiz de una de las derivadas p((z), con
1<i1<n—1.
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Supongamos que « € (zp,21) es una raiz de p con multiplicidad ¢ < n.
Entonces se tiene

pla) =p'(a)=...=p!""V(a) = 0,pO(a) £ 0.

Sea € > 0 tal que el intervalo (o — €, + €) estd contenido en (xg,z1)
y ademas no hay raices de ningtin p(i)(x), 1 = 0,...,n en este intervalo
excepto «a. Esto tltimo se puede pedir ya que la cantidad de ceros cada
polinomio es finita. Sean ahora €1, €2 < €. Miremos qué pasa con los signos
de pla —€1), p'(a—€1), pla+ ), p(a+ €2).

= Sip(a—e1) > 0, entonces se tendra que p’(a—e1) < 0 ya que o sino p

creceria en un entorno de o — €1, y seguiria creciendo “a la derecha”
de a — €1 (por el corolario 5.16 ya que p’ serd siempre positiva alli),
por lo tanto, no se podré tener p(a) = 0.
Por otro lado, si p’(a + €3) > 0, quiere decir que p crece a la derecha
de a, asi que tanto los signos de p(a + €2) como p'(a + €3) serdn
positivos. Si p’(a + €3) < 0, entonces p decrece a la derecha de a,
y se tendrd que tanto los signos de p(a + €3) como p’(a + €2) serdn
negativos. En ambos casos, los signos de p y p’ comienzan siendo
distintos a la izquierda de « y terminan siendo igual a la derecha de
.

= Si p(a —€1) < 0, entonces con la misma discusién de antes se ten-
dra que p’'(a—e€1) > 0, y la discusién del item anterior se puede volver
a repetir aqui, y al final se tiene el mismo resultado:los signos de p
y p’ son distintos a la izquierda de a y terminan siendo iguales a la
derecha de a.

Toda la discusién anterior aplicada a los pares p, plith i =0,...,0—1
dice lo siguiente:

= los signos de p(a —€1),p'(a —€1),...,pY (@ — €1) se van alternando,

= los signos de p(a +€1),p'(a+¢€1),...,p"(a + €1) son todos iguales.

Conclusién: al “pasar” z por una raiz de multiplicidad ¢, S(x) “pierde” ¢
cambios de signos.

Supongamos ahora que existen k, £ con 1 < k < ¢ < n tal que

PP (a)=...p" =0, p*V(a) # 0 # p“(a).

El mismo razonamiento del item anterior dice que en un entorno de «,

» los signos de p®), p+D . p(+1) son alternados a la izquierda de
a?
w los signos de p(®), p(k+1) - pl+1) son jguales a la derecha de .
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Notar que ademéas como p(“l)(a) # 0, entonces el signo de p‘th se
mantiene constante tanto a la derecha como a la izquierda de «, y entonces
al “pasar” x por un « en esta situacidn, se tiene que S(x) “pierde” una
cierta cantidad de variaciéon de signos. Estimemos la cantidad de signos
que se pierden.

Si p*=1) > 0 en un entorno de «, entonces por el ejercicio 3.9, la cantidad

de signos que se pierde es par. Si p*=1) < 0 en un entorno de «, entonces
a la derecha de « habrd una sola variacién de signos, y a la izquierda una
cantidad impar. O sea que de vuelta se pierde una cantidad par de signos.

O

Ejemplo 6.3. Sea p(z) = 2% — 2% — 23 + 42% — 2 — 1. Calculemos la sucesion

de derivadas parciales:

p(x) = 5x* 423 —322+8z -1,
p’(z) = 202%—122% — 6z +8,
p”(z) = 602%— 24z —6,

pM(x) = 120z — 24,

p®l(z) = 120.

Al evaluar la sucesion (p(z),p'(z),p" (), p" (z),p™ (z),p®)(z)) en los puntos
—2,—1,0,1 se obtiene

(—23,83, —188,282, —264, 120)
(3,—3,—18, 78, —144, 120),
(—1,-1,8, —6,—24, 120),
(1,5,10, 30, 96, 120)

respectivamente. Notar que de acuerdo con el criterio de Newton (teorema 5.12),
todas las raices reales de p son menores que uno.

Como S(=2) = 5, S(=1) = 4, S(0) = 3, S(1) = 0, entonces podemos con-
cluir que

» Hay exactamente un cero real en los intervalos (—2,—1) y (—1,0).
» Hay o bien un cero o tres ceros reales en (0, 1).

Con la ayuda de Maple encontramos que las raices reales de p son
0,7503044317 —0,3839151881 —1,511217573.

Ejercicio 6.4. Verificar el teorema de Budan-Fourier para las siguientes poli-
nomios de grado dos, calculando las raices del polinomio.

w2l -,z =—1, 21 = 2.

s 22—+l 0=—-1,2,=2.
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Ejercicio 6.5. Localizar intervalos que contengan ceros reales de los siguientes
polinomios. Intentar obtener tanta informacion como sea posible de estos ceros.

2?32 — 2% — 4o+ 14.

» 242 4 1342* — 13623 4 28122 + 362 — 140.
» 2% 4+ 523 4+ 22 + 52 + 2.

» 1625 + 32* — 323 — 14222 — 9z — 21.

7. El Teorema de Sturm

El método propuesto por Budan y Fourier tiene cierta practicidad para los
calculos, pero la desventaja de que se comporta casi igual en polinomios de la
forma p(z) y p(x) + ¢, para ¢ € R, siendo que el comportamiento de las raices
de estos polinomios puede diferir demasiado. Un método maés refinado y preciso
(aqui ya no se dan cotas sino cantidades exactas) fue propuesto por Sturm
en 1829 (cf. [11]). Sturm reemplaza las derivadas sucesivas por los restos en la
divisién entre p y p’ con alguna pequena modificacion. Comenzaremos repasando
el algoritmo de divisién de polinomios, para después definir la sucesién de Sturm
y por iltimo demostrar el teorema que dice cudl es el nimero EXACTO de raices
reales en un intervalo.

7.1. El algoritmo de division para polinomios

Teorema 7.1. Sean p(x), q(x) € R[z]. Entonces existen unicos c(x) y r(x)
que cumplen simultdneamente p(z) = c(z)q(z) + r(z) con r(x) =0 o deg(r) <
deg(q)-

Definicién 7.2. El polinomio r(x) del teorema 7.1 se denomina el resto en la
divisidn entre p(x) y q(x).

Demostracion. Si existe h(z) € R[z] tal que h(z)g(z) = p(z), entonces tomando
c(x) = h(x) y r(z) := 0 demostramos la existencia. Supongamos entonces que
esto no sucede. Entonces consideremos el conjunto

{deg (p(z) — c(x)q(x)), c(x) € Rlz]} C No.

Este conjunto es distinto de vacio y por lo tanto tiene un minimo. Sea co(x) tal
que el grado de ro(z) := p(x) — co(x)g(x) es minimo. Afirmamos que deg(rg) <
deg(p). En efecto, si no fuera asi escribamos

q(x) = apz"™+...+ a1z + ap,
T0(£E> = bn+k l‘n+k + ...+ blx + bo
con a, # 0 # byyk. Haciendo r1(x) := ro(z) — ba—:’“q(az) se tiene
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= r1(z) es de la forma p(z) — A(z)q(x),
w deg(ri(z)) < n+ k= deg(ro(x)).

Esto es una contradiccién ya que habiamos supuesto que el grado de rq era
minimo, asi que la existencia estd garantizada. Veamos la unicidad. Si ro =
p—coqy T = p—ci1q con g, r1 de grado menor que ¢, entonces restando
miembro a miembro se tiene

ro — 11 = q(c1 — co).

A la izquierda de esta igualdad tenemos un polinomio de grado menor que el
grado de ¢, a la derecha tenemos o bien cero o algo de grado mayor o igual que
q, luego se debe cumplir que ¢; = ¢g y 9 = r1, la unicidad estd demostrada. [

Ejercicio 7.3. Sean p,q € R[z]. Probar que

deg(pq) = deg(p) + deg(q).

7.2. El algoritmo de Sturm

Sea p(x) € R[z], a partir de p(x) armaremos una sucesién finita

(po($),p1($)7p2<$), .. )

de polinomios cuya variacién de signos nos dard informacién sobre las raices
de p(z). Esta sucesién se denominard la sucesién de Sturm, y para calcularla
haremos uso del algoritmo de divisién de polinomios.

Definicién 7.4 (Sucesién de Sturm).
s po(z) := p(x).
w pi(z) :=p'(2).

s Hacemos po(x) = c1(x) p1(z) + r1(x), el algoritmo de divisidn entre po(x)
y p1(x). Definimos pa(x) := —r1(x) (el resto con el signo cambiado.

s Mds en general, dados p;(x) y pi+1(x), si piv1 € R, parar. Si no, hacemos
pi(z) = civ1(x) pit1(z) + riga (@),
el algoritmo de division entre p;(x) y p;+1(x). Definimos p;yo := —rip1(x).

Estd claro que se tiene deg(pg) > deg(p1) > deg(pz) > ..., 0 sea que la
sucesion se termina siempre.
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3

Ejemplo 7.5. Tomemos po(x) = p(x) = 2° —x 41, entonces se tendrd p(x) =

p'(z) = 322 — 1, y después se tendrd
23

2
pa(x) = 3 1, p3(z)= I

Ejemplo 7.6. Consideremos ahora po(r) = p(z) = x* — 3z + 2. Se ten-
drd p1(x) = p/(x) = 322 — 3, y -haciendo cuentas-

po(z) =2z —2, p3(z)=0.

La sucesién de Sturm comienza de la misma manera que la sucesién cuyos
signos se estudia en el teorema de Budan-Fourier, con p(x) y p’(z). Pero después
en lugar de continuar con las derivadas sucesivas, se reemplazan estas con los
restos sucesivos en la divisién entre p y p’, cambiando el signo cada vez.

Estos restos estan relacionados con el algoritmo de Fuclides para el célculo
del méximo comun divisor entre p y p’.

7.3. El teorema de Sturm y el niimero de raices reales en
un intervalo

Ahora estamos en condiciones de enunciar y demostrar el teorema de Sturm
sobre como usar la variacién de signos de la sucesion de Sturm para calcular el
nimero de raices reales en un intervalo.

Teorema 7.7. Sea p(z) € Rlz] y zo < 1. Supongamos que p(xo) # 0 # p(x1).
Entonces, el nimero de raices reales de p en (xg,21) contadas sin multiplicidad
es igual a

V(po(wo), p1(z0), p2(w0), - --») =V (po(z1), p1(x1), p2(21), - . .) -

Antes de comenzar con la demostraciéon del teorema de Sturm, veamos la
aplicacién de este algoritmo con polinomios de grado dos.

Ejemplo 7.8. Consideremos el polinomio genérico de grado dos
p(z) = ax® + bz + ¢

con a > 0. Entonces se tiene p'(x) = 2ax+b, y al hacer el algoritmo de la division

. . 2 e
se obtienen como cociente %x + i% y resto ¢ — %%. O sea que la sucesion de
Sturm es la siquiente

Notar que el signo de i% — ¢ es el mismo que el signo del discriminante
b? — 4ac. También sabemos que para M positivo grande, el signo de po(—M) y
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de po(M) es positivo (porque a > 0), el signo de p;(—M) es negativo y el de
p1(M) positivo.

Luego, V (po(—M), p1(—M), p2(—M)) es uno o dos, de acuerdo con si el dis-
criminante es negativo o no; V (po(M), p1 (M), p2(M)) es uno o cero de acuerdo
con si el discriminante es negativo o no.

O sea que recuperamos el criterio del discriminante:

p(x) tiene sus dos raices reales si y solo si b2 — 4ac > 0.

El mismo razonamiento vale si a < 0.

Demostracion del Teorema 7.7. Como en la demostracion del teorema de Descartes,
estudiaremos como varfa la funcién V (po(x),p1(z) ..., ) a medida que x avanza
en el intervalo (zg,x1).

Primero hagamos un pre-proceso. Afirmamos que podemos suponer sin pérdi-
da de generalidad que p(x) tiene todas sus raices simples. En efecto, si esto no
ocurriera, entonces p(z) y p'(x) tendrian un factor en comin f(z). Este factor
serfa también miltiplo de ps(x) ya que

pa(z) = c(x)p'(z) — p(x), conc(x) € Rlz],

y como
p3(x) = c*(z)p2(x) — p'(x), conc*(z) € Rlz],
inductivamente se tiene que f(z) es un factor de p;(z) para todo i =0,1,....
Por otro lado, es facil ver que

V(f(@)Ao(x), f(2)Ar(2), f(x)A2()...) = V (Ao(2), Ax(2), Aa(2), .. )

si f(x) # 0. Esto nos permitird trabajar con polinomios p(z) que no tengan
ningtin factor en comun con p’(z). Notar que esto también implica que todas las
raices de p(z) (reales y complejas no reales) seran simples. O sea que el criterio
cuenta raices sin “darse cuenta” de la multiplicidad.

Observemos ahora que esta simplificacién (que p y p’ no tengan rafces co-
munes) implica lo siguiente: para todo i = 0,1... no hay raices comunes entre
Pi Y Pit1-

En efecto, si « es una raiz de p; y de p;41, entonces también lo serd de p;_1 ya
que p;—1(z) = c*(x)p;(z) —pi+1(x), con ¢*(z) € R[z], y entonces inductivamente
se tendra que po(a) = p1(a) = 0, una contradiccidn.

Hechas estas observaciones, comencemos a estudiar la variacion de signos de
la sucesién (po(z),p1(x),...).

» Si existe a € (xg, z1) tal que p(«) = 0, entonces como p’(«) serd distinto
de cero, p crecera o decrecerd en un entorno de «. En todo caso, pg cambia
de signo al pasar por a, pero no ocurre lo mismo con p;. Aqui hay una
variacion de signo.

= Supongamos que ademds exista algin i > 2 tal que p;(a) = 0. Como
pi—1(x) = c*(z)pi(x) — pi+1(x), entonces se tendrd

pz‘—1(04) = —pi+1(06)7
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es decir, los valores de p;—1 y p;+1 en un entorno de a son de signos
opuestos (y ademds sabemos que ninguno de ellos puede ser igual a cero).
Esto dice que, independientemente del valor que tenia p; en un entorno de
@, el nimero de variaciones de signo en la terna p;_1,p;, p;+1 no cambia
al atravesar a.

En conclusién, el dnico cambio en la sucesién de signos de (po(z),p1(z),...)
se produce cuando se atraviesa por una raiz de p, y esto es lo que queriamos
demostrar. O

Ejemplo 7.9. Apliquemos el algoritmo de Sturm a p(z) := z3 + 322 — 1. Se
tiene

9
po=a34+32% -1, p1:=p =322+ 6x, po:=2x+1, p3:= T

Hallemos el ntimero de variaciones de signo que presenta este sistema para
T=—00yT=00:

V (po(—00), p1(—00), p2(—00),p3(—00)) =V (po(=M),p1(=M),p2(—M), ps(—M))
V(po(OO),pl(OO),pQ(OO),pg(OO)) = V(pO(M)7p1 M)7p2(M)7p3(M))

o sea que el polinomio tiene tres raices reales. Para determinar mas precisamente
la posicién de estas raices, continuemos la tabla anterior:

V(po(=3),p1(=3),p2(=3),p3(=3)) = V(- +,—+) = 3,
V(pO(_Q)apl(_2)7172(_2),173(_ )) = V(+’0a_’+) = 2
V(po(=1),p1(=1),p2(=1),p3(=1)) = V(+,— —+) = 2
V (po(0),p1(0), p2(0), p3(0)) = V(=0,++) = 1,
V (po(1),p1(1), p2(1),ps3(1)) = V(,+++) = 0

Por lo tanto, hay una raiz entre —3 y —2, otra entre —1 y 0, y la tercera esta entre
0y 1.

Ejercicio 7.10. Aplicar el algoritmo de Sturm al polinomio p(x) := x° + 2x* —
523 4+ 822 — Tx — 3 y determinar su nimero de raices reales. Determinar ademds
intervalos disjuntos donde p tenga una sola raiz real en cada uno de ellos.

8. Implementaciéon en Maple

8.1. Localizacién de raices y factorizacion

Los siguientes comandos en Maple son de utilidad para el célculo de raices
de polinomios y para factorizarlos:

= factor: factorizacién de un polinomio sobre un cuerpo algebraico de niimeros.
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= fsolve: aproximacién de raices reales o complejas usando puntos flotantes.
= irreduc: test de irreducibilidad sobre un cuerpo de ntimeros algebraicos.

= realroot: calcula intervalos que aislan las raices reales (hay que cargar
primero el paquete realroot).

= roots: calcula las raices de un polinomio sobre un cuerpo de nimeros
algebraicos.

Para practicar estas funciones, se sugiere al lector ensayar los comandos que

siguen en una sesiéon de Maple:

>f :=x/\b+1;

>factor(f);

>factor (f,complex);
>factor (xA2-2);

>factor (xA2-2,sqrt(2));
>solve (xA\5-1);
>solve(xA5-1,x);
>fsolve (xA5-1,%);

>q := 3*xA\4 - 16*xA3 - 3*xA2 + 13*x + 16;
>fsolve(q, x, 1..2);
>fsolve(q, x, 2..5);
>fsolve(q, x, 4..8);
>fsolve(q, x, complex);
>irreduc(q) ;

>roots(q);
>readlib(realroot):
>realroot(q);
>realroot(q,1/1000) ;
>realroot(q,1/1000000) ;

Ejercicio 8.1. Sea p(x,y) := 3*xAb+yA4-5*xA\3*yA3+4*x.

1.

Ensayar las funciones coeff, coeffs, degree,... sobre p, considerdndo-
lo primero como polinomio en z, y luego como polinomio en y.

Averiguar qué hacen la funciones prem, primpart, interp.
Calcular todas las raices reales de p con 10 dgitos de precision siendo
>p:=xA15-x+21;

>p:=xA\40+25*xAN21+14;

Spr=(x-1)*(x-2)*...*(x-20)+1;

>pi=1+x+2*xxA2+6%xA3+. . . +20 ! *xA\20;
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8.2. Funciones de la librera “sturm?”

= sturmseq(polinomio, variable): construye la sucesién de Sturm de un
polinomio dado.

= sturm(polinomio,variable,a,b): calcula el nimero de raices reales de
un polinomio entre a y b.

Ensayar la siguiente sesién en el ordenador:
>realib(sturm) ;

>sturmseq(xA5-x+1,x) ;
>sturm(xA5-x+1,x,-10,10);

>fsolve (xA5-x+1,x);

8.2.1. Regla de los Signos de Descartes

La regla de los signos de Descartes no estd implementada en Maple, pero su
implementacién es bastante sencilla. Veamos el caso en que todos los coeficientes
del polinomio son no nulos.

1. Listando los coeficientes de un polinomio:
>p:= xAB-xN\4+xA3-xA2-x-1;
>for i from 1 to degree(p) do c.i:=coeff(p,xAi) od;
2. Contando la cantidad de saltos de signo en la sucesin:
>contador:=0;

>for i from 1 to degree(p) do if c.i*c.(i+1)=-1 then contador:=contador+1l
else fi od;

>contador;
>fsolve(p);
>realib(realroot);

>realroot(p,1/1000) ;

Ejercicio 8.2. Programar la funcion “contador” para que funcione la regla de
los signos atn cuando alguno de los coeficientes del polinomio sea cero.

Ejercicio 8.3.

1. Investigar el comportamiento de sturmseq y de sturm si el polinomio tiene
raices maultiples.

2. Investigar el comportamiento de sturm si uno de los extremos del intervalo
es una raiz del polinomio.

Ejercicio 8.4. Implementar en Maple el Teorema de Budan-Fourier.
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9. Comentarios finales

Hemos expuesto aqui una serie de métodos clédsicos y elementales para esti-
mar el nimero de raices reales de un polinomio (con coeficientes reales) en un
intervalo. La extensién de estos métodos para el caso de sistemas de polinomios
en varias variables es todavia un area de investigacién activa. Hay pocos resul-
tados en esta direccién, y todos usan herramientas muy complicadas de aspecto
topoldgico.

En realidad, el inico método que se generaliza razonablemente a varias vari-
ables es el denominado método de Hermite, que fue introducido por Charles
Hermite alrededor de 1850 (ver [6, 7, 8]), vy que esencialmente responde al sigu-
iente problema:

Calcular los ceros r de p(x) € R[z] que ademds verifican ¢(r) > 0,
para un polinomio ¢(x) dado. La demostraciéon del método de Hermite es
también elemental, usa herramientas de algebra lineal sobre los niimeros reales
bésica (conceptos como formas cuadraticas, rango y signatura). Pero su tratamien-
to escapa del objetivo de este curso.
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