APUNTS D’ARITMETICA

XEVI GUITART

ABSTRACT. Apunts de l'assignatura Artimetica de la Universitat de Barcelona. Per a realitzar
aquestes notes he consultat diverses fonts, principalment [NZMO91], [Ste09] i [GHO04]
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1. TEMA 1: DIVISIBILITAT
L’aritmetica és I'estudi dels nombres enters:
z={..,-3-2,-1,0,1,2,3,... }.
Comengarem aquest estudi parlant de la nocié de divisibilitat.
1.1. Definicions i primeres propietats.

Definicié 1.1. Donats a i b dos nombres enters amb a # 0, diem que a divideix b si existeix ¢ € Z
tal que b = ac. Ho escrivim a | b. També diem que a és un divisor de b i que b és un miltiple de a.

Exemple 1.2. 3|151 41421 (4 no divideix 21). També, —7| 351 —7 | —35.
Observacié 1.3. Fixem-nos que tot nombre enter a # 0 divideix 0, ja que 0 = a - 0.

Proposicié 1.4 (Propietats de la divisibilitat). Si a, b, i ¢ son nombres enters, aleshores:

a) Sia|b aleshores a | be.

b) Sia|bib|c aleshoresa | c.

¢) Sial|bialc aleshoresa|(b+c). Més en general, a | (xb+ yc) per a tot x,y € Z.
d) Sia|bib]|a aleshores a = £b.

e) Sia ib son positius, i a | b aleshores a < b.

Proof. Demostrem només la ¢) i deixem la resta com a exercici. Sia|bia | c aleshores b = ab' i
¢ =ac per acerts b/, ¢’ € Z. Aleshores zb+ yc = xab’ +yac = a(xb’ +yc’'), amb la qual cosa veiem
que a | (zb+ ye). O

Definicié 1.5. Un enter n > 1 diem que és primer si els seus tnics divisors positius sén 1 i n.
Exemple 1.6. La llista de nombres primers comenca per 2,3,5,7,11,13,17,19, ...

El conjunt dels nombres primers és un dels objectes més fascinants i més estudiat de les matematiques.
Es poden plantejar moltes qliestions al voltant dels nombres primers, per exemple:

e Quants primers hi ha?

e Com podem trobar nombres primers? Hi ha alguna féormula que els doni tots?

e Si ens donen un nombre enter, hi ha algun métode “rapid” per a determinar si és primer?

e Com estan distribuits els nombres primers dins del conjunt de nombres naturals? Quina
“proporcié” de nombres naturals son primers?

o ...

Al llarg del curs veurem la resposta a alguna d’aquestes preguntes. La primera, per exemple, ja era
coneguda per Euclides.

Teorema 1.7 (Euclides, ~ 300 a.C.). Hi ha infinits nombres primers.

Proof. Siguin py,pa,...,p, nombres primers. Veurem que existeix un primer no contingut en el
conjunt {p1,pa,...,pn}. Per a aixd, definim

N=pipa...pn + 1.

Si N és primer, aleshores N > p; per a tot i i per tant N # p; per a tot i. Si N no és primer,
aleshores ha de ser divisible per algun primer g. Perd necessariament ¢ # p; per a tot i, ja que
si ¢ = p; per a algun 4, aleshores tindriem que ¢ | N i ¢ | N — 1; perd per la propietat c) de la
Proposicié també q| N— (N —1),ésadirq|1 que no pot ser. O
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L’estudi dels nombres primers ve de lluny doncs, i segueix essent una de les arees de recerca més
actives en matematiques avui en dia. El seu comportament ha fascinat matematics de totes les
epoques. Una cita famosa que explica una mica el perque és de Don Zagier, que en una conferéncia
de 1975 digué:

“There are two facts about the distribution of prime numbers of which I hope to convince you
so overwhelmingly that they will be permanently engraved in your hearts. The first is that, despite
their simple definition and role as the building blocks of the natural numbers, the prime numbers
grow like weeds among the natural numbers, seeming to obey no other law than that of chance,
and nobody can predict where the next one will sprout. The second fact is even more astonishing,
for it states just the opposite: that the prime numbers exhibit stunning regularity, that there are
laws governing their behavior, and that they obey these laws with almost military precision’ﬂ

A part del seu atractiu matematic, els nombres primers tenen una gran importancia practica.
Aixo també ho anirem veient al llarg del curs. D’entrada, dins de 'aritmetica, sén importants per
que en un cert sentit sén les peces fonamentals en que es descomponen els nombres enters.

Teorema 1.8 (Teorema Fonamental de I’ Aritmeética). Tot nombre enter positiu es pot escriure com
a producte de primers. Aquesta expressid és unica, llevat de ordre en qué escrivim els primers.

Exemple 1.9. 50 =2-5-5,130=2-5-13, 17=17,60 =23 -3 -5

Observacié 1.10. Aquest teorema és més subtil del que ens pot semblar a primera vista (és un
resultat que hem apres a ’escola i ’hem utilitzat sense problema des de llavors, amb la qual cosa
potser el tenim tan interioritzat que ens sembla evident, perd no ho és i cal demostrar-lo).

De moment, només demostrarem el fet que tot enter positiu es pot escriure com a producte de
primers. Aixo si que és senzill. Sigui n > 1 un enter. Si n no és divisible per cap nombre més gran
que 1 i més petit que n, aleshores n és primer i ja hem acabat. Altrament, n = n; - ny per a certs
ni i ng amb 1 < n; < n. Aleshores podem repetir 'argument amb n; i no: 0 bé sén primers o bé
sén producte de nombres més petits. I aixi successivament. Clarament el procés acaba i expressa
n com a producte de primers.

El que és menys directe de demostrar és la unicitat; veurem la prova més endavant. Per a
demostrar-la, introduirem alguns conceptes molt rellevants (divisié entera, maxim comu divisor,
lalgoritme d’Euclides,...).

Observaci6 1.11. El teorema fonamental de I'aritmetica ens déna un criteri per a decidir sobre
la divisibilitat. Si a,b € Zg, els podem escriure com
—n 172 Tn
a=pi'py’...pa",
— 51,52 Sn
b=pi'py® ... P
amb els p; primers i 7, s; € Z>o (és a dir, si un dels primers no apareix en una descomposicid, el
posem amb exponent 0). Aleshores a divideix b si i només si r; < s; per a tot .

1.2. Divisié entera.
Teorema 1.12 (Divisié entera). Siguin a,b € Z amb b # 0. Existeizen uns unics enters q i r amb

a=bg+r i 0<r<]|bl.

1Don Zagier, The first 50 million prime numbers, https://people.mpim-bonn.mpg.de/zagier/files/doi/10.
1007/BF03039306/fulltext . pdf


https://people.mpim-bonn.mpg.de/zagier/files/doi/10.1007/BF03039306/fulltext.pdf
https://people.mpim-bonn.mpg.de/zagier/files/doi/10.1007/BF03039306/fulltext.pdf
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Proof. Farem només el cas b > 0, i deixem el cas b < 0 com a exercici. Considerem la successié
(1.1) ...,a—2b,a—b,a,a+b,a+2b,...

i denotem per r ’enter no negatiu més petit d’aquesta successié. Per construccié r = a — gb per a

algun enter ¢, i clarament r < b (ja que altrament 0 < a + (¢ — 1)b < r i haurfem trobat un element

no negatiu de la successié estrictament menor que ). Aix0 prova Uexisténcia de ¢ i r satisfent .
Veiem la unicitat. Si

(1.2) a=b¢ +r" amb 0<r <b

aleshores restant (L.1) i (1.2)) veiem que
r—r" =blqg—q).

Ara 0 < r,7’ < b implica que |r —7/| < b. Perd si q # ¢’ aleshores blq — ¢’| > b i per tant ha de ser
g = q', i també doncs r = 7’. .

Exemple 1.13. Si dividim 7 per 3 tenim que 7 = 3 -2+ 1. També podem dividir —7 per 3 i aix0
és —7 = 3(—3) 4+ 2. Fixem-nos que el residu sempre és un nombre entre 0 i b — 1.

Observaci6 1.14. Podem fer la divisié entera amb ’ajuda d’una calculadora: per a dividir 738
entre 151 calculem

738

— =4.887...

5l 887

i el quocient és la part entera d’aquest nombre, és a dir 4; el residu es calcula aleshores com
738 —4 - 151 = 134, amb la qual cosa veiem que 738 = 4 - 151 + 134.

Observacié 1.15. Cal remarcar que hi ha un algoritme eficient per a calcular la divisi6 entera, és
essencialment el metode de divisié llarga que aprenem (o aprenfem) a lescola. Aquest algoritme
(o variants) implementat en un software matematic fa possible dividir rapidament nombres molt
grans (de milers de xifres).

1.3. Maxim comu divisor.

Definicié 1.16. El maxim comu divisor de dos nombres enters a i b és el nombre enter més gran
que divideix a i b a la vegada. La notacié que s’utilitza ésE| med(a, b) o, quan no hi hagi perill de
confusié, simplement (a, b).

Exemple 1.17. mcd(6,9) = 3; en efecte, els divisors positius de 6 sén 1,2, 3,6 i els divisors positius
de 9 sén 1,3,9. De divisors comuns només hi ha 11 3, aixi que el més gran és 3.

Definicié 1.18. Diem que a i b s6n coprimers, o relativament primers, si med(a,b) = 1.
Exemple 1.19. 21 i 40 sén coprimers, en canvi 21 i 14 no ho sén.

En aquest apartat veurem com podem calcular el maxim comu divisor de dos nombres. Una
primera resposta és el metode que aprenem a l’escola: si factoritzem a i b com

o ry,r T
a=p;'py*...py",
—_S1,,52 S
b=pi'py’...p0,

2també és habitual denotar-lo com ged(a, b), de 'angles greatest common divisor
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amb els p; primers i r;,s; € Z>o aleshores

med(a, b) = prlni“(a’b) .pglin(a»b) ... pmin@p),
Per exemple:
168 =23 .3.7
140 =22 .57

i per tant mcd(186,140) = 22 -7 = 28. Aquest metode perd no és del tot satisfactori per dos
motius: el primer és que encara no hem demostrat el teorema fonamental de l'aritmetica (perd aixo
ho acabarem fent o sigui que aquest problema desapareixera); el segon és que el meétode només és
practicable si els enters sén petits. En efecte, per a aplicar aquesta férmula ens cal coneixer la
factoritzacié de a i b, i aquesta és una tasca complicada per a enters grans. No es coneixen avui
en dia algoritmes eficients per a factoritzar, de manera que fins i tot amb la poteéncia de calcul dels
ordinadors actuals no és possible factoritzar nombres enters d’uns quants centenars de xifresﬂ

Tot seguit veurem un metode molt més eficient per a calcular el maxim comu divisor: ’algoritme
d’Euclides. Com el seu nom indica, aquest metode ja era conegut per Euclides i de fet és un dels
resultats més meravellosos de les matematiques. Amb aquest metode, i amb ’ajuda d’un ordinador,
podem calcular rapidament el maxim comu divisor de nombres que tinguin milers de xifresﬁ

Per comencgar, explicarem ’algoritme d’Euclides amb un exemple. Suposem que volem calcular
med (168, 140). Dividim 168 per 140:

168 =1-140 + 28.

El punt clau és el seglient: si d és un enter tal que d | 168 i d | 140 aleshores d | 28 per l'apartat
¢) de la Proposicié D’altra banda, també veiem que si d | 140 i d | 28 aleshores d | 168. Aix{
doncs, el conjunt de divisors comuns de 168 i 140 coincideix amb el conjunt de divisors comuns de
140 i 28, amb la qual cosa mcd(168,140) = mecd (140, 28). Hem reduit doncs el problema a calcular
el maxim comu divisor d’una parella de nombres més petits. I ara podem repetir el procés, dividim
140 per 28 i en aquest cas veiem que

140 =5-28+0

i per tant med(140,28) = 28 i ja hem acabat. Doncs aix0 és lalgoritme d’Euclides. Esta basat en
la proposicié segiient, la demostracié de la qual deixem com a exercici (pero el raonament és idéntic
al que hem fet per 168 i 140).

Proposicié 1.20. mcd(a,b) = med(b,a — gb) per a tot q € Z.

Aixi doncs, l’algoritmeﬂ d’Euclides és el segiient: suposem que volem calcular mced(a,b) amb
a>0ib>0.

(1) Fer la divisié entera a = bq + 75
(2) Sir =0 aleshores mcd(a, b) = b;
(3) Sir # 0, aleshores substituir (a,b) per (b,r) i tornar al punt (1).
Sen aquest fet es basen molts dels metodes criptografics que s’utilitzen actualment, aixd ho veurem més endavant
4de fet, cada cop que fem una compra per internet segurament un dels passos que fa el navegador és calcular
algun maxim comdu divisor amb ’algoritme d’Euclides
5ho entrarem a donar una definicié precisa del que és un algoritme, per a nosaltres serd suficient pensar en un
algoritme com a métode o procediment que es pot fer servir per a calcular una certa quantitat, que esta garantit que
finalitza i que retorna el resultat correcte.
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Exemple 1.21. Calculem el maxim comu divisor de 532 i 123 fent les divisions successives:

532 = 4123 + 40 = med(532,123) = med(123, 40)
123 = 3-40 + 3 = mcd(123,40) = mced (40, 3)
40 = 13-3+ 1 = mcd(40,3) = mcd(3, 1)
3=3-1+0=>mcd(3,1) =1
amb la qual cosa med(532,123) = 1. Aquest procediment és facil de mecanitzar i de programar:
comencem escrivint els dos nombres i anem omplint la seqiiéncia de residus, on a cada pas calculem

el residu resultat de dividir el nombre que esta dues files més amunt pel de la fila immediatament
superior:

532

123

40 =532 —-4-123
3=123-3-40
1=40-13-3

Observaci6é 1.22. No farem una analisi detallada del nombre de passos amb que acaba aquest
metode en funcié de la mida de a i b. Tot el que farem sera una observacié de caire heuristic (i
potser no gaire rigorosa), perd que en certa manera ja ens dona una idea de per on van els trets.
Cada cop que dividim a per b obtenim un residu r que esta entre 0 i b — 1. No sabem ben bé
quin sera el residu pero podem esperar que en mitjana (aqui pensem que repetim molts cops el pas
de la divisi6) estigui al voltant de b/2. Aix0 suggereix que, de mitjana, en cada pas la mida dels
nombres involucrats es divideix per 2. Per exemple, esperem que per a calcular el maxim comu
divisor de nombres de mida al voltant de 1.000.000 faran falta uns 20 passos (ja que 1.000.000 és
aproximadament igual a 229).

1.4. Combinacions i identitat de Bézout.

Definicié 1.23. Donats a,b € Z diem que la suma d’un multiple de a i un multiple de b és una
combinacié de a i b. Dit d’una altra manera, una combinacié de a i b és un nombre de la forma

ax + by amb x,y € Z.

L’objectiu d’aquest apartat és caracteritzar el conjunt de les combinacions de dos nombres a i
b. Posem d = med(a,b). Aleshores, si n és una combinacié de a i b clarament d | n (novament,
per 'apartat ¢) de la Proposicié . Es a dir, tota combinacié és multiple de d. Resulta que el
reciproc també és cert: tot multiple de d és combinacié de a i b. Aix0 prové del resultat segiient.

Proposicié 1.24. Sid = (a,b) aleshores existeizen xq,yo € Z tals que
d = xpa + yob.
Proof. Considerem el conjunt
A ={azx + bylz,y € Z},

i sigui £ = zga + yob 'enter positiu més petit que pertany a A. Veurem que £ = d, i aixo finalitzara
la prova. Ho veurem en dos passos:
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e Primer pas: £ | aif | b. Per a provar-ho, suposem en primer lloc que £ { a. Aleshores
dividint a per ¢ el residu sera diferent de 0 i tenim que

a={0g+ramb0<r</l.
Pero fixem-nos que
r=a—{q=a— (voa+yob)g = (1—qro)a+ (—qyo)b,
és a dir que r € A; el fet que 0 < r < £ és doncs una contradiccié amb el fet que £ és 'enter
positiu més petit que pertany a A. Aix{ doncs, veiem que £ | a. Que £ | b es veu igual.

e Segon pas: £ > d. En efecte, com que d | a id | b podem posar a =da’ i b= db’ per a certs
a’',b' € Z. Per tant

0 = zoa + yob = d(xga’ + yob')
i per tant d | £. Com que d i £ sén positius, aix0d implica que £ > d.

En resum: /£ és un divisor comu de a i b que és més gran o igual que el maxim comu divisor de a i
b. Necessariament ¢ = d. (]

Corol-lari 1.25. Sim | a im | b aleshores m | (a,b).
Proof. Acabem de veure que existeixen enters x,y tals que
(a,b) = za + yb,
d’on és evident que m | (a,b). O

També és important destacar la propietat segiient, que de fet hem vist a la demostracié de la
proposicié anterior.
Proposicié 1.26. Podem caracteritzar el mazxim comi divisor de a i b com l’enter positiu més petit
que es pot escriure de la forma ax + by amb x,y € Z.

Aix0 ens permet demostrar facilment algunes propietats del maxim comu divisor.

Proposicié 1.27. a) Sim € Z~q aleshores (ma,mb) = m(a,b);
b) Sim|aim]|bambm >0, aleshores

(22 = Zab).

b
m

3=

¢) Sid=(a,b) aleshores (%,%) = 1.
Proof. a)
(ma, mb) = valor positiu més petit del conjunt {xma +ymb | z,y € Z} =
= m - valor positiu més petit del conjunt {xa + yb | x,y € Z} = m(a,b).

b) Es un cas particular de a).
¢) Cas particular de b).

Donats a,b € Z sabem que existeixen x,y € Z tals que
(1.3) (a,b) = za + yb.

De la identitat (1.3) se’n diu la identitat de Bézout, o de fet potser millor dir-ne una identitat
de Bézout, ja que els enters x,y que satisfan aquesta identitat no sén en absolut tnics. Podem
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calcular de manera eficient una identitat de Bézout per a a, b utilitzant el que s’anomena ’algoritme
d’Euclides estes. Per exemple, per a calcular una identitat de Bézout per a 532 i 123. Comencem
escrivint cadascun d’aquests nombres com a combinacio trivial d’ells:

532=1-5324+0-123
123 =0-532+1-123.
Ara es tracta de repetir les operacions que hem fet a ’'Exemple [I.21] per a calcular la seqiiéncia dels

residus a banda i banda de les igualtats anteriors, de manera que en cada pas anem obtenint una
expressio del residu en aquell pas com a combinacié de 532 i 123:

532 =1-532+0-123
123=0-532+1-123
40=1-532—-4-123
3=-3-532+13-123
1=140-532—-173-123.
Com a conclusié de tota aquesta discussio sobre les combinacions n’extraiem que les combinacions
de a i b s6n exactament els miltiples de (a,b). La propietat important és que (a,b) es pot escriure

com a combinacié de a i b. Aix0O ens permet demostrar la segiient propietat fonamentaﬁ dels
nombres primers.

Proposicié 1.28 (Lema d’Euclides). Sigui p un nombre primer i siguin a i b nombres enters. Si
p | ab aleshores p|a o p|b.

Proof. Suposem que p f a. Aleshores com que p és primer necessariament (a,p) = 1. Per tant,
existeixen x,y € Z tals que

1 =2a+ yp.
Multiplicant aquesta identitat per b tenim que
b = zab + ybp.
Clarament p | ybp, mentre que p | xzab ja que p | ab per hipdtesi. Aix{ doncs p divideix la suma
xab + ybp = b. O
Exercici 1.29. Proveu que, més en general, si (a,b) = 11 a | be aleshores a | c.

Aix0 ens permet demostrar, per fi, el teorema fonamental de ’aritmetica.

Teorema 1.30 (Teorema Fonamental de I’Aritmetica). Tot nombre enter positiu es pot escriure
com a producte de primers. Aquesta expressio €s unica, llevat de l’ordre en qué escrivim els primers.

Proof. Ja hem demostrat 'existencia de la factoritzacié en producte de primers, pero fem-ho aquest
cop de manera una mica més formal per induccié. El cas base de la inducci6é és n = 1 que és el
producte buit de primers (o, si un no esta comode amb aquest cas una mica degenerat, podem
prendre com a cas base n = 2 que és primer i per tant és evident que s’escriu com a producte de
primers). Ara suposem que tot enter positiu m amb m < n s’escriu com a producte de primers,
i velem que també és cert per a n. Si n és primer ja hem acabat, mentre que si n no és primer

6de fet aquesta propietat és tan important, que en certs contextos més generals es pren com a definicié de primer;
aix0 es veura en cursos posteriors d’algebra com ara a Estructures Algebraiques
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aleshores es pot escriure com n = nq - no per a certs enters ny < n i ny < n. Per hipotesi d’induccié
cadascun d’ells s’escriu com a producte de primers, i per tant n també.
Veiem ara la unicitat. Suposem que tenim dues descomposicions

(1.4) n=pip2...Pr=qG--qs
on els p; i els ¢; sén primers. D’aquesta expressié veiem que p1 | g1¢2 . .. ¢gs 1 com que py és primer,
pel Lema d’Euclides necessariament divideix algun dels factors. Podem suposar (reordenant els g;
si cal) que p; | ¢1. Com que ¢ és primer aix0 implica que p; = ¢1. Es a dir que a (1.4) podem
cancel-lar py i ¢; per a obtenir

pP2.--Pr=4qG2-.-4s.

Repetint I'argument ara amb ps veiem que també podem cancel-lar ps i g2, i aixi successivament.
La conclusi6 és que necessariament r = s i que (reetiquetant potser els primers) p; = ¢; per a tot
i. O
1.5. El minim comud multiple.

Definicié 1.31. El minim comid miltiple de a i b és el més petit dels nombres enters positius que
son muiltiples de a i b a la vegada. Es denota perﬂ mcm(a, b) o per [a, b].

Observaci6 1.32. Sempre existeixen multiples comuns de a i b, per exemple ab.

La proposici6 segiient ens diu com calcular el minim comt miltiple a partir del maxim comu
divisor.

Proposicié 1.33. Sia >0 ib > 0 aleshores [a, b](a,b) = ab.
Aquesta propietat sera consequiencia del lema segiient:

Lema 1.34. Sia|m ib|m aleshores (S—i) | m.

Demostracio del lema. Posem m = aa’ amb o/ € Z. Multiplicant per b tenim que mb = aba’, i
dividint per (a,b):

mb  ab o
(a,0) ~ (a,b)
d’on veiem que
ab mb
1.5 —
(1) @b) | @b
Canviant el paper de a i b en el raonament anterior, arribem a que
ab ma
1.6 —.
(0 @b @b

Com que (%b) i (abb) son coprimers, per Bézout existeixen z,y € Z tals que

ax by
=1
@b " (ap)

7o de angles lem(a, b)
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que podem multiplicar per m i obtenir que

max ~ mby

(1.7) (a.0) + (@.b)
De i veiem que
ab ma mb
@t T V"

O

Demostracid de la Proposicid[1.33 El lema ens diu que si m > 0 és un multiple comd de a i b

aleshores (ﬁ)) | m 1 per tant (;17%) < m. Com que (;1,%) és un multiple comu de a i b, veiem que és
el més petit de tots. O

1.6. Equacions diofantines lineals amb dues incognites. Una equacié diofantina (o diofantica)
és una equacio polinomica en la qual estem interessats només en les solucions enteres. Per exemple,
cercar totes les parelles de nombres (z,y) € Z? tals que

120+ 14y =6

és un exemple d’equacié diofantina. A les equacions de la forma

axr +by=-c
on els coeficients a, b, c sén enters se les anomena equacions diofantines lineals amb dues incognites.
En general és dificil resoldre equacions diofantines, pero les lineals es poden resoldre explicitament.
De fet, ja tenim quasi tota la feina feta en el cas de dues variables, ja que és essencialment una
reformulacié de I'estudi que hem fet de les combinacions de a i b.
Proposicié 1.35. Siguin a,b,c € Z i d = (a,b). L’equacid

axr+by=-c
té solucions enteres si i només sid | c. En cas que tingui solucid, podem trobar una solucid particular
xo,yo amb lalgoritme d’Fuclides estes, i aleshores totes les solucions son de la forma

b
x :xo—i—kjg
a
Y =Yo —ka

amb k € Z arbitrari.

Proof. Per a la primera afirmacid, una implicacié és clara: si ax + by = c¢ per a alguns z,y € Z
aleshores clarament d | c. Veiem l’altra implicacié: si d | ¢ posem ¢ = d¢’ amb ¢ € Z. Aleshores
per Bézout existeixen enters x(), y(, tals que

az + by, = d.
Multiplicant tota la identitat per ¢’ veiem que
axyd +bypd =dd =c
amb la qual cosa si posem xg = zyc’ i yg = y,¢ veiem que

(1.8) azg +byy =c¢
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i per tant xg,yg és una soluci6. També hem vist de passada com calcular-la: com que prové d’una
identitat de Bézout podem fer-ho amb ’algoritme d’Euclides estés.

Falta provar la darrera afirmacié. Sigui x,y una altra solucié; és a dir, suposem que x,y sén
nombres enters tals que

(1.9) ar +by =c.
Restant (1.8) de (1.9)) veiem que
(1.10) a(z — xo) = b(yo — y).
Dividint per d a banda i banda

b
(1.11) %(l‘*ﬂfo)zg(%*y)-

Aqui observem que encara que estiguin escrits en forma de fraccié, a/d i b/d sén nombres enters
jaqued|aid]|b De (I.II) en veiem que 2 | 2(yy —y) i com que (%,%) = 1 necessariament
% | (yo —y). Aixi doncs

a
(1.12) v=u— kY
per algun k € Z. Substituint (1.12]) a (1.10)) n’obtenim que
b
T =x0+ kﬁ

Finalment, només ens falta provar que si xg,yg és una solucié aleshores xg + k:%, Yo — k4§ també és
solucié per a tot valor de k. Aix0 és una simple comprovacio:

a(zo + k2) 1+ b(yo — k%) = azo + ak 2 + byo — bk = azy + byo = c.
d d d d
O

1.7. Divisié entera de polinomis. Moltes de les propietats que hem deduit per als enters a partir
del teorema de la divisié entera tenen analegs per a polinomis amb coeficients en un cos, gracies a
lexistencia també de divisi6 entera.

Sigui K un cos, i denotem per K[z] el conjunt de polinomis amb coeficients a K,

K[z] = {anz" + an_12" ' + .. a1z +ag | a; € K},
amb la suma i producte de polinomis definits de la manera habitual.

Exemple 1.36. Un exemple de cos és el dels nombres racionals. De fet, si el lector no se sent
comode treballant amb aquest grau de generalitat en que K denota un cos qualsevol, per a fixar
idees pot pensar en els polinomis a coeficients racionals Q[z]. Altres exemples de cossos sén K = R
el cos dels nombres reals o K = C el cos dels nombres complexos. Més endavant en aquestes
notes veurem uns altres exemples de cossos, que tenen la particularitat que tenen un nombre finit
d’elements.

Teorema 1.37 (de la divisié entera de polinomis). Siguin f(x),g(x) € K|z] dos polinomis amb
g(x) # 0. Ezisteizen uns unics q(x),r(z) € Klx] tals que

(1.13) f(z) =g(x)q(z) +r(xz) on r(xz)=0 o bé grau(r(x)) < grau(g(x)).



APUNTS D’ARITMETICA 13

Proof. L’existéncia de g(x) i r(x) satisfent les propietats de 'enunciat prové de I’algoritme de divisié
de polinomis, analeg a la divisi6é llarga de nombres enters.
Per a veure la unicitat, suposem que g1(x) i r1(z) sén polinomis tals que

(1.14) fx) =g(z)q1(z) +r1(x) on ri(z) =00 bé grau(r(z)) < grau(g(x))
i velem que necessariament ri(x) = r(z) i ¢1(z) = ¢(x). Restant de tenim que
(1.15) 9(z) (¢(z) — q1(x)) = r1(z) —r(2).

Si r(z) — r(x) = 0, com que g(x) # 0 necessariament ha de ser ¢(x) = ¢1(z) i ja hem acabat. Si
ri1(x) — r(x) # 0, aleshores g(x) — g1(x) # 0 1 per tant

grau(ry (z) —r(z)) < grau(g(z)) < grau(g(z)(q(z) — q1(z)))
cosa que és una contradiccié amb la igualtat (1.15]) i per tant ha de ser r1(x) — r(z) = 0. O

Exemple 1.38. Si f(z) = 23 + 22+ 11 g(x) = 22% + 42 + 6 aplicant 'algoritme de divisié trobem
que el quocient de dividir f(z) per g(z) és q(z) = 2z — % i el residu és r(z) = —z + 4. Fixem-nos
que malgrat que f(z) i g(x) tenen coeficients enters, ¢(x) ja no té coeficients enters siné racionals.
Es per aixo que és important en el teorema de la divisié entera que els polinomis tinguin coeficients

en un cos.
Definicié 1.39. Siguin f(z), g(z) € K[z]. Diem que g(z) divideix f(x) si existeix h(z) € K|x] tal
que f(z) = g(x)h(z). Utilitzem la notacié g(x) | f(z).

Tot seguit definim els polinomis irreductibles, que juguen un paper analeg a K [x] al dels nombres
primers a Z.

Definicié 1.40. Diem que un polinomi f(z) € K|x], f(x) no constant, és irreductible si no existeix
cap factoritzacié de la forma f(z) = g(z)h(h) amb g(x) i h(z) polinomis no constants (és a dir, de
grau > 1).

Teorema 1.41. Siguin f(x),
Kz] tal que h(z) | f(z), h(z)

h(z) = f(x)F(z) + g(x)G(x) per a certs F(x),G(x) € Klz].

g(x) € K[z], algun d’ells diferent de 0. Existeiz un polinomsi h(z) €
| g(x), i tal que és combinacid de f(x) i g(x); és a dir, és tal que

Proof. Considerem el conjunt de tots els polinomis que sén combinacié de f(x) i g(z):
A= {f(@)Fo(x) + g(z)Go(x) | Fo(z), Go(x) € K[z]}.

Sigui A(z) un polinomi de A de grau minim d’entre els polinomis que sén diferents de 0. Per
construccié h(z) = f(x)F(x)+ g(x)G(x) per a certs polinomis F(x), G(x), aix{ que només cal veure
que divideix f(z) i g(z). Veiem que divideix f(z), i el raonament per a g(x) és totalment analeg.
Raonem per contradiccid, i suposem que h(z) 1 f(x). Aleshores quan fem la divisié entera

f(x) = h(z)q(x) +r(z)
obtenim un residu r(x) # 0 i tal que grau(r(z)) < grau(h(z)). Perd com que
r(z) =f(z) = Mx)q(z) = f(z) = (f(2)F(z) + g(2)G(2)) g(2)
=[f(z) (1 = F(z)q(x)) + 9(z) (=G (2)q(x))

velem que r(x) pertany a A i té grau menor que h(zx); aix0 és una contradiccié amb Veleccié de
h(z) com un element no nul de grau minim de A. O
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Teorema 1.42. Siguin f(x),g(z) € Klz], algun d’ells no nul. Ezisteiz un unic polinomi d(z) €
K|z] satisfent les propietats segtients:

(1) d(x) és monic (i.e., el seu coeficient de grau mazim és 1);

(2) d(x) | f(z) i d(z) | g(x);

(3) d(z) = f(z)F(x) + g(z)G(x) per a certs F(x),G(x) € K[z];

(4) qualsevol polinomi m(x) tal que m(x) | f(z) i m(z) | g(x) compleiz que m(x) | d(x).

Proof. Considerem un polinomi h(z) = h,2™ + hy,_12" " + ... hyx + hg proporcionat pel Teorema
i definim d(z) = ﬁh(z) Per construccié és monic, i de les propietats de h(z) se’'n dedueix
que compleix les propietats (2) i (3). La propietat (4) es dedueix immediatament de (3).

Només ens resta veure la unicitat de d(z). Suposem que e(x) és un altre polinomi satisfent
les quatre propietats de '’enunciat. Que e(x) satisfaci la propietat (3) vol dir que e(z) | f(z) i
e(z) | g(z); per la propietat (4) satisfeta per d(x) veiem que d(x) | e(z). Intercanviant els papers
de e(x) i d(x) en 'argument anterior, veiem que també e(x) | d(z). Per tant

e(z) = qu(z)d(z) = q1(x)gz(v)e(z)
amb la qual cosa ¢1(z)g2(x) = 11 per tant ¢1(z) 1 g2(z) sén polinomis de grau 0, és a dir, elements
de K. De la igualtat e(z) = ¢1(x)d(x) i del fet que e(x) i d(z) sén monics en deduim que ¢;(z) =1
i per tant e(z) = d(x). O
Definicié 1.43. Del polinomi d(x) del Teorema se’'n diu el maxim comi divisor de f(z) i g(x).
Utilitzem també la notacié med(f(x), g(z)) o simplement (f(x), g(z)) si no hi ha perill de confusié.

El resultat segiient és un analeg del Lema d’Euclides.
Proposicié 1.44. Sigui p(z) € Klx] un polinomi irreductible. Si p(x) divideix un producte de
polinomis f(x)g(x), aleshores p(x) | f(x) o bé p(x) | g(x).
Proof. Si p(x) 1 f(x) aleshores med(f(z),p(x)) = 1, pel fet de ser p(x) irreductible. Per tant,
existeixen polinomis P(x) i F'(x) tals que
1 =p(x)P(z) + f(x)F(z).
Multiplicant aquesta igualtat per g(x) veiem que
9(x) = p(x)g(x)P(z) + f(x)g(x) F(x).
Com que p(z) divideix els dos sumands de la part de la dreta de la igualtat, també divideix g(x). O

Teorema 1.45. Sigui f(z) € K[x] un polinomi de grau > 1. Aleshores f(x) es pot factoritzar com
(1.16) f(x) = epr(@)pa() - .. pi(),

on ¢ € K i els polinomis p; sén monics i irreductibles. A més, aquesta factoritzacié és unica llevat
de lordre dels factors.

Proof. La demostracié és analoga a la demostracié del Teorema Fonamental de I’Aritmetica. En
primer lloc, 'existéncia de la factoritzacié és senzilla: si f(x) és irreductible ja hem acabat; si no ho
és, es pot factoritzar com f(z) = f1(z)f2(x) on fi(x) i fa(x) tenen grau més petit que f(z); repetim
el raonament per a cada factor f;(x): si f;(x) és irreductible ja estem, i si no ho és el factoritzem
com a producte de factors de grau més petit. Aquest procés clarament acaba perque en cada pas
el grau dels factors disminueix, i el grau no pot ser negatiu. Aix0 proporciona una descomposicid
de f(z) en producte d’irreductibles, i ajustant la constant ¢ podem fer-los monics.
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Per a veure la unicitat, suposem que tenim dues factoritzacions de f de forma que
(1.17) epr(z)pa(z) ... pr(x) = dg1(z)g2(x) . . . gs(x)

ond € K iels ¢;(z) sén monics i irreductibles. D’aquesta igualtat veiem que p1 () | g1(z)g2(x) . .. gs(x)
i per la proposicié veiem que divideix un dels factors que podem suposar (reordenant-los si cal)
que és q1(z). Com que ¢ (z) és irreductible i monic, aixd implica que pi(xz) = ¢1(z) i per tant els
podem cancel-lar py(z) i ¢1(z) a . Repetint argument arribem a qué necessariament k = s,
pi=gq; peratoti=1,... k, ifinalment ¢ = d. O

1.8. Arrels de polinomis amb coeficients en un cos. Sigui K un cos i f(z) un polinomi amb
coeficients a K

Definicié 1.46. Diem que « € K és una arrel de f si f(«a) = 0.
Exemple 1.47. Sigui g(z) = 22 + 22 + 1 € Q[z]; aleshores g(—1) = 0 i per tant —1 és arrel de
g(x).
Proposicié 1.48. FEl residu de la divisio entera entre f(z) i x — a és f(a).
Proof. Si dividim f(z) pel polinomi 2 — «, que és de grau 1, obtenim:
f(@) = q(x)(z — o) +r(z)

on r(x) = 0 o bé r(x) té grau 0. En qualsevol cas, r(x) és un element de K. Podem denotar-lo
simplement com r, de manera que

f@)=q(@)(z—a)+r
amb r € K. Avaluant en x = o veiem que

fla) =qla)(a—a)+r
d’on r = f(«) com voliem veure. O
Corol-lari 1.49. « és arrel de f(x) si i només si x — « divideiz f(x).
Proof. Immediata. O
Definicié 1.50. Si « és arrel de f(x), la multiplicitat de « és la maxima poténcia de z — o que
divideix f(z).

Exemple 1.51. Sigui g(z) = 22 + 22 + 1. Clarament g(—1) = 0 i per tant —1 és arrel de g(x). En
particular, (z + 1) | g(z). Com que (z + 1)? | g(x) perd (x + 1)3 { g(z), veiem que —1 és una arrel
de g(z) de multiplicitat 2.

Proposicié 1.52. Si f(x) € K|x] té grau n > 1 aleshores f(x) té com a molt n arrels (comptades
amb multiplicitat).

Proof. Farem inducci6 en el grau n. El cas n = 1 és evident; suposem doncs cert I’enunciat cert
per a polinomis de grau n — 1 > 1 i veiem que també és cert per a polinomis de grau n.

Sigui o una arrel de f(x). Aleshores podem escriure f(z) = (x — a)g(z) per a cert polinomi g(z)
de grau n — 1. Sigui 8 una arrel de f(x). Aleshores

0=f(B) =(B—a)g(B)
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En un cos, si el producte de dos elements és igual a 0 aleshores almenys un dels dos és 0; per tant,
B = a o f és una arrel de g(x). Es a dir, hem vist que

{arrels de f(z)} = {B} U {arrels de g(x)}.

Com que g(x) té grau n— 1, sabem per hipotesi d’induccié que té com a molt n— 1 arrels comptades
amb multiplicitat, d’on veiem que f(x) té com a molt n arrels comptades amb multiplicitat. O

Observacié 1.53. Aquest resultat no és cert si K no és un domini d’integritat]

2. CONGRUENCIES

Suposem que volem trobar les solucions enteres de I’equacio
2+ =22 +1.

Resulta que no en té cap: no existeixen enters x,y satisfent aquesta relacié. En efecte, tant si = és
parell com si és senar, tenim que 22 + x serd parell, mentre que 2y + 1 sempre és senar.

Aquest exemple senzill il-lustra que és 1til classificar els nombres enters en parells i senars. Pero
aixo té les seves limitacions, per exemple el mateix raonament no funciona per a l’equacié

323 = 9% 4 1.

En aquest capitol veurem una generalitzacié dels conceptes parell i senar. Una manera de pensar
en aquestes nocions és que els nombres parells sén els miiltiples de 2, mentre que els senars sén
els nombres que no sén miltiples de 2. Perdo ho podem pensar també de manera equivalent de la
manera seglient: els nombres parells sén aquells que quan els dividim per 2 deixen residu 0, i els
senars son els que deixen residu 1. Es a dir, classifiquem els enters segons el residu que deixen quan

els dividim per 2. La idea que hi ha darrera el concepte de congruencia és generalitzar aquest fet i
classificar els enters segons el residu que deixen quan els dividim per un nombre n > 2.

2.1. Definicié i primeres propietats.

Definicié 2.1. Sigui n un enter positiu. Donats a,b € Z diem que a és congruent amb b modul n
sin | a—0b. També es diu que a i b s6n congruents modul n o que a és un residu de b modul n. La
notaci6 és a = b (mod n).

Exemple 2.2. 4 =6 (mod 2), 7=13 (mod ), 17=5 (mod 6), —11 =1 (mod 4).
Exemple 2.3. —11 # 2 (mod 7) (aquesta és la notacié per a indicar que —11 i 2 no sén congruents

modul 7).

La proposicio segiient, la demostracié de la qual és immediata a partir de les definicions, ens diu

que ser congruent modul n és una relacié d’equivalencia.
Proposicié 2.4. Sia,b,c,d € Z in € Z~q aleshores:

(1) a=0b (mod n) si i només si b=a (mod n);

(2) a=b (mod n) ib=c (mod n) implica a = ¢ (mod n);

(3) a =a (mod n).
Proposicié 2.5. Sia=b (mod n) i c=d (mod n) aleshores:

(1) Sia+c=b+d (modn) ia—c=b—d (mod n);

(2) ac =bd (mod n).

8Per exemple, a 7./47Z el polinomi f(z) = 222 4 2z té quatre arrels
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Proof. (1) Comquen|a—bin|c—d,clarament n|a—b+c—d;ésadir,n|a+c— (b+d)
que és el mateix que dir que a + ¢ =b+d (mod n). L’argument per a la resta és analeg.
(2) Clarament n | @ — b implica que n | ac — bc; de la mateixa manera, n | ¢ — d implica que
n | bc — bd. Per tant, n | ac — bc + bc — bd d’on veiem que n | ac — bd.

O
Proposicié 2.6. (1) ax =ay (mod n) < z =y (mod ﬁ)
(2) axr =ay (mod n) i (a,n) =1 = z=y (mod n).
(8) x=y (modm) iz =y (mod n) < z =y (mod [m,n]).
Proof. (1) [=] Com que n | a(z — y) tenim que a(x — y) = nm per a algun m € Z; dividint

per (a,n) veiem que
a n
" (p—y) = ——
@Y " )
Observem que les dues fraccions son nombres enters, ja que el denominador divideix el
numerador. Aquesta identitat doncs ens diu que 2~ | (z—y) i per tant x =y (mod +2=).

(a,n) (a,n)
[«<—] (a?n) | (z —y) = (gz) | a(z —y) = ﬁ | (az — ay).

(2) Es un cas particular de (1).
(3) Surt de les propietats del minim comu multiple.
O

2.2. Classes de residus modul n. Al conjunt dels nombres enters hi podem posar la relacié
d’equivalencia “ser congruent modul n”. Podem considerar doncs el conjunt de les classes d’equivalencia
per aquesta relacié, que s’anomena el conjunt de classes de congruéncia modul n (o també el conjunt
de classes de residus modul n).

La notacié que utilitzarem sera la segiient: si a és un enter, denotarem per a (mod n) la classe
d’equivaléncia de ¢ modul n. Aixi doncs, a (mod n) € Z/nZ. Quan el mddul n amb el que treballem
estigui clar també utilitzarem la notacié @ per a denotar la classe de a modul n.

Observacié 2.7. Tot enter a és congruent modul n a un (i només un) dels nombres 0,1,2,...,n—1.
Per a trobar quin, cal dividir a per n:

a=gn+ramb0<r<n-—1.
Aleshores a = r (mod n).

Exemple 2.8. Tot nombre és congruen modul 3 a 0,1 o 2. Hi ha doncs, tres classes de congruencia
modul 3:

{...,—6,-3,0,3,6,9,...}
{...,=5,-2,1,4,7,...}
{--—4,-1,2,5,8,11,... }.

ROl = O
I

En general, hi ha n classes d’equivalencia modul n. Denotem perﬂ Z/nZ el conjunt de classes de
congruencia modul n:

Z/nZ ={0,1,2,...n —1}.

9aquest conjunt es llegeix “Z modul nZ”; en assignatures posteriors d’algebra es veura el perque d’aquesta notacié
que ara pot resultar una mica extranya
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Definicié 2.9. Diem que z1, z2,...,z, és un sistema complet de residus modul n si per a tot enter
y existeix un i només un z; tal que y = z; (mod n).

Exemple 2.10. 0,1,2,...,n — 1 és un sistema complet de residus modul n. Pero n’hi ha d’altres,
només cal escollir un representant de cada classe.

Exemple 2.11. Fixem-nos que 0 = 10 (mod 5), 1 =6 (mod 5), 2= —3 (mod 5), 3 =13 (mod 5)
i4= -6 (mod 5). Per tant, 10,6, —3,13, —6 és un sistema complet de residus modul 5, de manera
que podem escriure

Com és habitual, a vegades no posarem el punt del producte. Aquestes operacions estan ben

definides. Es a dir, no depenen del representant de la classe que escollim. Aix0 és el que hem

demostrat a la Proposici6[2.5] A més, és immediat comprovar que se satisfan les propietats segiients:
(1) 0+a=a per a tot a € Z/nZ;

@+0b)+c=a+ (b+7) per atot @,b,¢ € Z/nZ;

—a = 0 per a tot @ € Z/nZ;

b=>b+a per atot a,b € Z/nZ;

c=a

\]

+

w
=

ISIIS]]

W

(=2}

a(b+7c) = ab + ac per a tot a,b,c € Z/nZ;
ab = ba per a tot a,b € Z/nZ
8) la = a per a tot a € Z/nZ.

Dit d’una altra manera, (Z/nZ,+,-) és un anell commutatiu.

NN N N N S
~ ot
—_ D T

2.3. Classes d’invertibles.

Definicié 2.12. Diem que a és invertible modul n si existeix b € Z tal que ab = 1 (mod n).
Aleshores diem que b és I'invers de a modul n, i el denotem per a=! (mod n).

Observacié 2.13. Equivalentment, @ € Z/nZ és invertible si existeix b € Z/nZ tal que @-b = 1.
D’ara en endavant farem servir indistintament la notacié amb congrueéncies (que denota que estem
fent operacions amb representants) i la notacié amb classes modul n, que denota que fem operacions
a Z/nZ.

Exemple 2.14. 2-3 =1 (mod 5) i per tant 3 és 'invers de 2 modul 5.

Observacio 2.15. No sempre existeixen inversos modul n. Per exemple, 3 no és invertible modul 6.
En efecte, si existis a tal que 3a = 1 (mod 6) aleshores multiplicant per 2 als dos costats 2-3-a = 2
(mod 6); perd aixo ens diria que 0 = 2 (mod 6) cosa que no és certa.

Definicié 2.16. Diem que @ € Z/nZ, a # 0, és un divisor de zero si existeix b # 0 tal que @-b = 0.

Proposicié 2.17. (1) a € Z és invertible modul n si ¢ només si (a,n) = 1.
(2) @ és un divisor de zero a Z/nZ si i només si (a,n) > 1.
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Proof. (1) [=] Siab—1 = kn per a algun k € Z aleshores ab — kn = 1 i clarament (a,n) = 1.
[<=] Si (a,n) = 1 per Bézout existeixen z,y € Z tals que ax + ny = 1. Aleshores,
reduint modul n veiem que az =1 (mod n) i per tant a=* = x (mod n).
(2) [=] Si ab = kn per a certs b,k € Z amb n { b, aleshores (a,n) > 1.
[«<=] Sigui d = (a,n) amb d > 1. Aleshores a; =0 (mod n)i %5 # 0 (mod n).
O
Observacié 2.18. De la demostracié de la proposicié anterior veiem que podem inversos modul
n amb Dalgoritme d’Euclides estés. Si (a,n) = 1 aleshores amb aquest algoritme podem trobar
x,y € 7 tals que

ar +ny =1,
de manera que a~! =z (mod n).
2.4. El teorema xinés del residu.
Teorema 2.19. Siguinni,na,...,n, enters positius relativament primers dos a dos (i.e., med(n;,n;) =
1 peri # j). Siguin també a1, as,...,a, nombres enters. Aleshores les congruéncies

x=a; (mod ng)

x=ay (mod ns)

a, (mod n,)

8
If

tenen solucions comunes. Si xg €s una solucio, aleshores totes les solucions son de la forma
T =x9+ kning...n,
amb k € Z qualsevol. En particular, la solucio és unica modul n = ning...n,.

Proof. Per a cada i € 1,2,...,r tenim que ;- és enter; a més, com que els moduls sén primers dos
i

a dos tenim que (2

n;’

a-b; =1 (mod n;), mentre que clarament ;-b; =0 (mod n;) per a tot j # . Aix{ doncs, I'enter

n;) = 1. Sigui b; Uinvers de -~ modul n;. Per definicié d’invers, tenim que

i

-
To = Z ﬂbkak
=0 'k
satisfa que o = a; (mod n;) per a tot i i és una solucié del sistema. Qualsevol nombre de la
forma zg + kn amb k € Z també és solucié. Finalment, si x es una altra solucié del sistema,
tenim que x = xo (mod n;) per a tot i; és a dir, tenim que n; | © — xp per a tot ¢ amb la
qual cosa mem(ny,ne,...,n,.) | * — x9. Com que els n; sén coprimers dos a dos tenim que
mem(ng, ne, ..., Ny) =n iz =x9+ kn per algun k € Z. O

Exemple 2.20. El sistema
x=3 (mod 5)
x=4 (mod 11)
x=7 (mod 8)
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té solucié ja que els moduls son primers dos a dos. Aplicant el meétode descrit a la demostracié
podem trobar una solucio:

by=(11-8)"'=2 (mod 5)
by=(5-8)"'=8 (mod 11)
bs=(5-11)"'=7 (mod 8)

iper tant xg =11-8-2-34+5-8-8-44+5-11-7-7 =4503. Com que 4503 = 103 (mod 440) podem
escriure la solucié general com

x = 103 + 440k amb k € Z,
o també z = 103 (mod 440).

Observaci6 2.21. Si els moduls no sén coprimers el sistema pot no tenir solucié. Per exemple el
sistema

x=3 (mod 6)
x=2 (mod 4)

no té solucié. La primera equacié implica que x = 1 (mod 2), i la segona implica que z = 0 (mod 2)
amb la qual cosa no pot haver-hi cap z satisfent les dues alhora.

Observacié 2.22. Si els moduls no sén coprimers, el sistema pot tenir solucié. Per exemple
considerem el sistema:

x=3 (mod 10)
x=8 (mod 15).

La primera equacié és equivalent a les dues equacions segiients:

(2.1) z=3 (mod 2)
(2.2) r=3 (mod 5),
mentre que la segona equacié és equivalent a:

(2.3) z=8 (mod 3)
(2.4) x=8 (mod 5).

Fixem-nos que (2.2)) i (2.4) en realitat sén la mateixa equacidé. Aixi doncs, el sistema original és
equivalent al sistema:

z=1 (mod 2)
x=3 (mod 5)
x=2 (mod 3),

que té solucié perque els moduls son primers dos a dos.
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2.5. El grup dels invertibles modul n. Recordem que als enters hi hem definit la relacié
d’equivalénica a = b (mod n), i que denotem per Z/nZ el conjunt de les classes d’equivaléncia:

Z/nZ = {classes d’equivaléncia  (mod n)} = {0,1,...,n —1}.

Hi hem definit dues operacions, suma i producte:

<

a+b=a+b
=a-b

<

a -

i hem vist que estan ben definides (no depenen dels representants escollits) i que amb aquestes
operacions Z/nZ té estructura d’anell. També hem vist que un element @ € Z/nZ és invertible pel
producte si i només si med(a,n) = 1. Recordem la definicié d’invertible pel producte:

e a4 € 7Z/nZ és invertible pel producte si existeix be Z/nZ tal que @ - b=1
e equivalentment, a € Z és invertible modul n si existeix b € Z tal que ab=1 (mod n).

Definicié 2.23. Denotem per (Z/nZ)* el conjunt de les classes invertibles modul n. Es a dir:
(Z/nZ)" = {a € Z/nZ: @ és invertible} = {@ € Z/nZ: mcd(a,n) = 1}.

Proposicié 2.24. (Z/nZ)" és un grup amb el producte. S’anomena el grup dels invertibles modul
n.

Proof. L’existencia d’element neutre i de 'associativitat del producte ja I’haviem vista. Tot element
té invers pel producte per definicié de (Z/nZ)". d

Exemple 2.25. (Z/57)" = {1,2,3,4}, (Z/6Z)" = {1,5}, (Z/8Z)" = {1,3,5,7}.
Tot seguit definim I’anomenada funcié fi d’FEuler. Es una funcié ¢: Zq — Zo.

Definicié 2.26. Donat n € Z~o denotem per ¢(n) el nombre d’enters k amb 0 < k < n — 1 tals
que mcd(k,n) = 1.
Exemple 2.27. ¢(1) =1, ¢(5) =4, ¢(6) =2, $(8) = 4.

Observacio 2.28. Sovint també s’utilitza la grafia alternativa de la lletra fi per a denotar aquesta
funcié: p(n). Les dues notacions es troben indistintament a la literatura.

*

Observacié 2.29. Fixem-nos que per a n > 1 tenim que ¢(n) = # (Z/nZ)

L’objectiu d’aquesta secci6 és trobar una férmula per a ¢(n). El primer pas és establir la férmula
en el cas que n sigui primer.

Lema 2.30. Sip és primer aleshores ¢(p) =p — 1.

Proof. En efecte, dels p enters 0,1,2,...,p — 1 només el 0 satisfa que el seu maxim comu divisor
amb p és > 1. O

En particular, la proposicié anterior ens diu que tot element @ € Z/nZ diferent de 0 és invertible.
Un anell on tot element # 0 és invertible pel producte s’anomena cos. Anotem aquest fet en forma
de proposicio, ja que ens sera util més endavant.

Proposicié 2.31. Sip és primer Z/pZ és un cos.
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Observacié 2.32. Fixem-nos que Z/pZ és un cos amb p elements; és doncs un cos finit, en
contraposicié amb els altre cossos Q, R i C que tenen infinits elements. No ho veurem aqui,
pero es pot demostrar que per a tot primer p i per a tot r > 1 hi ha cossos finits de cardinal p”, i
reciprocament que tot cos finit té cardinal potencia de primer.

Observacié 2.33. Si n no és primer aleshores Z/nZ no és un cos.
Lema 2.34. Sip és primer i r > 1 aleshores ¢(p”) = p"~1(p —1).

Proof. Fixem-nos que (a,p”) > 1 si i només si p | a. Per tant, dels p” enters entre 0 i p” — 1 els que

no tindran maxim comu divisor amb p" igual a 1 seran els multiples de p entre 0 i p”, que sén:
0,p,2p,3p,4p, ..., (0"~ = 1)p;

veiem que n’hi ha p"~! de manera que ¢(p") =p" —p" L =p " L(p—1). O

Proposicié 2.35. La funcié ¢ d’Buler és multiplicativa. Es a dir, si (m,n) = 1 aleshores ¢(mn) =
p(m)o(n).
Proof. Definim ’aplicacio
Z/mnZ — Z/mZ

a (mod mn) +— a (modm)
que envia la classe d’un enter a modul mn a la classe de ¢ modul m. Fixem-nos que esta ben
definida ja que si @ = b (mod mn) aleshores a = b (mod m). Fixem-nos també que si (a,mn) =1
aleshores (a,m) = 1. Per tant, podem l’aplicacié anterior restringeix a una aplicacié en les classes
d’invertibles:

(Z/mnZ)* —  (Z/mZ)"
a (mod mn) +—— a (mod m).
De la mateixa manera, també podem definir una aplicacid
(Z/mnZ)* — (Z/nZ)"
a (mod mn) +—— a (mod n).
De fet, podem ajuntar les dues aplicacions en una de sola, que anomenarem a:
a:  (Z/mnZ)" — (Z/mZ)" x (Z/nZ)*
a (mod mn) +~— (a (mod m),a (mod n)).
Si veiem que « és bijectiva ja haurem acabat, perque aleshores comparant cardinials del conjunt
d’arribada i de sortida tindrem que

¢(mn) = 3 (Z/mnZ)" = (# (Z/mZ)") - (# (Z/nZ)") = ¢(m)(n).
Veiem doncs que « és bijectiva:

e «a és injectiva: Si a(a (mod mn)) = a(b (mod mn)) aleshores ¢« = b (modm) i a = b
(mod n). Per tant, a = b (mod [m,n]). Com que (m,n) = 1, [m,n] = mn i velem que
a=b (mod mn).

e « és exhaustiva: donats ¢,d € Z tals que (¢,m) = 11 (d,n) = 1 pel teorema xines del residu
existeix a € Z tal que

¢ (mod m)
d (mod n).

S
Il

S
MMl
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(e,m) =11 (a,n) = (d,n) = 1. Aixi doncs, a és

Observem que (a,mn) =1 ja que (a,m) = =
= (c (modm d( od n)).

invertible modul mn i a(a (mod mn)
U

Observaci6 2.36. De fet, 'aplicacié a de la demostracio és el que s’anomena un homomorfisme
de grups, pero aixo no ho utilitzarem.

Proposicié 2.37. Sin = pi'py?...pls amb els p; primers diferents i els exponents r; > 1, aleshores

o(n) = (p1 — pp (2 = pp ™" (o — pr ™.
Proof.
on) =o' pg - p2) B - () () T
=(p1 — 1)pi (2 — L)ph2 " (ps — D)ple L
(]

Observacié 2.38. La proposicié anterior ens déna la férmula que buscavem per a calcular ¢(n).
Aquesta féormula és molt 1til en molts aspectes, perd remarquem que si n és un enter gran (per
exemple un enter d’uns quants centenars de xifres) sera en general dificil calcular ¢(n) amb aquesta
férmula, ja que per a aplicar-la cal coneixer una factoritzacié de n i ja hem comentat que els nombres
grans sén computacionalment molt dificils de factoritzar. La dificultat de calcular ¢(n) si no es
coneix una factoritzacié de n és la base del criptosistema RSA que veurem més endavant.

2.6. Teorema d’Euler i Teorema Petit de Fermat.

Teorema 2.39 (Euler). Si (a,n) =1 aleshores a®™ =1 (mod n).

Proof. Siguin 71,72,...,74n) € Z representants de les classes invertibles modul n; és a dir, tals que
(Z[nZ)* = {T1,T2, ..., Tpm)}-
Considerem ara les classes @-71,@ - Ta,...,@ Ty Fixem-nos que:

e S6n totes diferents: si@-7; = a-T;, com que @ és invertible podem cancel-lar-lo multiplicant
per @' a cada costat de la igualtat i obtenim que 7; = Tj.
e Sén totes invertibles, ja que el producte de dues classes invertibles és també invertible (per
que?).
En resum, les classes @ - 71,@ - Ta,...,a - Ty(n) SN ¢(n) elements diferents de (Z/nZ)*; com que
aquest conjunt té ¢(n) elements, ha de ser

(Z/nZ)* ={@-T1,a@ Ta,..., @ Ty }-

Per tant
$(n) #(n) é(n)
Hﬁ: H* *._aqb(”) Hr
i=1 i=1

Com que H?:(q)rﬁ és invertible (novament utilitzem que el producte d’invertibles és invertible)
podem cancel-lar aquest terme i veiem que

a®™ =T,

Aquesta darrera igualtat és equivalent a que a®™ =1 (mod n). O
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Un cas particular d’aquest resultat és el que es coneix amb el nom de Teorema Petit de Fermat.
Teorema 2.40 (Teorema Petit de Fermat). Si p és primer i p{ a aleshores a?~! =1 (mod p).

Observacié 2.41. A vegades també es té en compte en el Teorema Petit de Fermat el cas en que
p | a. L’enunciat general que inclou els dos casos és que per a tot a enter es té que a? = a (mod p).
Aquesta congruéncia és trivial quan p | a, mentre que quan p { a és equivalent al Teorema ja
que llavors a és invertible modul p.

Aquests resultats son utils, entre moltes altres coses, per a calcular poteéncies de la forma a™
(mod n) per a exponents m grans. En efecte, podem dividir m per ¢(n):

m=qo(n)+r
i aleshores

a™ = g1 = (ad’(”))q -a"=a" (mod n).

Exemple 2.42. Si volem calcular 3?45 (mod 5). Com que ¢(5) = 4 calculem que 2415 = 3
(mod 4) i per tant

32415 =33 =2 (mod 5).
2.7. Ordre i arrels primitives.

Definicié 2.43. Sigui a un enter amb (a,n) = 1. L’ordre de a modul n és enter positiu h més
petit tal que a” =1 (mod n). Equivalentment, l’ordre de a modul n és h si

a"=T1 a Z/nZ i @ #1 peratot K amb 0<h <h.
Observacié 2.44. Pel Teorema d’Euler a?(™ =1 (mod n), o sigui que ordre de a modul n sempre
és < ¢(n).

Exemple 2.45. e 5 té ordre 2 modul 8. En efecte, 51 # 1 (mod 8), 52 =1 (mod 8).
e 3 té ordre 6 modul 7, ja que 3' = 3 (mod 7), 32 = 2 (mod 7), 3> = 6 (mod 7), 3* = 4
(mod 7),3° =5 (mod 7), 3° =1 (mod 7).

Proposicié 2.46. L’ordre de a modul n divideix ¢(n).

Proof. Denotem per h l'ordre de a modul n. Suposem que h 1 ¢(n) i veiem que arribem a una
contradiccié. Dividim ¢(n) per h:

¢(n) =qh+r amb 0<r <h (jaquehtep(n)).
Aleshores sabem que a” =1 (mod n) i que a®™ =1 (mod n). Per tant:
1=a®™ = ghatr = (ah)q -a”" =a" (mod n).

Pero per definicié de ordre no pot existir cap 0 < r < h tal que a” = 1 (mod n), i aixo és una
contradiccio. O

De fet, exactament la mateixa demostracié déna el resultat segiient.
Proposicié 2.47. Sia € (Z/nZ)* és tal que a” =1 aleshores Uordre de a divideix r.

Definicié 2.48. Diem que a € Z amb (a,n) = 1 és una arrel primitiva modul n si el seu ordre
modul n és ¢(n).
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Fixem-nos que si a és una arrel primitiva modul n aleshores
(Z/nZ)* = {a°,a,a?,... a?™71}.

En efecte, només cal veure que els elements del conjunt de la dreta sén tots diferents. Aixo és
perque si a® = a¥ amb 0 < z,y < ¢(n) — 1 aleshores (suposant que x > y) tenim que a®*~¥ = 1 amb
0<z-—y<¢(n)—11icom que 'ordre de a és ¢(n) necessariament ha de ser z —y = 0.

Exemple 2.49. e Com que 3 és una arrel primitiva modul 5, tenim que (Z/5Z)* = {1, 3,32, 3%}.
e Tot element a (Z/8Z)* té ordre 1 o 2, i ¢(8) = 4. Aix{ doncs no hi ha arrels primitives
modul 8.

Fixem-nos doncs que no és cert que per a tot n existeixin arrels primitives modul n. El resultat
segiient ens diu que aix0 és cert si el modul és primer.

Proposicié 2.50. Sip és primer aleshores hi ha arrels primitives modul p.
Per a demostrar aquest resultat necessitarem un parell de lemes.

Lema 2.51. Sigui p un primer i d un divisor de p — 1. Aleshores el polinomi @ — 1 € (Z/pZ)[z]
té d arrels a Z/pZ.

Proof. Posem p—1 =d - e. Tenim la factoritzaci6

Pt 1= (2 =) (@) T+ @) 2t 1) = (2 - D)g(a).
El teorema petit de Fermat ens diu que tot b € (Z/pZ)* satisfa que bP~! = 1. Es a dir, el polimomi
xP~1 — 1 té p— 1 arrels a Z/pZ. Ara bé, tota arrel de zP~! — 1 és arrel de 2% — 1 o de g(z), ja que

Z/pZ és un cos. Com que g(x) té com a maxim d(e — 1) = p — 1 — d arrels, necessariament ¢ — 1
té d arrels. O

Lema 2.52. Sia,b € (Z/pZ)* tenen ordres r i s respectivament i (r,s) =1, aleshores ab té ordre
TS.

Proof. Observem en primer lloc que
(ab)rs _ (ar)s . (bs)r =1;

per tant, 'ordre de ab divideix rs. Anomenem h 'ordre de ab, que podem escriure com h = ry8;
amb 71 | 7 i 81 | s. Per definicié d’ordre sabem que

(2.5) Ay = 1,
Elevant aquesta igualtat a % tenim que
aT’SleSI — b’l"sl — 1
d’on veiem que s | rs;. Com que (r,s) = 1 necessariament ha de ser s | s1 i per tant s = s1. Elevant

(12.5) a < irepetint 'argument arribem a qué r = r; amb la qual cosa h = rs. O

Demostracid de la Proposicid [2.50 Elresultat és clarament cert si p = 2, o sigui que podem suposar
p > 2. Factoritzem p — 1 com

ny n2

p—1=gqi"q¢3*...q""



APUNTS D’ARITMETICA 26

amb els g; primers diferents i els n; > 0. Pel Lemma sabem que

q?li 1' g
¥ —1te q;

arrels a Z/pZ;

n‘L 1 P
% —1t6 ¢! arrels a Z/pZ.
n; . Tlifl
Per tant, hi ha ¢ — q;“*l elements de (Z/pZ)* tals que b% " = 1 perd bj’  # 1. Aquests elements
tenen ordre g; .
Per a cada i = 1,...,7 escollim a; € Z/pZ un element d’ordre ¢;'*, i posem

a=ai - ag...0a.

Pel Lemma velem que a té ordre ¢i* ...¢"" = p — 1 i per tant és una arrel primitiva modul
p. O

Hi ha un resultat de Gauss que déna una caracteritzacié completa de per a quins moduls existeix
alguna arrel primitiva.

Teorema 2.53 (Gauss). Ezisteir alguna arrel primitiva modul n si i només sin = 1,2,4,p* o 2p®
amb p un primer senar v o > 1.

Proof. No la farem. O

Proposicié 2.54. Si ezisteiz alguna arrel primitiva modul n aleshores hi ha ¢(d(n)) arrels primitives
modul n.

Proof. Si hi ha alguna arrel primitiva, diguem-li a, aleshores tenim que
(Z/nZ)* = {d°,a,ad?,... 7a‘z’(")fl}.

(kt?dg@))' En efecte, clarament

Tot seguit veurem que 'ordre de a* és

(@) Tst = (@) Tdm = 1
i per tant l'ordre de a* divideix (kﬁ@)). Diguem-li h a l’ordre de a®. Aleshores tenim que

(ah) =1

i per tant ¢(n) | kh (ja que a té ordre ¢(n)). Per tant % | kh i d’aqui veiem que % | h
que és el que ens faltava veure.
Aixi doncs, el nombre d’arrels primitives modul n és

#{d": 0 <k < g(n) —Liord(a") = p(n)} = #{a": 0 <k < ¢(n) — 11 (k, ¢(n)) = 1} = $(4(n)).
O

Conjectura 2.55 (Conjectura d’Artin). Sigui a € Z tal que a # —1 i a no és un quadrat. Aleshores
a €és arrel primitiva modul p per a infinits primers p.

Observaci6 2.56. El que afirma la conjectura no s’ha pogut demostrar fins ara ni tan sols per a
un valor de a.
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3. NOMBRES COMPLEXOS

En aquesta seccié introduirem el conjunt dels nombres complexos C, que com veurem contenen
de manera natural els nombres reals.

3.1. Definicions basiques. Per a justificar una mica la definicié, comencem recordant els diferents
tipus de nombres que coneixem fins ara, i que satisfan les inclusions

NCczZcQcCR.

Una manera com podem entendre el pas dels naturals als enters és per la necessitat de resoldre
certes equacions. Es a dir, hi ha equacions amb coeficients naturals com per exemple

r+7=3

que no tenen cap solucié natural. L’equacié anterior és equivalent a x +4 = 0 i per tant si que té

solucié a Z, x = —4. Ja estem molt familiaritzats amb el concepte de nombre enter negatiu i no

ens presenta ja cap problema “conceptual”. Pero fixem-nos que —4, de fet, el podem pensar com

un “simbol” que podem operar amb nombres naturals i que esta caracteritzat per la propietat que

—4+44=0. Esa dir, tot el que necessitem saber de z = —4 és que és una solucié de z + 4 = 0.
També, I'equacio

3z —5=0

té coeficients enters, pero no té solucié a Z. Els racionals podem pensar que sén el resultat d’afegir
a 7Z totes les solucions d’equacions d’aquest estil. El nombre racional 5/3 podem pensar-lo com un
simbol que podem operar amb els enters, i I'tinic que necessitem saber d’aquest simbol és que quan
el multipliquem per 5 déna 3 (és a dir, que és una solucié de 'equacié 3z — 5 = 0).

Una construccié semblant ens porta a la definicié dels nombres complexos a partir dels nombres
reals. Es a dir, els nombres complexos els obtindrem a partir dels reals afegint-hi la solucié d’una
equacié que no té solucions a R. Aquesta equacid és

z? = —1.
Fixem-nos que no hi ha cap = € R tal que 22 = —1, ja que si z € R\ {0} aleshores z? > 0. La soluci6
és afegir als nombres reals un “simbol” que sigui solucié d’aquesta equacié. En matem?atiqueﬂ
aquest simbol es denota habitualment amb la lletra i. Igual que en els casos anteriors, voldrem
poder operar aquest simbol amb els nombres reals i voldrem considerar doncs expressions de la
forma a + bi amb a i b nombres reals.

Definicié 3.1. Un nombre complex és un nombre de la forma a + bi amb a,b € R, on i2 = —1.
Denotem per C el conjunt de nombres complexos.

Exemple 3.2. Exemples de nombres complexos sén 1+ 37, 2.51 — 4.67544i, 7 + 51, etc.

Observacié 3.3. El nombre a + 0i 'escrivim com a; fixem-nos que el podem identificar de manera
natural amb el nombre real a, i aixo ens dona la inclusié R C C. De manera semblant, el nombre
0 4 bi normalment s’escriu com bi.

Definicié 3.4. Si z = a + bi € C aleshores

e a s’anomena la part real de z; farem servir la notacié Re(z) = a;
e b g’anomena la part imaginaria de z; farem servir la notacié Im(z) = b;

10En contextos d’enginyeria electrica sovint s’utilitza la lletra j, ja que la ¢ es reserva per a la intensitat
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e ¢l nombre complex Z = a — bi s’anomena el complex conjugat (o simplement el conjugat)
de z.

Observacié 3.5. Fixem-nos que un nombre complex z és real si i només si Im(z) = 0. També, z
és real si i només si z = Z.

Podem sumar, restar i multiplicar nombres complexos fent servir les mateixes propietats que per
als reals (associativa, commutativa, distributiva, etc.) i utilitzant que i> = —1. Per exemple

243)+A+T7)=2+44+3i+7i=2+44+(3+7)i =6+ 103;
(243i)- (4+T7i))=2-4+2-7i+3i-4+ 215> = —13 + 26i
Es a dir, si 21 = a1 + b14 i 20 = as + boi aleshores definim
21+ 22 = (a1 + az) + (b1 + b2)1i,
21+ 2o = (ajaz — b1ba) + (a1by + asgby)i.
Fixem-nos que si z = a + bi aleshores
z-Z=a®+b.
En particular, si z # 0 aleshores z - Z pertany a Rsg.
Definicié 3.6. El modul de z és |z| = /2 - .

Podem dividir facilment un nombre complex per un nombre real: si z; = ay+b1i i ¢ € R aleshores

definim
z1 ay as .
— = — 4+ =1

Cc Cc Cc

Si volem dividir per un nombre complex diferent de 0 qualsevol, també ho podem fer multiplicant
i dividint pel conjugat del denominador:

21 21 29

Zy 29 Z2

ja que aleshores ens reduim al cas en que el denominador és un nombre real perque ja hem vist que
29 - Zo € Ryg.

2430 _ (2+30)(3-4i) _ 1844 _ 18 | 14
25 T 25"

Exemple 3.7. 5573 = GipGon) = 72410 —

Proposicio 3.8. Amb les definicions de suma, resta, producte i divisié que hem donat, els nombres
compleros son un cos que conté els nombres reals.

Proof. Exercici. O

Proposicio 3.9. Si z1, 2o € C aleshores:

1. 21+ 29 = Z1 + Zo.
2. 21'22:21'22.
3. ‘Zl'ZQ|:|Zl|'|22|.

Proof. Exercici. O
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3.2. Representacié grafica i forma polar. El nombre complex z = a + bi el podem representar
graficament com el punt del pla R? amb coordenades (a,b). Per exemple, el nombre i s’identifica
amb el punt (0, 1).

D’aquesta manera, podem identificar tot nombre complex amb un punt del pla i al revés, tot
punt del pla déna lloc a un nombre complex. Sovint es parla del “pla complex” per a referir-nos
al fet que identifiquem els nombres complexos amb punts del pla. Amb aquesta identificacié, els
punts reals es corresponent amb els punts de la recta y = 0, que s’anomena la recta real.

Aixo dona lloc a una representacié alternativa dels nombres complexos, ja que un punt del pla
també el podem especificar mitjangant les seves coordenades polars. Si z = a + bi € C i anomenem
r la distancia entre z i (0,0), i 6 langle que forma la semirecta que uneix (0,0) amb z amb la
semirecta de ’eix positiu de les x aleshores s’utilitza la notacié

zZ=Tg

per a denotar el nombre z en polars. De I'expressié z = a+bi se li diu expressié cartesiana. Aplicant
trigonometria basica trobem les formules per a passar de I'expressié cartesiana a l’expressié polar:

r=lz| = Va%+ b2,

B arctan(b)sia>0
B arctan(2) + 7 si a < 0.

També per a passar de ’expressié polar a la cartesiana:
z=rcosf +irsinf.
Proposicié 3.10. Si z1 = rig, i 22 = 129, aleshores
1. 2129 = (7“17"2)91+92 ;
2. % = (%)91_92 8 29 75 0.
Proof. La férmula per al producte és un calcul, utilitzant que z; = r;(cos§; + isin6;):

2122 =711 (COS 91 + 7sin 91)7’2 (COS 02 + 7sin Qz)
= r173 ((cos 01 cos Oy — sin ; sin O3) + i(sin 61 cos Oz + sin s cos 01))

= r1r2 (cos(fy + 02) + isin(f; + 63)) = (r172)0;, +0,-

La férmula per al quocient és una conseqiiencia directa de la férmula per al producte. O

Corollari 3.11. Siz =ry in € Zsq aleshores 2" = 1. Es a dir, 2" té modul ™ i argument nf.

3.3. Exponencial complexa. Recordem que si z € R aleshores definim e com

2 {ES .’,E4

—1+$+§+7+E+

Es a dir, la serie anterior és convergent, i el limit és, per definicié e”. De manera analoga, si prenem
z € C resulta que la serie

22 23 Z4
Lzttt gt
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també convergeixiﬂ a un nombre complex. Aix0 ens permet definir e* com

2 2’3 24

z
1+Z+E+§+Z+...

Per tant, hem donat significat a que vol dir la funcié exponencial avaluada en un argument complex

(i aix0 és una extensié natural de 'exponencial d’un nombre real). Fixem-nos que si Pavaluem en

un nombre imaginari pur de la forma 6 amb 6 € R tenim que
62 0> ot i0° 6°

0 _ g v W v Yo 47
e’ =1+1i6 o1 3 +4!++5! +6!+...
0 ot ) 6 ° .
:(1—2!—1—1”—%...)—1—2(9—3!—1—5!—1—...)20059—|—zsm9,

on hem identificat les séries de Taylor del sinus i el cosinus en la darrera igualtat. Aixi doncs, hem
obtingut:

Teorema 3.12 (Férmula d’Euler). Si 6 € R aleshores €' = cos 6 + isin .
Observacié 3.13. Si particularitzem la férmula a § = 7 obtenim que ™ 4+ 1 = 0.

Observacié 3.14. Fixem-nos que e’ té modul 1 i argument 6. Aix{ doncs, la férmula d’Euler
també es pot enunciar com e’ = 1y. En conseqiiéncia, és molt habitual denotar el nombre 7y com
re’; aquesta forma de notacié polar és molt freqiient.

3.4. Arrels de polinomis. Fixem-nos que, per construccié, C conté les arrels del polinomi 2% +
1 (que sén +i). De fet, C conté les arrels d’altres polinomis de R[z] que no tenen arrels a R.
Per exemple, tots els polinomis de grau 2 a coeficients reals tenen dues arrels (comptades amb
multiplicitat) a C; per exemple, el polinomi 22 + x + 1 no té arrels reals perque el discriminant és
negatiu, pero aplicant la férmula per a les equacions de segon grau veiem que té les arrels complexes

~1+iV3 -1-iV3
2 ’ 2 '

Un altre exemple son els polinomis de la forma ™ —1 amb n € Z~. Les arrels d’aquest polinomi
s’anomenen arrels n-essimes de la unitat (i és que tota arrel z satisfa que 2z = 1). Les arrels reals
de 2™ —18én z =1 si n és senar i z = £1 si n és parell. En canvi, el polinomi z" — 1 té n arrels a
C; és a dir, hi ha n arrels de la unitat. Aquestes sén els nombres

zZ0 = 1,21 = 121,2’2 = 12,21,2’3 = 13,277\-, ey RBp—1 = 1(71_1),24.
" " " "
Equivalentment, les arrels n-essimes de la unitat sén els nombres

27
=€, k=0,1,...,n—1.

Es facil comprovar que tots aquests nombres sén diferents i que satisfan zp = 1 (utilitzant el
Corol-lari per exemple). Com que un polinomi amb coeficients en un cos té com a maxim
tantes arrels com el grau, veiem que aquestes son totes les arrels de =™ — 1.

De fet, encara més és cert. Resulta que els complexos conten les arrels de qualsevol polinomi a
coeficients reals, i fins i tot a coeficients complexos.

gy aquesta seccié no serem gaire rigorosos amb els conceptes de convergencia; en particular, no definirem que
vol dir que una série de nombres complexos convergeixi i farem manipulacions de séries que no justificarem del tot.
En cursos posteriors d’analisi tot aix0 es veura amb el rigor necessari, en aquesta seccié en tindrem prou amb fer
raonaments formals i intuitius.



APUNTS D’ARITMETICA 31

Teorema 3.15 (Teorema Fonamental de I’Algebra). Tot polinomi no constant de Clz] té alguna
arrel a C.

Observaci6é 3.16. Hi ha moltes demostracions d’aquest resultat, perd malauradament totes elles
utilitzen eines de les que no disposem, i ens allunyaria massa de I'objectiu del curs introduir-les.

Corol-lari 3.17. Tot polinomi de grau n > 1 amb coeficients complexos té n arrels complexes,
comptades amb multiplicitat.

Proof. Per inducci6 sobre n. El cas n =1 és evident. Si f(z) € Clz] té grau n > 2, pel Teorema
Fonamental de ’Algebra sabem que té alguna arrel o € C. Aleshores

f(@) = (z — a)g(z)
amb g(z) de grau n — 1. Per hipotesi d’inducci6 g(z) té n — 1 arrels comptades amb multiplicitat,

i velem que tota arrel de f ésigual a a 0 a una arrel de g(z); per tant, f(x) té n arrels comptades
amb multiplicitat. O
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4. RESIDUS QUADRATICS
En tot aquest capitol p denotara un primer senar.

Definicié 4.1. Un enter a no divisible per p es diu que és un residu quadratic modul p si la
congruencia 2 = a (mod p) té solucié. Altrament es diu que a és un no residu quadratic modul p.
Exemple 4.2. e 2 és un residu quadratic modul 7, ja que la congruéncia 2 = 2 (mod 7) té
solucié (les soluciéns s6n £ =3 (mod 7) i x =4 (mod 7)).
e 3 és un no residu quadratic modul 7. En efecte, cap de les classes de congruencia modul 7
elevada al quadrat déna la classe del 3.

Observaci6 4.3. Que a sigui residu quadratic modul p només depén de la classe de congrueéncia
de a modul p. Per tant, podem parlar de si un element de (Z/pZ)* és un residu quadratic o no.

Exemple 4.4. Els residus quadratics de (Z/7Z)* sén 1,2 i 4.

Proposicié 4.5. A (Z/pZ)* hi ha p%l residus quadratics (i per tant p%l no residus quadratics).

Proof. Es un exercici de la llista de problemes. O
4.1. Simbol de Legendre i criteri d’Euler.
Definicié 4.6. (Simbol de Legendre): Si a € Z i p és un primer senar definim

Osipla
a
() =< 1siptaia ésresidu quadratic modul p
—1siptaia és no residu quadratic modul p.

2 3
E le4.7. (- )=1i(-)=-1
compto 7. (2) <11 (2)

a
Novament, () només depen de la classe de a modul p i per tant si @ € Z/pZ té sentit parlar
p

x
de ()
p
Proposicié 4.8. Tot residu quadratic té exactament dues arrels quadrades diferents modul p.

Proof. Sigui a un residu quadratic modul p. Aixo vol dir que p t a i que existeix o € Z tal que
a? = a (mod p). Aleshores (—a)? = a (mod p) i veiem que —a també és arrel quadrada de a
modul p. D’altra banda, a i —a sén diferents modul p, ja que si @ = —a (mod p) aleshores p | 2
perd pta (perqueé pta)ipt2, per tant pt2a.

Suposem ara que 3 és una arrel quadrada de a modul p; és a dir, que 32 = a (mod p). Aleshores
a? = B2 (mod p) i per tant p | a® — 8% = (a + B)(a — B). Com que p és primer, necessariament
pla—p (ipertant § =« (mod p)) op| o+ (i per tant o = —f (mod p). O
Lema 4.9. Sia € (Z/pZ)* és residu quadratic aleshores a* també ho és per a tot k € Z.

)2

Proof. Si a? = a aleshores (a*)? = a* per a tot k. O

Proposicié 4.10. FEl simbol de Legendre és multiplicatiu. Es a dir

)=G)G)
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Proof. Si p | ab aleshores és immediat (la igualtat és 0 = 0). Suposem doncs que a,b € (Z/pZ)*.
Farem la demostracié per casos:

b
(1) Si <a) = (> = 1: aleshores existeix a, 3 € (Z/pZ)* tals que a® = a i 2 = b; per tant
p p

b
(aB)? = ab i veiem que )

a b ab

(2) Si () =1i () = —1: ens cal veure que () = —1. En efecte, com que a~! és residu
p p p

quadratic (pel lema anterior), si ab fos residu quadratic tindriem que a~'ab també seria

residu quadratic (pel cas anterior on hem vist que el producte de residus és residu), la qual

b
cosa contradiu la hipotesi que | — | = —1.
. (a b a L
(3) Si{—]=(-) = —1: ens cal veure que | — | = 1. Raonem per contradicci4, suposant
p p p

que ab és no residu quadratic. Aleshores, si r € (Z/pZ)* és un residu quadratic, pel cas
anterior tenim que abr és un no residu. Per tant, el conjunt

{abr | r € (Z/pZ)* és residu quadratic}

té cardinal 1’2;1 (ja que hi ha % residus quadratics) i esta format per elements que sén
tots ells no residus quadratics. Per tant, és el conjunt de tots els no residus quadratics
de (Z/pZ)*. En particular, com que a és no residu tenim que abr = a per a algun residu
quadratic 7. Perd d’aqui es dedueix que b = r~! i aixd és una contradiccié, perque b és no
residu quadratic i en canvi r~! és residu quadratic.

O

Teorema 4.11 (Criteri d’Euler). Tenim que (a) =a"7 (mod p).
p

Proof. Sip | a és evident. Suposem doncs que a € (Z/pZ)*. Sigui g una arrel primitiva modul p,
de manera que

(Z/pZ)* ={¢°, 9", 9%, ....d"}.

Fixem-nos que necessariament <g> = —1, ja que altrament tot element de (Z/pZ)* seria residu
quadratic.
—1
D’altra banda, afirmem que g“z = —1. Veiem-ho: pel Teorema Petit de Fermat és clar que

g"= és arrel del polinomi 22 — 1 € (Z/pZ)|x]. Ara bé, aquest és un polinomi amb coeficients en un
cos, 1 per tant no pot tenir més arrels que el seu grau, en aquest cas 2. I sabem que +1 sén dues

arrels d’aquest polinomi o sigui que sén totes les arrels. Per tant, o bé ng_l = —1o0 bé ng_l =1;
la darrera opcié no és possible perque g és arrel primitiva i per tant té ordre p — 1, o sigui que ha
de ser gpz;1 = -1

Per acabar, escrivim a com a = g¥ per a cert k € {0,...,p — 2}. Aleshores

(5)=(£) = (2) = o= (o) =™ =
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4.2. Llei de reciprocitat quadratica. Si treballem amb un modul fixat és relativament senzill
saber si una congruéncia quadratica té solucié o no (mitjancant el criteri d’Euler, per exemple).
Pero també podem pensar en variar el modul, i aixo déna lloc a una questié més profunda. Per
exemple, imaginem que volem saber per a quins primers senars p el 5 és residu quadratic modul p.
Es a dir, ens preguntem per a quins primers p la congruencia

z2=5 (mod p)
té solucid. Per a fer-nos una idea de per on pot anar la resposta, podem fer una taula per p petit:

p | 3| 7 |11|13|17]19|23]29 |31 |37 |41
RQ? |no|no|si |[no|si|si|no|no| si|no| si

En aquests casos, fixem-nos que els primers p per als quals 5 és un residu quadratic modul p sén
aquells en que p = 1,4 (mod 5). Es aixd cert en general? Fixem-nos que també que 1 i 4 sén
justament els residus quadratics modul 5. Es a dir, que per a aquests primers valors de p sembla
que 5 és un residu quadratic modul p si i només si p és un residu quadratic modul 5. El fet que
aquesta relacio és certa és un cas particular de 'anomenada Llei de Reciprocitat Quadratica, que
és un resultat que fou conjecturat per Euler i Legendre i finalment provat per Gauss al seu llibre
Disquisitiones Aritmeticae (Gauss finalment va donar 6 demostracions diferents de la LRQ; avui en
dia se’n coneixen més de 300 d’essencialment diferents{ﬂ).

Teorema 4.12 (Llei de Reciprocitat Quadratica). Siguin p ¢ g primers senars diferents. Aleshores:
1 _
(1) () = (—1)1)Tl (Primera llei suplementaria).
p
2 p2—1
(2) (> = (—1)"3 (Segona llei suplementaria).
p

(3) (p) (q) = (_1)%_1%1 (Llei de reciprocitat quadratica,).
q p

La primer llei suplementaria se segueix del Criteri d’Euler. Tot seguit veurem la tercera demostracié
de Gauss de la LRQ (i de la segona llei suplementaria). El primer resultat auxiliar que necessitem
és 'anomenat Lema de Gauss.

Teorema 4.13 (Lema de Gauss). Sigui p u primer senar i (a,p) = 1. Considerem els enters
a,2a,3a,..., (%) 1 els residus d’aquests nombres en fer la divisio entera per p; anomenemri,7a, ...,y

. L . . . . 1
els residus que siguin > p/2 i s1,52,. .., 8 els residus que siguin < p/2 (en particular n+k = 25= ).

Aleshores
a
- =(=1D".
(5) =

Proof. Comencem amb un parell d’observacions:
e per a tot ¢ tenim que 0 < p —r; < p/2 i, a més, tots els nombres p — r; sén diferents;
e p—1; # s; per a tot i, j; en efecte, si p — r; = s; aleshores

-1
r; =aa  (mod p) per a cert 1 < a < ]977

-1
sj =Ba (mod p) per a cert 1 < 3 < pT

12podeu trobar una cronologia de les diferents demostracions a https://www.mathi.uni-heidelberg.de/
~flemmermeyer/qrg_proofs.html
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Aixo implicaria que p = 7; + s; = a(a + ) (mod p) i per tant que p | a(a+ 3). Com que
p 1 a hauria de ser p | (o + ), cosa que evidentment no pot ser.
D’aquestes dues observacions en deduim que

—1
(4.1) {p—rl,p—rg,...,p—rn,sl,SQ,...,sk}:{1,2,...,%}.

i per tant que

(prl)(prg)...(prn)slsg...sk}1-2...<p;1>.

Per tant, prenent classes modul p:

-1
(=1D)"ry...rps1...85=1-2... (;02> (mod p).

Recordant la definicié dels 7; i s; veiem que

(—1)"a-2a-3a- (7’;1)@1.2...(1”51> (mod p)

i per tant
a7 = (=1)" (mod p).
Invocant el Criteri d’Euler (Teorema |4.11]) obtenim el resultat. O

Teorema 4.14. Seguint amb les notacions del teorema anterior tenim que si a és senar aleshores

n= ; VP“J (mod 2),

on |-] denota la part entera. Si a =2, aleshores n = pzT_l (mod 2).

Remarca 4.15. Ajuntant aquest resultat amb el Lema de Gauss veiem que si a és senar aleshores

(4.2) <Z> - (_1)25 %]

i que per a = 2 obtenim la segona llei suplementaria:

(5)-c

Proof. Fixem-nos que si m € Z~ i fem la divisié entera de m per p el quocient és justament L%J;

és a dir, que si anomenem el residu de dividir m per p podem escriure:

m
m=p: ; +r.

Aplicant aquesta igualtat per a m = ja amb j = 1,..., 21 i recordant que 71,...,7n,81,..., 5k

2
son els residus de dividir els ja podem escriure:

2t 2t . n k
iia = ip' VCLJ D IUED IR
= = LPd o g3
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Per (4.1)) tenim que

P

2

o n k n k
Di=d )Y sj=ap =) i+ s
=1 Jj=1 Jj=1 j=1 j=1

J

Restant les dues darreres igualtats:

p—1
2 . n
: ja
(a—1))» j=p E -{pJ—n +2E Tj.
=1 i=1

Sumant la progressié aritmetica de la part esquerra i prenent classes modul 2 obtenim que

&l
vl |
—

.
I
=

p—1

@—UGZ4>:imfym (mod 2)

Jj=1

Sia és senar a—1 =0 (mod 2) i aix0o déna directament la igualtat de 'enunciat. Si a = 2 aleshores
{%J =0per1 <j< pT_l d’on obtenim que n = % (mod 2). O
Demostracio de la Llei de Reciprocitat Quadratica. Definim el conjunt

—1 —1
S=H@wez%1§x33§a1§y§3?%,

que té cardinal #S = (%) (Q;zl) Definim ara els dos subconjunts de S segiients:
S1={(z,y) € S: qz > py};
Sz ={(z,y) € §: qz < py}.

Fixem-nos que no pot ser que gz = py amb (z,y) € S (ja que aixd implicaria que p | z, per exemple)
i per tant tenim que

S =57 U8, (unié disjunta).
Podem reescriure aquests conjunts com

1
51={(x,y)65:1§x§p—,1§y<%};

-1
52:{(x,y)65:1§y§q7,1§x<@.
q

Aixi doncs

=1 p
45, — {pyJ
q



APUNTS D’ARITMETICA 37

i com que #S5 = #S57 + #S55 velem que

g—1

s[5 (50 (7)),
Per tant

i per (4.2) tenim que

O

Exemple 4.16. La Llei de Reciprocitat Quadratica és 1til a ’hora de calcular simbols de Legendre,

fent servir la propietat que (q) depén de com sigui ¢ modul p. Per exemple:
p

()~ (£)r= () =
()RR §)(E) -

Exemple 4.17. També podem respondre a preguntes com: per a quins primers p el 5 és residu
quadratic modul p? Per la LRQ tenim que

©)-Cer+-()

Per tant, 5 és residu quadratic modul p si i només si p és residu quadratic modul 5, és a dir, si i
només si p = 1,4 (mod 5).

Exemple 4.18. Veiem ara per a quins p es té que 7 és residu quadratic modul p. Per la LRQ:

BRORE

Aquest producte val 1 si i només si els dos factors valen 1 o els dos valen —1. Es a dir (7> =1si
p
i només si
e p=1,2,4 (mod 7)ip=1 (mod 4), o bé
e p=3,5,6 (mod 7)ip=3 (mod 4).

Fent servir el teorema xines del residu podem escriure aquestes condicions com a congruencies
modul 28:

(7) p=1,259 (mod 28), o bé
) =1 =
D p=3,19,27 (mod 28).
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4.2.1. Caleul d’arrels quadrades. Donat p senar i @ amb p t a podem calcular rapidament si 22 = a
(mod p) té solucions amb el criteri d’Euler (aix0 és computacionalment eficient gracies a I’algoritme
d’exponenciacié binaria, veieu §5.2.1) més avall). Una pregunta natural és: en el cas en que tingui

. . . [a
solucid, com en calculem una? Dit d’una altra manera, si ( = 1, com calculem una arrel
p

quadrada de a (mod p)?

e Sip=3 (mod 4) aleshores b = a"% n’és una. En efecte:

P=q¢"" =a"Taz= <Z>a5 a (mod p).

e Sip=1 (mod 4) no es coneix cap algoritme deterministic que calculi una arrel quadrada
de a (mod p) en temps polindmic (s’entén en temps polinomic en logp). Si que hi ha
algoritmes probabilistics polindmics (pero no els veurem aqui).

4.2.2. Caleul d’arrels k-éssimes. Suposem que (k,p — 1) = 1; aleshores tot a (mod p) té arrels k-
éssimes, 1 es poden calcular de manera facil. Suposem que pta (el cas p | a és trivial); per Bezout
sabem que existeixen m,n € Z tals que

mk+n(p—1)=1.

En altres paraules, m és 'invers de £ modul p — 1. Aleshores a™ és una arrel k-éssima de a. En
efecte:

(am)]~C =gl -1 = 4. (apfl)fn =a (mod p),

on hem utilitzat el teorema petit de Fermat en el darrer pas. Veiem doncs que quan (k,p—1) =1
podem calcular arrels k-éssimes prenent potencies. Una generalitzacié d’aquesta propietat és la
base del metode RSA que veurem al tema segiient.

4.3. Residus quadratics modul n. Siguin € Zso ia € Z amb (a,n) = 1.

Definicié 4.19. Diem que a és residu quadratic modul n si la congruencia

z2=a (mod n)

té solucid.

Observacié 4.20. Com de costum, podem expressar (i ho farem sense més comentaris) aquesta
nocié en termes de classes modul n. Un element a € (Z/nZ)* és residu quadratic si és un quadrat;
és a dir, si existeix b € (Z/nZ)* tal que b* = a.

Comengarem estudiant el cas en que n és la poténcia d’un primer senar.

Proposicié 4.21. Sigui p un primer senar amb p { a i sigui v € Zsg. Aleshores a és residu
quadratic modul p” si 1 només si ho és modul p, i en aquest cas té 2 arrels quadrades modul p”.

Proof. Una direccié és molt facil, si existeix o € Z amb a? = a (mod p”) també es té que o = a

(mod p).

Veiem laltra implicacié per induccié sobre r: Suposem que a és residu quadratic modul p” i
veiem que aleshores també ho és modul p"+!. Sigui « tal que o = a (mod p”). Trobarem una
solucié de la congruéncia 22 = a (mod p"*1); veurem que 1’equacié

(a+p'zr)*=a (modp ™)
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té solucié. En efecte, desenvolupant el quadrat
o +p7x? +2p"ax =a (mod pt1t)
i com que p?" =0 (mod p"*!) és equivalent a
o —a+2p"ax =0 (mod p"tt).
Volem trobar doncs = € Z tal que p" ™! | a? — a + 2p"ax. Sabem que a? —a = bp” per a cert b € Z.
Aleshores

a?—a+2p ar =p'b+ 2 ax

i veiem que p"t! | a® —a + 2p"ax si i només si p | b+ 2ax. Es a dir, ens cal trobar x € Z tal
que b+ 2ax = 0 (mod p). Com que p 1 2« tenim que 2« és invertible modul p i podem prendre
= (—=b)(2a)~! (mod p).

Veiem ara que si a és residu quadratic modul p” aleshores té dues arrels quadrades. En primer
lloc, si a® = a (mod p") aleshores —a és una altra arrel quadrada i @ # a (mod p”). Veiem
que no n’hi ha més. Si B és una arrel quadrada aleshores 2 = o? (mod p"). Aixd implica que
p" | a? — B2 = (a— B)(a+ B). Ara bé, p no pot dividir a la vegada o + 8 i a — 3, ja que si ho fes
també dividiria la suma 2a. Per tant, o bé p” |« — 8 0 bé p" | a + 8. O

Estudiem ara el cas en que el modul és una potencia de 2.

Proposicié 4.22. Sigui a un enter senar. Aleshores:

a) a és residu quadratic modul 2 i té una arrel quadrada modul 2;

b) a és residu quadratic modul 4 si i només si a = 1 (mod 4), ¢ en aquest cas té dues arrels
quadrades modul 4;

¢) a és residu quadratic modul 2" per a r > 3 si i només si a = 1 (mod 8), i en aquest cas té 4
arrels quadrades modul 2.

Proof. Els apartats a) i b) sén obvis, veiem només el ¢). Es comprova facilment que I'inic residu
quadratic modul 8 és 1, i té quatre arrels quadrades. Ara fem induccié sobre r. Suposem que

a? =a (mod 27), i busquem una arrel quadrada de a modul p"* de la forma a + 2" la:

(a+2 )2 =a? +2" 22 £ 2"ax =a  (mod 2"11).
Sir > 2 tenim que 2r — 2 > 7 + 1, i escrivint a? — a = 27b veiem que 'equacié és equivalent a
20 +2"ax =0 (mod 2""1)

que a la vegada és equivalent a b+ ax =0 (mod 2) que té solucié ja que « és senar.
Veiem D’afirmacié sobre el nombre d’arrels. En primer lloc, si o® = a (mod 2") tenim que —a i

+a + 271 també sén arrels. En efecte:
(Fa+27 2 =a? 42?4+ 27a=a’=a (mod 2").

Ara, si 3% = a (mod 2") aleshores 2" | (o + 8)(a — 3). Perd no pot ser que 4 | a+3i4|a— 3 ja
que aleshores 4 | 2a i sabem que « és senar. Per tant, o bé 2"~ | o — B 0 bé 2771 | a + 3.
Suposem que 2"! | @ — 3. Si 2" | a — B aleshores a = 3 (mod 2"). Si 2"  a — 3 aleshores
B—a =c-2""' amb c senar; posem ¢ = 2e + 1 i veiem que 8 —a = 2771 + 27 . 2. Es a dir,
B=a+2""1 (mod 2").
De manera semblant, si 2" =% | a + 3 trobarem que o bé 3 = —a (mod 2") o bé f = —a + 271
(mod 27). O
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Proposicié 4.23. Siguin = 2" Hle p;t amb els p; primers senars diferents i r; > 1. Un enter a
amb (a,n) =1 és residu quadratic modul n si i només si ho és modul 2" i modul p; per a toti. Si
és residu quadratic, el nombre d’arrels quadrades modul n és

2k sir=0,1
2k+l gir =2
2k+2 gir > 3.
Proof. Es una consequencia directa de les proposicions i i del Teorema Xines del Residu.
O
4.4. El simbol de Jacobi.

Definicié 4.24. Sigui @ un enter senar positiu. Escrivim @ = ¢1¢>...qs amb els ¢; primers (no
necessariament diferents). Per a P € Z definim el simbol de Jacobi

P (P
(Q) a };[1 <Qi>’
P .
on () denota el simbol de Lengedre.

qi

Observacio 4.25. Si ) és primer el simbol de Jacobi i el de Legendre coincideixen. D’aquesta
manera, el simbol de Jacobi es pot entendre com una generalitzacié del simbol de Legendre i queda
justificat 'is de la mateixa notacio.

Observaci6 4.26. Si P és residu quadratic modul @ aleshores és residu quadratic modul ¢; per a
P

tot ¢ i per tant (Q> = 1. Fixem-nos pero que el reciproc no és cert: si < PQ = 1 aleshores pot
succeir que P sigui no residu quadratic modul ). Per exemple

2 2 5

Z)=(2)(2) =(-1)(-1) =1

(5) - (5)(5) o

i en canvi 2 és no residu quadratic modul 15.

Proposicio 4.27. El simbol de Jacobi té les propietats segiients:
P\ /R PR
D(=)=2)=(=):
w (6)(5) - (7)
P\ /P P
= ()(%) - (ar)

(3) 8i (P,Q) =1 aleshores (P2> = <P> = 1;

Q Q?
P R
(4) Si P =R (mod Q) aleshores () = ()

Q Q
Proof. Sén totes elles immediates a partir de la definicié i les propietats que ja coneixem del simbol
de Legendre. O

Per a n un enter senar definim
—1 2 _ 1
en) ="~ (mod2) i w(mn)=" (mod 2).

2
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Lema 4.28. (1) e(n) només depén de la classe de n modul 4;
(2) w(n) només depén de la classe de n modul 8.

Proof. Sin és senar i n’ =n + 4¢ aleshores
-1 40 -1
5(n)—5(n’)=n2 _n+2 =20=0 (mod 2).

Aix0 demostra la primera afirmacid; la segona es fa de manera semblant. O

Gracies a aquest lema, podem pensar € i w com aplicacions
e: (ZJAZ)" — ZJ27 i w: (Z/8Z)" — Z/27.
Es a dir, donada @ € (Z/4Z)* definim (a) = £(a), on a és un representant qualsevol de @. De
manera semblant, si @ € (Z/8Z) definim w(a) = w(a).
Lema 4.29. FEs satisfa que e(ab) = £(a) + (b) i que w(ab) = w(a) + w(b).
Proof. Demostrem només ’afirmacié referent a w, I’altra és similar. Calculem

w(@h) — w(@) — w(b) = (“b>8‘1_a 8—1_b 8—1 _(a —1)8(6 -~ 1)

=0 (mod 2).
g

Teorema 4.30 (Llei de Reciprocitat pel Simbol de Jacobi). Si P i Q sdn enters positius senars
amb (P,Q) =1 aleshores

(1) (Ql) (L)@,
(2) (;) _ (—1)@),
(3) (g) (g) _ (C1)5P=@).

Remarca 4.31. Quan P i Q sén primers aix0 és la Llei de Reciprocitat Quadratica pel simbol de
Legendre.

Proof. Posem P =T[;_,p; i Q=[[;_, ¢; amb els p; i ¢; primers. Aleshores

(g) _ H (;j) _ ﬁ(fl)ewj) _ (—1)E ) = (1)@,

j=1 j=1

(g) - f[ <2> - ﬁ(_l)W(qj) (_1)Zw(q_7~) - (_1)w(Q).

j=1 N\ j=1
o) (#) - (1 (5)) (L G ) -1 () ()
<Q P im1j—1 \9i im1j=1 \Pi i—1j=1 93/ \Pi
- H (_1)5(1%)5(%) =( 1)21‘_75(171‘)6(%) - (_1)(27; e(pi))(32;(e(95)))
i=1j=1
(
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5. APLICACIONS

5.1. Introduccié a la criptografia: nocions basiques de criptografia de clau privada. La
criptografia tracta sobre la transmissié confidencial d’informacié en presencia d’adversaris. Es a dir,
proporciona mecanismes per a intercanviar informacié sense que una tercera persona que intercepti
el missatge sigui capag de saber-ne el significat. Fins a segle XX, les aplicacions eren basicament
militars; per exemple, els oficials volien transmetre missatges a les tropes sense que ’enemic pogués
entendre el missatge en cas que linterceptés. A partir de la segona meitat del segle XX amb
I’aparicié i auge de les comunicacions digitals la criptografia ha esdevingut una eina d’is diari en la
nostra vida quotidiana. Per exemple, cada cop que comprem online o que introduim la contrasenya
del correu electronic el navegador encripta el nimero de la carta de crédit o la contrasenya abans
d’enviar-los a través de la xarxa.

El problema és doncs el segiient: I’Alice vol enviar certa informacié a en Bob a través d’un canal
de comunicacié i sabem que una tercera persona, I’Eve, esta escoltant i té accés a tot el que I’Alice
li envia a en Bob. L’objectiu és xifrar el missatge abans de transmetre’l pel canal de manera que
sigui comprensible només per a en Bob i, i que sigui del tot incomprensible per a 1’Alice.

El metode tradicional consisteix en resoldre el problema utilitzant criptografia de clau privada.
L’exemple més facil és canviar cada lletra de I’alfabet un cert nombre de posicions. Per exemple,
podem fer la substitucié segiient: a — d; b — e; ¢ — f; etcetera. Es a dir, desplacem cada lletra 3
posicions cap a la dreta.

Exemple 5.1. El missatge xifrat per “ATACAR” seria “DWDFDU”.

Una altra manera de pensar-ho és la segiient: D'alfabet catala té 26 lletres; fem correspondre
a cada lletra un nombre modul 26 (a — 0; b — 1, etc.); per a xifrar un missatge, transformem
les lletres en els nombres corresponents i sumem una quantitat d (mod 26) a cada nombre. Per
a desxifrar un missatge, hem de fer 'operacié inversa, en aquest cas restar d. Aquest metode es
coneix amb el nom de xifrat del Cesar. T¢é dos inconvenients:

(1) Es pot trencar facilment, ja sigui per forga bruta o fent analisi de freqiiéncia (no totes les
lletres sén igual de freqiients; per exemple, en un text en catala la lletra que apareix més
sovint és molt probable que sigui la E' i aix0 déna informacié per a trobar la clau).

(2) L’Alice i en Bob han d’acordar una clau secreta. Fixem-nos que tothom que conegui la clau
d pot desxifrar el missatge. Per tant, la clau només la poden coneixer 1’Alice i en Bob (per
aixo es diuen metodes de clau privada).

El primer inconvenient es pot superar (fins a cert punt) amb una generalitzacié del metode que
acabem de veure que s’anomena xifrat de Vigenere. També és un metode de substitucié, pero
la mateixa lletra es substitueix per lletres diferents segons la posicié que ocupin al missatge. Ho
veurem amb un exemple.

Exemple 5.2. Suposem que volem transmetre el missatge ATAQUEU A LES DOTZE. La clau
ja no sera un unic nombre d € Z/26Z, siné uns quants nombres. Com que identifiquem Z/26Z
amb l’alfabet, podem pensar també que escollim una paraula clau. En el nostre cas, escollim com
a paraula clau “COSA” (2 14 18 0). Ara xifrem sumant cada lletra del missatge amb la lletra de la
clau (i repetim la clau tantes vegades com faci falta):

text clar 0 19 0 16 20 4 20 0 11 4 18 4 14 19 25 4
claurepetida 2 14 18 0 2 14 18 0 2 14 18 0 2 14 18 0
text xifrat 2 7 18 16 22 18 12 0 13 18 10 4 16 7 17 4



APUNTS D’ARITMETICA 44

i aix0 déna el missatge xifrat CHSQWSMANSKDQHRE. Observem que aix0 dificulta ’analisi de
freqiiencia perque, per exemple, la primera A es xifra com a J mentre que la segona A es xifra com
a 7. També es dificulta I'atac per forca bruta: si la clau té longitud n hi ha 26™ possibles claus.
Aix0 exemplifica un fenomen general: com més llarga és la clau més segur és el xifrat.

5.2. Criptografia de clau publica: RSA. La noci6 de criptografia de clau publica va ser
introduida per Diffie i Hellman lany 1976. En un esquema de clau publica cada usuari té dues
claus: una clau privada i una clau publica. Els missatges es xifren amb la clau ptblica i es desxifren
amb la clau privada. El primer criptosistema de clau publica va ser publicat el 1978 per Rivest,
Shamir i Adleman i es coneix amb el nom de RSA. Funciona de la manera segiient.

Suposem que ’Alice vol enviar un missatge a en Bob. En Bob fa el segiient:

(1) Escull p i ¢ primers molt grans (de l'ordre de centenars de xifres).

(2) Calculan =p-qig(n) = (p—1) (q—1).

(3) Escull un enter aleatori e tal que (e, ¢(n)) = 1.

(4) Calcula d=e~! (mod ¢(n)); és a dir, d és I'invers de e modul ¢(n).

(5) Fa publics els nombres n i e; aquesta és la clau ptblica d’en Bob, i tothom la coneix.

(6) Es guarda en secret els nombres p, ¢ i d. Aquesta és la clau privada d’en Bob.

(7) Amb aquestes eleccions, els missatges que se li poden enviar a en Bob sén elements de
(Z/nZ)*.

Recordem que 1’Alice vol enviar un missatge a en Bob, aix{ que el primer que fa és consultar la clau
publica (n,e) d’en Bob. Diguem-li m € (Z/nZ)* al missatge que I’Alice li vol enviar. El missatge
xifrat (criptograma) el calcula com

c=m° (mod n)

i és aquest c el que li envia a través del canal de comunicacié.
Quan en Bob rep el criptograma c, el que ha de fer per a desxifrar-lo és calcular

¢ (mod n).

En efecte, comprovem que aixd recupera el missatge m original. Com que d = e~! (mod ¢(n)),
aixo vol dir que existeix k € Z tal que ed = 1 + k¢(n) i per tant

k
¢ =med = ! = (m¢(")> =m (mod n),

on hem utilitzat el Teorema d’Euler en la darrera igualtat.

La seguretat d’aquest metode es basa en que no es coneixen metodes eficients per a factoritzar
enters. En efecte, tot el que ha de fer ’'Eve per a descobrir el missatge és calcular també c? (mod n).
El problema és que I'Eve només coneix el criptograma ¢, perd no coneix d (és la clau privada d’en
Bob, i no I'ha dit a ningi). El que si coneix 'Eve és e, ja que aix0 forma part de la clau piblica d’en
Bob. Aleshores la pregunta és: es pot calcular d a partir de e? Bé, d és l'invers de e modul ¢(n)
o sigui que semblaria que si. Pero I’'Eve no sap ¢(n) ja que aixo no forma part de la clau publica.
L’inic que sap 'Eve és n. Aleshores la pregunta és: pot 'Eve calcular ¢(n) a partir de n? Des
d’un punt de vista teoric la resposta és que si: com que n = p- ¢, sabem que ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1).
Ara bé, 'Eve només sap n i no sap ni p ni ¢q. El que li cal és doncﬂ factorizar n. Pero resulta que
no hi ha metodes eficients per a factoritzar, de manera que si n és un producte de primers grans el

13per a ser rigurosos l’argument que fem diu que si sap factoritzar n també sabra calcular ¢(n); deixem com a
exercici comprovar que de fet el reciproc també és cert: si pot calcular ¢(n) també podra factoritzar n
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temps que es necessita per a factoritzar n (fins i tot amb un ordinador dels més potents d’avui en
dia) és de milers d’anys, aix{ que a la practica no es pot fer.

Observacié 5.3. Es important remarcar que totes les operacions que cal fer per a calcular les
claus publiques i privades i per a xifrar i desxifrar els missatges si que es poden fer rapidament.
Per exemple, d es calcula fent un invers modular; aixo es pot fer eficientment amb ’algoritme
d’Euclides. També les poténcies m® (mod n) i ¢? (mod n) es poden fer rapidament utilitzant
I’algoritme d’exponenciacié binaria, que expliquem tot seguit.

5.2.1. Exponenciacid binaria. Per a calcular

m® (mod n)
podem fer-ho de manera naif, perd aixd comporta fer e — 1 multiplicacions. Quan e és un nombre
molt gran (de centenars de xifres) aixo és del tot impracticable fins i tot amb un ordinadoﬁ
Hi ha una manera millor de fer-ho. Comencem explicant-ho amb un exemple. Suposem que
volem calcular

3% (mod 23).

La manera naif seria fer 3---3 16 vegades. Aix0 és, 15 multiplicacions. Alternativament, podem
comencar calculant 32 = 9 (mod 23); aleshores ho elevem al quadrat: 3* = 92 = 12 (mod 23); fem
el quadrat una altra vegada: 3% = 122 = 6 (mod 23); finalment, fem el quadrat una altra vegada:
316 =62 = 13 (mod 23). Aixd han estat 4 multiplicacions enlloc de 16.

Ara, que té d’especial 'exponent 167 Doncs que 16 = 2. Que passaria si volguéssim elevar a,
diguem, 19?7 Podem utilitzar que 19 = 2% + 2 + 1 i procedir aixi:

(1) Calculem 3% (1 multiplicacié)

(2) Calculem 32° = 32 .32 (1 multiplicacio)

(3) Calculem 32’ = 32° . 3?° (1 multiplicacio)

(4) Calculem 32" = 32 . 32" (1 multiplicacié)

(5) Finalment, calculem 3'9 = 32'+2+1 — 32* . 32 3 (2 multiplicacions)
El que hem fet per a I'exponent 19, ho podem fer per a qualsevol exponent n, considerant la seva
expressié binaria:

n=mny-2"4+n,_1-2"" 14 ng-224ny -2+ ng.

El nombre de multiplicacions sera doncs com a maxim 2log, n. Per exemple, si n té de 'ordre de
100 xifres decimals, és a dir, si n =~ 10'°° podem calcular 10" fent menys de 2log,(10*%°) ~ 665
operacions.

Observaci6 5.4. Una observacié senzilla, perd molt important, és que quan fem els productes per
a calcular m¢ (mod n), cal reduir el resultat mod n després de cada producte. D’aquesta manera,
tots els productes seran de nombres enters menors o iguals que n. Si intentem calcular m® com a
nombre enter i reduir modul n al final, aixd no cabra a memoria.

14Suposem que tenim un processador a 3GHz, i suposem que pot fer una multiplicacié per a cada tic de rellotge
(aixod en realitat és molt optimista); el que trigaria a fer 1010 multiplicacions seria 1010 /(3 x 109) ~ 3.33 x 10%°
segons; aix0d és aproximadament 7.65 x 1072 vegades ’edat de 1'univers
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Exemple 5.5. Suposem que en Bob escull p = 51i ¢ = 11, de manera que n = 55 1 ¢(n) = 40.
També escull e = 3 i calcula d = e~! (mod 40) = 27 (mod 40). Si ’Alice vol enviar el missatge
m = 32 € (Z/55Z)* aleshores calcula

c=323=43 (mod 55).
En Bob rep ¢ = 43 i per a recuperar el missatge calcula
43%" =32 (mod 55).

Observacio6 5.6. e A la practica p i ¢ sén primers de 1024 bits (unes 300 xifres decimals).
e L’any 2009 es va factoritzar un enter n de 768 bits (232 digits decimals); es van trigar 2 anys
fent servir computacié paral-lela (s’hauria trigat 2000 anys en un single core a 2.2GHz).
e A la practica RSA s’utilitza per a intercanviar claus de manera segura i aleshores s’utilitza
un criptosistema de clau privada (sén més rapids).

Una prestacié dels criptosistemes de clau piblica, i de RSA en particular, és que permeten fer
signatura digital. Aixo és, permeten afegir una signatura al missatge per a garantir la identitat de
I’emissor.

Signatura digital RSA. Suposem que en Bob vol enviar un missatge m a 1’Alice (aqui m pot
estar xifrat o no), i afegir una signatura al missatge perque I’Alice estigui segura que és en Bob qui
envia el missatge. Aleshores en Bob calcula la signatura com

s=m? (mod n),

on recordem que d és la clau privada d’en Bob. En Bob envia doncs (m, s) a I’Alice. L’Alice rep m
i s, i per a comprovar que en efecte ha estat en Bob qui ha firmat el missatge calcula
s¢  (mod n).

Fixem-nos que si s = m? (mod n) aleshores

s=m* =m (mod n).
Per tant, si s° = m (mod n) podem estar convencguts que s s’ha calculat com s = m? (mod n) i
per tant que ho ha calculat algi que coneixia la clau secreta d’en Bob. Podem estar convencguts
que ho ha firmat en Bob doncs.

Observacié 5.7. En tot aixo, estem assumint que 1’Alice coneix 'autentica clau ptiblica d’en Bob
(és a dir, que no hi ha algi fent-se passar per en Bob). Aixd es pot fer recuperant la clau publica
d’en Bob d’una entitat certificadora en qui confiem o mitjancant un sistema de certificats digitals.
Un certificat digital és un parell format per la clau piblica d’en Bob i la clau piblica d’en Bob
signada digitalment per una entitat certificadora en qui confiem.

Una qiiestié que no hem adregat és: com es troben els primers p i ¢ de 300 xifres?

5.3. Com trobar primers grans. Tal com hem vist a la seccié anterior per a RSA necessitem
trobar primers grans, de centenars de xifres. Certament existeixen primers arbitrariament grans,
pero com podem trobar-los? A la practica s’utilitzen els anomenats testos de primeritat. Un test
de primeritat és un algoritme que, donat un enter n, ens diu si n és primer o si és composﬁ El
procediment emprat és doncs el segiient:

(1) Es pren un enter n a ’atzar de la mida que volem (per a fixar idees, diguem de 200 xifres);

15Perd en cas que sigui compost no ens retorna la seva factoritzacid; en aquest sentit, un test de primeritat no és
un algoritme de factoritzacié
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(2) Apliquem a n un test de primeritat;

(3) Si el resultat és que n és primer ja hem acabat, altrament tornem al primer pas.
Aquest metode té una component aleatoria, ja que seleccionem enters a 'atzar. Si els primers de
200 xifres fossin molt escassos, potser no seria gaire bon metode perque costaria molt que un enter
seleccionat a 'atzar fos primer. Pero el metode funciona molt bé a la practica perque en realitat
una proporcié alta de nombres enters sén primers. Per a quantificar aquesta afirmacié, definim la
funcié w(z) que per a un nombre real x compta el nombre de primers < z:

m(x) = #{n < x tals que n és primer}.

En particular 7(x)/z és la fraccié de nombres < x que sén primers. El teorema segiient és el resultat
clau.

Teorema 5.8 (Teorema del nombre primer).

lim TE/T

z—oo 1/logx
Aquest teorema no el demostrarem. Pertany al que s’anomena teoria analitica de nombres, i és
que la manera natural de demostrar-lo és utilitzar eines analitiques que ens allunyarien del contingut
del curs.
Fixem-nos que una conseqiiéncia del teorema del nombre primer és que si x és un nombre molt
gran aleshores

() 1

~

x logz”

Per exemple, per z = 102°° tenim que 7(x)/x ~ 0.0021 ~ 1/460. Es a dir, aproximadament 1 de
cada 460 nombres de menys de 200 xifres és primer. Aixo justifica que no haurem de fer gaires tries
d’enters a ’atzar abans de trobar un primer.

5.4. Testos de primeritat. Comencarem veient un test senzill que no s’utilitza a la practica, pero
una modificacié seva si que és eficient.

5.4.1. Test de Fermat. Es basa en el Teorema Petit de Fermat: si n és primer aleshores a” ! =1
(mod n) per a tot 1 < a < n. Per tant, si "' # 1 (mod n) per a algun 1 < a < n aleshores n és
compost. En aquest cas diem que a és un testimoni en el test de Fermat per a n.

Exemple 5.9. 21 no és primer, ja que 22° =4 (mod 20).

Observaci6 5.10. Veiem que amb aquest test podem concloure que n és compost, perd no obtenim
cap factoritzacié de n.

També veiem una caracteristica important dels testos que veurem (i que sén els que s’utilitzen a
la practica): el test pot demostrar que un nombre és compost. Ara bé, si un nombre passa el test,
no necessariament és cert que sigui primer tal com veurem a continuacio.

Definicié 5.11. Si n és compost i a és un enter amb 1 < a < n tal que ¢! =1 (mod n) diem
que n és pseudoprimer en base a.

Exemple 5.12. 341 és pseudoprimer en base 2, ja que 234 = 1 (mod 341), i en canvi 341 = 11-31.
Aixi doncs, 341 passaria el test de Fermat en base 2 tot i no ser primer.

Ens podriem preguntar si potser hi ha un nombre finit de casos com aquest. La resposta és que
no.
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Proposicié 5.13. Sin és pseudoprimer en base 2 aleshores N = 2™ — 1 també ho és.

Proof. Recordem que si a | b aleshores 22 —1 | 2° — 1. En el nostre cas, N —1 = 2" —2 = 2(27~1 1)
i el segon factor és divisible per n (ja que n és pseudoprimer en base 2). Per tant 2" —1 | 2V=1 — 1.
Aixo ens diu que 2V~ =1 (mod 2" — 1), és a dir, 2V~ =1 (mod N). O

Corol-lari 5.14. Hi ha infinits pseudoprimers en base 2.

El problema s’agreuja perque de fet hi ha enters que sén compostos perd sén pseudoprimers per
a totes les bases possibles. S’anomenen nombres de Carmichael.

Definicié 5.15. Direm que n és un nombre de Carmichael si és compost i a”~! =1 (mod n) per
a tot @ amb (a,n) = 1.

Suposem que n satisfa que
e N =pips...p, és producte de primers diferents;
e peracadaiesté quep, —1|n—1.
Aleshores n és de Carmichael. En efecte, si n — 1 = m;(p; — 1) tenim que a?~! =1 (mod p;) i per
tant @™ ®i=1 =1 (mod p;). Es a dir, p; | a"~' — 1 per a tot i amb la qual cosa n | a”~! — 1.

Exemple 5.16. n = 561 és nombre de Carmichael. La factoritzacié és 561 = 3-11-17, mentre que
la de 560 és 560 = 2.5 - 7.

La conclusi6 és que hi ha nombres que enganyen el test de Fermaﬂ Tot seguit en veurem una
modificacié que si que et pot emprar com a test de primeritat.

5.4.2. Test de Miller—Rabin. Sigui n un enter senar i suposem que té k factors primers. Recordem
que si a té arrel quadrada modul n, aleshores té exactament 2* arrels quadrades. Per tant, si un
nombre té més de dues arrels quadrades modul n, aleshores n no pot ser primer. Aquesta és la base
del test de Miller-Rabin.

L’explicarem primer amb un exemple: veiem que 561 no és primer. En primer lloc factoritzem
560 = 24 - 35. Escollim una base, per exemple a = 7. Ja hem vist que 561 és de Carmichael i per
tant 7°6° = 1 (mod 561), perd fixem-nos que:

73 =241 (mod 561)

7% =241 =298 (mod 561)
72°35 = 2982 = 166 (mod 561)
723 = 1662 = 67 (mod 561)
72'35 =672 =1 (mod 561).

Fixem-nos en la darrera congruencia: ens diu que 67 és una arrel quadrada de 1 modul 561. Si 561
fos primer aleshores 1 només tindria dues arrels quadrades: 1 i —1. El fet que 67 #Z £1 (mod 567)
ens diu que 561 no és primer.

Ja veiem doncs el funcionament del test de Miller—Rabin per a un enter n senar qualsevol:

(1) Escrivim n — 1 = 2¥m amb m senar;

164e fet, el 1994 els matematics W.R. Alford, Andrew Granville i Carl Pomerance, en un article publicat a Annals
of Mathematics, van demostrar que existeixen infinits nombres de Carmichael; més encara: van demostrar que per a
n prou gran hi ha com a minim n2/7 nombres de Carmichael entre 1 i n
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(2) Escollim una base @ amb 1 < a < n i calculem:

a™ (mod n)
m = (g™)*  (mod n)

a
a?m (a®™)?  (mod n)

S
If
—

(mod n)
a"l=a?m = (a2kilm)2 (mod n).

216—1

2m g2'm 2" 'm qn=1_Gj el darrer és diferent de 1 (mod n)

(3) Examinem els nombres a™,a*™, a
aleshores n no és primer.

(4) Sia"!=1 (mod n), ens fixem en el darrer nombre de la llista tal que a?m£1 (mod n).
Aquest nombre és una arrel quadrada de 1 (mod n), i per tant si a?'m # —1 (mod n)
aleshores n no és primer. Si a?m = —1 (mod n), aleshores escollim una altra base a i

repetim el procés tornant al punt (2).

Si en alguna iteracié trobem que per alguna base a el test detecta que n és compost, aleshores
podem estar segurs que n és compost. Si, en canvi, repetim el test per a unes quantes bases diferents
(diguem M bases) i en cap d’elles el test conclou que n sigui compost, aleshores podem inferir que
n és bastant probable que sigui primer. Aleshores la pregunta és: com de probable? Bé, doncs es

pot

demostrar que si n és compost com a minim 3/4 parts de les bases s6n testimoniﬂ per a la no

primeritat de n. Es a dir, que si n és compost la probabilitat de que passi el test amb una base a
aleatoria és < 1/4. Per tant, si és compost passa el test per a M bases aleatories amb probabilitat

< (

1/4)M. Es a dir, la probabilitat de que passi el test per a M bases pero sigui compost és

< (1/4)M.

0.4.

3. Test de Solovay—Strassen. Recordem el Criteri d’Euler: si n és primer i (a,n) = 1 aleshores

o = (2) (mod n).

0T 2 (Z) (mod n)

aleshores n és compost. Aquesta és la base del test.
La proposicié segiient ens diu que per a tot n compost sempre hi ha almenys una base que és
testimoni.

Proposicié 5.17. Sin és un enter senar compost ezisteix a amb (a,n) =1 tal que

1

(s

"ho demostrarem aquest resultat, pero hi ha un raonament heuristic que ens pot convencer de que la probabilitat

que n passi el test tot i ser compost és < 1/3: sin és compost hi ha almenys 3 arrels quadrades diferents de 1 (mod n);

aixi

doncs, la probabilitat d’haver observat 'arrel —1 és < 1/3.
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Proof. Fem primer en cas en queé n sigui lliure de quadrats, posem, n = p1ps...p, amb els p;
primers senars diferents. Sigui g un no residu quadratic modul p;. Pel Teorema Xines del Residu
existeix a € Z tal que

a=g (mod pp)
a=1 (mod p;) per a tot i > 2.

(- @)@ )

D’altra banda o™= = 1 (mod p2) (ja que a = 1 (mod ps)) i per tant o' # <Z> (mod po) la

Aleshores

qual cosa implica que a' T e <a> (mod n).
n

Suposem ara que n és de la forma n = p?py ...p,. Prenem g una arrel primitiva modul p2. Pel
Teorema Xines existeix a tal que

a=g (mod p})
a=1 (modp;) perai>1.

. a _ n—1 n-1 . n-1 2 , .
Sifos [ — ) =a = aleshoresa 2z =1 (mod n)iper tant a 2 =1 (mod p7); és a dir
n

n—1

gz =1 (mod p?).

Perd aixd no és possible, perque g té ordre ¢(p?) = p1(p1 — 1), i voldria dir que py(p1 — 1) [ n—11
per tant que p; | n — 1 que clarament no pot ser.
O

Proposicié 5.18. Sin és senar i compost almenys la meitat dels enters a tals que 0 < a < n i
(a,m) =1 satisfan que

" e (a) (mod n)
n
Proof. Definim el conjunt seglient:
B={b:0<b<ni (2) =p"r (mod n)} C (Z/nZ)*.

N’hi ha prou amb veure que #B < ¢(n)/2. Per la proposicié anterior sabem que existeix a €

(Z/nZ)* tal que a"T # (a) (mod n). Aleshores, per a tot b € B tenim que
n

<Z> <Z> 2a"Tb" T (mod n)

i per la multiplicativitat del simbol de Jacobi

(“”) £ (ab)"T  (mod n).

n
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Es a dir, que la igualtat no se satisfa pels element de aB. Com que #B = #aB i
BUaB C (Z/nZ)*
tenim que #B < ¢(n)/2.

Per tant, el test de Solovay—Strassen per a n senar consisteix en:

(1) Escollir ¢ > 1 el nombre de rondes.
2) Escollir un enter aleatori ¢ amb 0 < a < n.
)

n—1

(
(3) Si(a,n)#1loa =
(

4) Altrament, és a dir si n passa el test amb base a, torna al punt (2).

a
= () (mod n) retorna (correctament) que n és compost.
n

Si n passa el test ¢ vegades aleshores n és primer amb probabilitat > 1 — (%)”

Observacié 5.19. El simbol de Jacobi es pot calcular eficientment fent servir la Llei de Reciprocitat
Quadratica repetidament. Per exemple

() () -~(5) - () - (3) -

En cada pas podem reduir el numerador modul el denominador, amb la qual cosa el nombre
d’operacions que cal fer és semblant al de ’algoritme d’Euclides.
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