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INTRODUCCIO

En aquest curs estudiarem el que es coneix amb el nom de teoria de Galois, que estableix una
connexi6 fonamental entre dos tipus d’objectes algebraics: els grups i els cossos.

La motivacié historica prové del problema de la resolubilitat d’equacions polinomiques, que va
ser un dels temes que més va mantenir ocupats els matematics entre els segles XxvI i Xix. Per a
I’equacié de grau 2

2 +br+c=0

—b+Vb% —4c
2
que expressa les arrels en termes dels coeficients de ’equacié i les operacions de sumar, restar,
multiplicar, dividir i prendre arrels. Diem que 'equacié quadratica és resoluble per radicals.
Per a les equacions de grau 3 i grau 4 també hi ha férmules analogues (les veurem als problemes).

tenim la férmulaﬂ

Es a dir, les equacions de grau 3 i 4 sén també resolubles per radicals.

En canvi, per a graus > 5 'equacié general no és resoluble per radicals: no existeix una férmula
analoga que doni les arrels d’un polinomi qualsevol de grau > 5 com a expressions radicals dels
coeficients. Si que és cert que hi ha algunes equacions de graus > 5 per a les quals si que podem
expressar les arrels per radicals (per exemple, 2° —2 = 0), perd també n’hi ha d’altres (per exemple,
2% — 162 + 2 = 0) per a les quals aixd no és possible.

Al llarg del curs veurem tots aquests resultats. La formulacié moderna de ’estudi de les solucions
d’equacions polindmiques es fa a través de la teoria de cossos. Donat un polinomi f(z) € Q[x] se
li associa un cos Ky: és el cos més petit que conté les arrels de f. Per exemple, al polinomi
2? + 1 € Q[x] li associem el cos

Q@) :={a+bi:a,beQ} CC.
D’aquesta manera, els problemes sobre les arrels de f es tradueixen en problemes sobre el cos K
corresponent.

El que fa la teoria de Galois és associar al cos Ky un grup finit, que s’anomena el grup de
Galois de Ky i es denota per Gal(K;/Q), i tradueix els problemes sobre el cos Ky a problemes
sobre el grup Gal(K;/Q). En particular, relacionat amb el problema de la resolubilitat d’equacions
polinomiques, veurem que un polinomi f és resoluble per radicals si i només si el grup Gal(Ky/Q)
és resolubld?

Més en general, podem comengar amb un polinomi f € Flz] amb coeficients en un cos F
qualsevol. Aleshores el cos Ky que se li associa és un cos que conté F' i novament conté totes les
arrels de f. Es diu que K és una extensié de F'. La teoria de Galois és I'estudi de les extensions de
cossos obtingudes d’aquesta manera, i estableix una connexié fonamental entre la teoria d’aquestes
extensions i la teoria de grups. Problemes complicats sobre extensions de cossos tenen una traduccié
sovint més tractable en termes dels grups associats.

El problema de la resolubilitat de les equacions polinomiques va ser molt important al seu dia
i va tenir un paper clau com a motor en el desenvolupament de la teoria de Galois. Pero en la
matematica moderna la importancia de la teoria de Galois va molt més enlla de la seva aplicacié a
la resolubilitat d’equacions polinomiques. L’objectiu del curs no és doncs només el problema de la
resolubilitat per radicals, siné estudiar propiament la teoria de Galois, que té un paper central i molt

1 Exercici: si no heu vist mai d’on surt aquesta férmula, demostreu-la.
2 Recordem que un grup G és resoluble si existeix una cadena de subgrups {1} = Go C G1 C --- C G, = G tal
que G; és normal en G;41 i el quocient Gi41/G; és abelia per a tot ¢ =0,1,...,n — 1.
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destacat en la matematica actual amb aplicacions (d’ella o de generalitzacions seves) a la teoria de
nombres, teoria d’anells, geometria algebraica, teoria de grups, topologia algebraica, criptografia,
teoria de codis correctors d’errors, etc.
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1. FONAMENTS DE LA TEORIA DE COSSOS

En aquest primer capitol introduirem les nocions rellevants de la teoria d’extensions de cossos i
en veurem algunes primeres propietats generals.

1.1. Definicions i primeres propietats.

Definicié 1.1. Un cos F és un anell (commutatiu unitari) on tot element no nul és invertible pel
producte i 1p # Op.

Com que tot element # Op és invertible pel producte, el conjunt F* := F \ {Op} dotat amb
l’operacié producte del cos és un grup abelia. S’anomena el grup dels invertibles de F'.

Definicié 1.2. Un morfisme de cossos o: F — K és un morfisme d’anells; és a dir: o(a +b) =
o(a) + o(b), o(ab) = o(a)o(b) per a tot a,b € F,io0(lp) = 1k.

Remarca 1.3. A partir d’ara farem 1’abis habitual de notacié de denotar simplement per 1 ’ele-
ment neutre pel producte d’un cos si el cos al qual pertany ja queda clar pel context; per exemple,
la darrera propietat de la definicié anterior seria o(1) = 1. El mateix farem amb el 0.

Exemple 1.4. (1) Alguns exemples de cossos que coneixem sén Q, R i C. També per a cada
primer p sabem que Z/pZ és un cos que té p elements; una notacié habitual per a aquest
cos és [F,. Més endavant veurem que per a tot primer p i tot r > 1 existeixen cossos de
cardinal p”. També veurem que si un cos té un nombre finit d’elements, aleshores el seu
cardinal és p” per a algun primer p i algun r > 1.

(2) Sigui R un domini d’integritatﬂ Aleshores el seu cos de fraccions Fr(R) és un cos. Recordem
que el cos de fraccions és
a

Fr(R) = {b:a,beR,b;«éO}/N
on la relacié ~ és § ~ § si ad — bc = 0. Per exemple, Fr(Z) = Q. Si F és un cos, l'anell
Flx] de polinomis amb coeficients a F' és un domini d’integritat, i definim F'(z) := Fr(F[x]);
s’anomena el cos de funcions racionals en x amb coeficients a F'.

Proposicié 1.5. (1) Els tinics ideals d’un cos F sén Iideal (0) i 'ideal total F'.
(2) Tot morfisme de cossos o: F — K és injectiu.

Demostracio. (1) Sigui I C F un ideal. Si I # (0), aleshores existeix un element no nul a € I.
Com que F és un cos, a té un invers a~! pel producte i, per ser I un ideal, tenim que ¢~ 'a
pertany a I; és a dir, 1 € [ i, per tant, I = F.

(2) Sabem que el nucli ker(o) és un ideal de F'; com que o(1) = 1, el nucli no és tot F' i, per
tant, ha de ser (0), amb la qual cosa o és injectiu.

O

1.2. Caracteristica d’un cos. Si F' és un cos i n € Z~, definim

nolpi=1p+1p+ - +1p.

3 Recordem que aixo vol dir que R és un anell no nul sense divisors de 0 no nuls
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Tenim un morfisme d’anells f: Z — F' definit de la manera segiient:

n-1p sin>0,
fn)=q¢—(—n)-1p sin<O,
OF sin=0.

El nucli ker(f) és doncs un ideal de Z i Z/ ker(f) ~ Im(f). Com que Im(f) és un subanell d’un cos,
és un domini d’integritat i, per tant, ker(f) és un ideal primer. Si ker(f) = (0), diem que F és de
caracteristica 0. Si ker(f) # (0), aleshores és de la forma ker(f) = (p) per a cert nombre primer p;
en aquest cas diem que F' és de caracteristica p. Denotem per char(F') la caracteristica de F', que
és 0 o un nombre primer p.

Si char(F') = 0, aleshores f és injectiu i F' conté un subanell isomorf a Z. Com que F' és un cos,
també conté, doncs, un subcos isomorf al cos de fraccions de Z, és a dir, a Q.

Si char(F) = p, aleshores p- 1p = Op, i p és l'enter positiu més petit amb aquesta propietat
(aix0 és perque p és el generador positiu de ker(f)). Es habitual referir-se a aquesta propietat com
a “p=0a F”. Observem també que F' conté en aquest cas un subcos isomorf a IF,,.

Definicié 1.6. Si char(F) = 0, diem que Q és el cos primer de F. Si char(F) = p, diem que F,, és
el cos primer de F'.

Exemple 1.7. Q, R, C, Q(z), R(z),C(x) sén de caracteristica 0; en canvi, F, i F,(x) sén de
caracteristica p.

1.3. Extensions de cossos. Ja hem dit que una motivacié per a la teoria de Galois és la resolucid
d’equacions polinomiques amb coeficients en un cos. Ja sabem que molt sovint aquestes equacions
no tenen solucions en el mateix cos on estan definits els coeficients, pero si que tenen solucié en
cossos més grans. Per exemple, 22 + 1 no té arrels a R, perd si a C, que és un cos més gran. De
manera natural, doncs, quan estudiem arrels de polinomis amb coeficients en un cos F', sovint hem
de considerar cossos més grans que el mateix F'. Aix0 déna lloc a la nocié d’extensid de cossos, que
és clau en la teoria de Galois.

Definicié 1.8. Una extensié de cossos K/F és una inclusié de cossos F' C K (és a dir, F' és un
subcos de K). Una subextensié de K/F és una extensié L/F amb F C L C K.

Observacié 1.9. La notacié K/F per a una extensié de cossos no s’ha de confondre amb el
quocient. Sovint es dibuixa un diagrama de l’estil

K

per a indicar que K és una extensi6é de F'.

Exemple 1.10. Tot cos és extensié del seu cos primer. Aix{ doncs, tenim les extensions R/Q,
C/Q, Fy(x)/F,, etc. També sabem que R és un subcos de C; per tant, tenim també extensié C/R.

Exemple 1.11. Definim el subconjunt segiient dels complexos:

Q@) :={a+bi: a,b e Q}.
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Es clar que Q(¢) és un subanell de C. Per a veure que n’és un subcos, n’hi ha prou amb veure que
I'invers pel producte d’un element no nul a + bi € Q(7) també és de Q(7). Com que

a b .
— i
a?+b  a?+b?
també pertany a Q(7), tenim doncs que Q(7) és un cos. Tenim, aixi, les extensions Q(i)/Q i C/Q(37).

(a+bi)t =

Una eina molt important en l'estudi de les extensions de cossos és 1'algebra lineal. Si K/F és
una extensid, podem dotar K d’una estructura d’espai vectorial:

e La suma de vectors és la suma a K; és a dir, si u,v € K, definim la seva suma simplement
com 1+ v, on + és 'operaci6 suma de K (com que K és un cos, hi ha definida una operacié
+).

e El producte per escalars de F' és el producte a K; és a dir, si A € F'i u € K, definim el
producte simplement com Au, on prenem 'operacié producte de K. Com que A pertany a
FiF C K, tenim que Au pertany a K i el producte per escalars esta ben definit.

Proposicié 1.12. Amb les operacions anteriors, K és un espai vectorial sobre F.

Demostracié. Cal comprovar que les operacions de suma i producte per escalars satisfan els axi-
omes d’espai vectorial. Aixo és un exercici senzill, fent servir les propietats que satisfan aquestes
operacions pel fet de ser K un cos. O

Definicié 1.13. El grau d’una extensié K/F, denotat [K: F], és la dimensié de K com a F-espai
vectorial. Diem que K/F' és finita si [K: F] < 0o i que és infinita si [K: F] = cc.

Exemple 1.14. [C: R] = 2, [Q(i): Q] = 2, [R: Q] = oo, [Q(t): Q] = oo (ja que 1,¢,t%,¢3,... sén
linealment independents).

1.4. Un exemple molt important d’extensions: les obtingudes a partir de polinomis
irreductibles. Ara veurem que, donat un polinomi irreductible f € F[z], sempre existeix una
extensié K/F on f té alguna arrel. Ja hem vist abans 1’exemple prototipic d’aquesta situacié:
22 4+ 1 € R[z] és irreductible i no té cap arrel a R; en canvi, si que té una (de fet, dues) arrels a C.
Comencem veient una manera de “construir” un cos isomorf a C de forma purament algebraicaﬁi
després generalitzarem aquest procés a altres cossos. La clau esta a considerar ’aplicacié segiient,
que és avaluar un polinomi en 3:

¢: Rjz] — C
flx) — [
Es facil comprovar que ¢ és un morfisme d’anells i que ¢ és exhaustiu. Vegem ara que
ker(¢) = (22 + 1).
Clarament, ¢(z% + 1) = 0 i, per tant, (% + 1) C ker(¢). Per a I'altra inclusié, si f € R[z] és tal
que f(i) = 0, aleshores prenent la conjugacié complexa i fent servir que f té coeficients reals veiem
que f(i) = f(—i) = 0. Per tant, (z —i)(z +i) = 2> + 1 divideix f i f € (2% + 1). La conclusi6 és,
doncs, que R[z]/(2? + 1) ~ C.
Aquest procés es pot generalitzar per a donar resposta a aquesta pregunta: donat un cos F' i

un polinomi f € F[z] no constant, existeix alguna extensié K/F en la qual f té alguna arrel? La
resposta és que si, i ens la déna la proposicié segiient. Fixem-nos que n’hi ha prou amb considerar

4Es a dir, obtindrem un cos isomorf a C, perd no obtindrem cap de les altres propietats extres que coneixem de
C (per exemple, que té una topologia).
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el cas en que f sigui irreductible, ja que, si no ho fos, podriem prendre un factor irreductible de f
(i una arrel d’aquest factor també seria una arrel de f).

Proposicié 1.15. Sigui F' un cos i f(x) € Flz] un polinomi irreductible. Existeix una extensié K
de F tal que f té alguna arrel a K.

Demostracié. Com que F[z] és un domini d’ideals principals i f(z) és irreductible, tenim que 'ideal
(f(x)) és maximal. Per tant, el quocient K = Fx]/(f(z)) és un cos. Si p(x) € F[z], denotem per
p(z) la classe de p(x) a K. A dins de K hi tenim F com a subcos: donat a € F, la seva classe @
pertany a K, i ’aplicacié a — @ és injectiva. D’ara en endavant, farem 1’abis de notacié de denotar
a simplement per a si a € F.

Afirmem que T, la classe del polinomi z, és una arrel a K de f(z). En efecte, si f(z) =

anx™ -+ a1 + ag, tenim les igualtats segiients a K:

O:m:anx"—l—uﬂlx—i—ao =apx™ +---+aiT +ag
=apT" 4+ -+ T+ ag = f(T),
d’on veiem que T € K és una arrel de f a K. O
Observacié 1.16. Tan important com l'enunciat de la Proposicié [I.15] és la seva demostracid, ja

que és constructiva; és a dir, no només sabem que hi ha extensions de F' on f hi té arrels, siné que
també podem construir una extensié amb aquesta propietat: és la donada pel cos K = Flz]/(f(z)).

Aix{ doncs, donat un polinomi irreductible f(z) € F[z] sabem que existeix una extensié K/F
que conté com a minim una arrel de f. Més endavant veurem que, de fet, existeix una extensié on
f descompon completament com a producte de factors lineals; és a dir, que conté totes les arrels
de f.

Proposicié 1.17. Amb la notacié de la Proposicié tenim que [K: F| =n on n és el grau de
f. Siposem a =7, una F-base de K és {1,a,a?,...,a" 1}

Demostracid. Tot element de K = F[z]/(f(x)) és de la forma b(z) per a un cert polinomi
b(x) = bpz™ +...bix + by € Flz].

Per la divisi6é de polinomis tenim que

b(x) = q(z) f(x) + r(z) amb deg(r(z)) < n.
Si posem r(z) =7, 12" 1+ .-+ rix + 1o amb els 7; € F, tenim que

@:ﬁ: Fne 1T L4 T+ 19 = 1™ 4 i+ T,

amb la qual cosa veiem que {1,a,a?,...,a" 1} genera K com a F-espai vectorial. Veiem que
aquests elements sén linealment independents: si no ho fossin, existiria una combinacié lineal

Cno1@” Vit a4 =0

amb algun ¢; # 0. Aleshores, el polinomi g(z) = ¢,_12" "1+ -+ c12+ co € F[z] seria un polinomi
tal que g(z) = 0 i, per tant, g(z) € (f(z)). Com que deg(g) < deg(f), tenim que necessariament
g = 0 i, per tant, tots els ¢; han de ser 0. O

Aixi doncs, veiem que, si f € Fx] és irreductible, el cos K = F[z]/(f) el podem pensar com

K={co+cia+---+co10" " :¢c; € F},
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on a és un element tal que f(a) = 0. Si f,g € F[z] i denotem per f,g les seves classes modul
(f), aleshores f 4+ g = f + g; és a dir, fem la suma f + g i reduim el resultat modul f. De manera
semblant, podem multiplicar classes. També, si g # 0, aleshores podem calcular ! de la manera
seglient: com que g & (f) i f és irreductible tenim que ged(f,g) = 1 i per Bezout existeixen
polinomis a(x),b(z) € F[z] tals que a(z)f(z) + b(z)g(x) = 1; aleshores, b = g~

Exemple 1.18. (1) C~R[z]/(z* +1).
(2) Sigui f(x) = 22 — 5 € Q[z], que és irreductible (5-Eisenstein). Posem K = Q[z]/(z% — 5).
Tenim que [K: Q] =21i K = {a+ba: a,b € Q} i a® = 5. La suma i producte en aquest
cos sén:

(a+ba)+ (c+da)=(a+c)+ (b+d)a
(a + ba)(c + da) = ac + 5bd + (ad + be)a.

Com que o = 5, a vegades es fa servir la notacié v/5 en comptes de a. Es a dir que els
elements de K sén de la forma a 4+ by/5 amb a,b € Q. Aqui v/5 no vol dir el nombre real
V/5, siné només un simbol que satisfa que el seu quadrat és 5.

(3) F=Qi f(x) = 23 — 7. Aleshores,

Q[#]/(f) = {a+ba+ ca®: a,b,c € Q}

on o —7 = 0. Novament, podem operar en aquest cos amb les operacions habituals, només
tenint en compte que a’=T7.

(4) F=TFyi f =%+ 2+ 1. Aquest polinomi és irreductible a Fa[z], ja que té grau 2 i no té
arrels a Fy. Aleshores, K = Fa[z]/(2% 4+ x + 1) és un cos amb [K : Fs] = 2. Aix{ doncs, té
22 elements. Els seus elements sén de la forma a + bo amb a,b € Fy i a®?+a+1=0. Com
a exemple de com podem operar tenim que:

(a+Da=a*+a=a+1+a=1.
1.5. Grups d’automorfismes d’extensions.

Definicié 1.19. Siguin K/F i L/F extensions de cossos. Un morfisme de cossos o: K — L tal
que oy = id (és a dir, tal que o(z) = = per a tot x € F) s’anomena un F-morfisme; també es diu
que o és un morfisme d’extensions.

Definicié 1.20. Un automorfisme de cossos o: K — K (és a dir, un morfisme de cossos bijectiu) tal
que o|r = id s’anomena un F'-automorfisme de K; també s’anomena un automorfisme de l’extensio

Denotem per Aut(K/F) el conjunt de F-automorfismes de K:
Aut(K/F) ={0o: K — K | 0 és un morfisme de cossos bijectiu i op = id}.

Aquest conjunt el podem dotar d’estructura de grup on l'operacié és la composicié: si 0,7 €
Aut(K/F), definim o7 = oo 7. L’operaci6 esta ben definida, ja que la composicié de F-automorfismes
és un F-automorfisme, la identitat és el neutre per la composicid, 'operacio és associativa ja que
la composicié de funcions ho és, i finalment tot element té invers, ja que tot F-automorfisme té un
invers per la composicié que també és un F-automorfisme.

Com que K és un F-espai vectorial i o)p = id, un element o € Aut(K/F) queda determinat per
la imatge per o d’'una F-base de K: tot x € K és de la forma x = Ao+ + Ay, onels o; € K
sén d'una F-base de K iels A; sén de F; aleshores, o(x) = AMo(ai) + -+ + Apo(an).
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Exemple 1.21. (1) La conjugacié complexa és un element de Aut(C/R).

(2) Sigui K = Q[x]/(z%* —5), amb base 1, on o? —5 = 0. Si 0 € Aut(K/Q), fixem-nos que
o(a2=5) = ¢(0) = 01, per tant, o(a)2—5 = 0. Es a dir, o(c) és necessiriament una arrel de
2?2 —5 a K. Les dues tniques arrels sén « i —a. Es pot comprovar (tot i que més endavant
veurem un resultat teoric que ens ho estalvia) que aplicacié o : K — K tal que o(a) = —«
(i o(1) =1) és un automorfisme no trivial de K. L’altre tinic automorfisme és la identitat,
amb la qual cosa Aut(K/Q) = {id,o}. Com que 02 = id, tenim que Aut(K/Q) ~ Z/27Z.

(3) Sigui K un cos de caracterfstica p > 0. L’aplicacié

Fr,: K — K
a +— aof

és un morfisme de cossos. Clarament,

Frp(aB) = (af)? = o B = Fry(a)Fry(B).

Pel que fa a la compatibilitat respecte de la suma, tenim que
p—1
Fro(a+8) = (a+B)P =a’ + ) (1;) AT 4 8P = Fr,(a) + Fr,(5).
i=1

La darrera igualtat és perque p és primer i, per tant, p | (f) per a tot 1 <1i <p—1; com
que p =0 a K, els termes del sumatori sén 0.

A aquest morfisme se li diu el morfisme (o l’endomorfisme) de Frobenius. Com que per
atot a € F,, tenim que o = « (pel teorema petit de Fermat), 'endomorfisme de Frobenius
fixa el cos primer F,. Si K/F, és finita, aleshores Fr, és també exhaustiva i és doncs un
automorfisme. Si K/F), és infinita, aleshores aixd no és necessariament cert; per exemple,
per a K = Fp(z) tenim que Fr, no és exhaustiu, ja que = no és de la imatge.

Remarca 1.22. A vegades al grup de F-automorfismes de K també se li diu grup de Galois de
K/F ies denota per Gal(K/F'). Hi ha una altra convencié terminologica (que és la que seguirem en
aquestes notes) que reserva la terminologia de grup de Galois per a certes extensions que satisfan
algunes propietats extres, i que s’anomenen extensions de Galois. Per tant, aqui parlarem en general
del grup de F-automorfismes Aut(K/F), i quan K/F sigui de Galois, aleshores a aquest grup li
direm el grup de Galois i el denotarem Gal(K/F )H

1.6. Adjuncié d’elements.

Definicié 1.23. Sigui K/F una extensié i « € K. Denotem per F[a] el menor subanell de K que
conté F i a, 1 per F(a) el menor subcos de K que conté F' i a. Diem que F(«) és el cos obtingut
adjuntant a a F.

Com que F[a] és un subanell que conté F' i conté « i és tancat per la suma i el producte, conté
tots els elements de la forma ag + a1 + - - - + a,a™ amb els a; € F. Aixi doncs,

Fla]={ap+a1a+ -+ ana":a; € F,n >0} ={f(a): f € Flz]},

5 A la llista de problemes, perd, se segueix l'altra convencié: es parla de grup de Galois Gal(K/F), fins i tot, per
a extensions no necessariament de Galois.
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ja que el conjunt de la dreta és un subanell de K (en efecte, és la imatge del morfisme d’anells

F[z] - K que envia f(z) a f(a)). Amb un raonament semblant, obtenim que

Fla) = ap +aja+---+apa”
- bo+bia+- -+ bpa™

:m7n>0,bo+b1a+-~-+bmam7€0}.

Siai,...,q, € K, definim Flaq, ..., «,] com el menor subanell de K que conté F'iels a,...,qp,
i F(ag,...,a.) com el menor subeos de K que conté F iels a,...,a,.. Novament, Flaq,...,a;]
és el conjunt d’expressions polindmiques en aj, ..., a, i coeficients a F, 1 F(ay,...,a,) el seu cos

de fraccions.

Definicié 1.24. Una extensié K/F és finitament generada si existeixen elements s, ..., a, tals
que K = F(a,...,ay). L'extensio és simple si esta generada per un element, és a dir, si K = F(«)
per a algun a € K.

Proposicié 1.25. Sigui f € F[z] irreductible i K/F una extensi6 on f té una arrel . Aleshores,
F(a) = Flal/(f)-
En particular, [F(«): F| = deg f.

Demostracié. Considerem el morfisme d’anells “avaluar en o”:

Yo: Flz] — F(a)CK
a(z) — ala).
Com que ¢o(f) = f(a) = 0, tenim que (f) C kerp,. D’altra banda, si p € ker(yp, ), aleshores
p(a) = 0 1 aixd implica que ged(f,p) # 1 (en efecte, si el maxim comu divisor fos 1 per Bezout

existirien polinomis a i b tals que a(z)f(x) + b(z)p(x) = 1, i avaluant aquesta igualtat en © = «
obtindriem 1 = 0, cosa que no pot ser en un cos). Per tant, ker o, = (f) i ¢, indueix un morfisme

Pa: Flz]/(f) = F(a).

Com que f és irreductible, Im(p,) ~ F[x]/(f) és un cos i, per tant, Im(@,) és un subcos de F(«)
que conté F' i conté «; aixo implica F'(a) C Im(@,). Aquest fet prova que @, és exhaustiu i com
que tots els morfismes de cossos son injectius, veiem, doncs, que és un isomorfisme. O

Observaci6 1.26. En la situacié de la proposicié anterior, per la Proposicié [1.17] veiem que
F(a)={ap +aia+- -+ an_1a" ':a; € F},
on n = deg(f). En particular, en aquest cas tenim que Fa] = F(a).

Exemple 1.27. (1) Posem f(x) = 2% —5 € Q[z]. Aquest polinomi no té cap arrel a Q, perd
té arrels a R. Posem /5 per a denotar I’arrel quadrada positiva de 5 a R. Aleshores,

Q(V5) = {a+bV5: a,b € Q}.

Fixem-nos en la diferencia conceptual amb ’Exemple (2). Alla hem construit un cos
on f té una arrel, mentre que aqui partiem d’un cos que ja teniem (el cos dels reals) i on
sabem que f té una arrel, i hem construit el cos més petit que conté aquesta arrel. Les
dues construccions sén formalment diferents, pero la Proposicio [1.25| ens diu que els cossos
obtinguts en les dues construccions sén isomorfs.
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(2) f(x) =2 —2 € Q[x]. Posem /2 per a denotar I'arrel ctibica de 2 a R. Aleshores,
Q(V2) = {a+bV2+ ¢(V/2)?: a,b,c € Q}.

4mi

Sabem que f té dues altres arrels a C: e’5 Y2 i e'5 ¥Y2. Podem considerar també, per
exemple, el cos Q(e% {/2). Aquest cos és certament diferent de Q(+/2) (un esta contingut
a R ilaltre no), pero, en canvi, com a cossos sén isomorfs.

Fixem-nos que les diferents arrels d’un polinomi sén indistingibles des del punt de vista algebraic,
ja que generen cossos isomorfs. El resultat segiient fa una mica més precis aquest fet.

Proposicié 1.28. Sigui ¢: F — F’ un isomorfisme de cossos i sigui f(z) € F[z] irreductible.
Denotem per f'(z) € F'[x] el polinomi que obtenim aplicant ¢ als coeficients de f. Sigui o una
arrel de f en una extensi6 de F, i sigui o/ una arrel de f’ en una extensi6 de F’. Aleshores, existeix
un isomorfisme @: F(a) — F'(a/) tal que ¢(a) = o/ i que estén ¢ (és a dir, PiF =)

Demostracid. El morfisme ¢ indueix un isomorfisme d’anells ¢: Flx] — F'[z] tal que o((f)) = (/).
Passant al quocient tenim un isomorfisme F[z]/(f) — F'[z]/(f’). Per la Proposicié el cos de
Pesquerra és isomorf a F(a) i el de la dreta a F'(a’). Composant els isomorfismes obtenim ¢. [0

Observacié 1.29. Sigui f un polinomi irreductible i sigui « una arrel de f en una extensié. Con-
siderem l’extensié F'(«)/F. Fixem-nos que si o € Aut(F(«)/F), aleshores o(a) és necessariament
una arrel de f, ja que

flo(@)) = o(f(a)) = a(0) = 0.
Per tant, si f no té cap altra arrel a F'(«) a part de a, I'inic F-automorfisme de F'(«) és la identitat
i, per tant, Aut(F(«)/F) = {1} és el grup trivial. La Proposici6 d’altra banda, ens diu que
per a cada arrel § de f en F(a) existeixﬂ un o € Aut(F(a)/F) tal que o(a) = 5.

1.7. Extensions algebraiques.

Definicié 1.30. Sigui K/F una extensié. Un element « € K és algebraic sobre F si és arrel d’algun
polinomi no nul de Fx], i és transcendent sobre F en cas contrari. L'extensié K/F és algebraica si
tot element de K és algebraic sobre F, i és transcendent en cas contrari (és a dir, si existeix algun
element de K transcendent sobre F').

Exemple 1.31. (1) V/5 és algebraic sobre Q, ja que v/5 és arrel del polinomi 2 — 5. De fet,
I'extensié Q(v/5)/Q és algebraica: I'element a+b+/5 és arrel del polinomi 22 —2ax+a?—5b% €
Qle].

(2) A Q(z), lelement x és transcendent sobre Q.

(3) Els nombres reals 7 i e sén transcendents sobre Q. Aixo no és evident i cal demostrar-ho
(la demostraci6 no és excessivament complicada, perd no la farem aqui). També se sap que
e™ és transcendent, perd, en canvi, no se sap si ¢ ho és (i tampoc si er 0 e + 7 ho sén).
Fixem-nos que Q[z] és numerable i, com que cada polinomi té un nombre finit d’arrels, el
conjunt de nombres complexos que sén algebraics sobre Q també és numerable. En canvi,
R i C no sén numerables. En aquest sentit, “la majoria” de nombres reals o complexos
sén transcendents sobre Q (perd demostrar que un nombre concret és transcendent sol ser
complicat).

6De fet, la proposicié ens diu que hi ha un F-morfisme o: F(a) — F(f); fixem-nos que si 8 € F(a), aleshores
F(B) C F(a), i com que per la proposicié tenen la mateix dimensid, tenim que F(a) = F(8).
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Observacié 1.32. Si L/K/F és una torre d’extensions i a € L és algebraic sobre F', aleshores
també ho és sobre K, ja que « és arrel d’un polinomi amb coeficients a F' i, en particular, a K.

Proposicié 1.33. Si K/F és finita, aleshores és algebraica.

Demostracié. Posem n = [K: F| i prenem un element o € K. Els elements 1, a, a2, a?,...,a" sén

n+ 1 elements en un espai de dimensié n i, per tant, sén linealment dependents. Existeixen, doncs,
elements a; € F no tots nuls tals que ap + a1+ - - - + a,a™ = 0. Aleshores, « és arrel del polinomi
ap +arx+ -+ apa™ € Flx]. O

Proposicié 1.34 (i definici6). Si « € K és algebraic sobre F, aleshores existeix un tnic polinomi
monic Irr(o, F)(z) € Fx] que és irreductible i té o com a arrel. S’anomena el polinomi irreductible
de o sobre F i té la propietat que si f € F[z] és tal que f(a) = 0, aleshores Irr(«, F) | f. També,
és el polinomi monic de grau més petit que té o com a arrel.

Demostracid. Sigui ¢, : Flx] — K el morfisme d’anells avaluar en «, que envia f(z) a f(«).
Tenim, doncs, que Im(p,) és un subanell de K i, en particular, un domini d’integritat. Com
que Flz]/ker(pq) ~ Im(p,), veiem que ker(p,) és un ideal primer de F[z], que a més és no nul,
ja que « és algebraic. L’anell F[z] és un domini d’ideals principals (i, en particular, un domini de
factoritzacié unica) i, per tant, els elements primers no nuls sén irreductibles. Aix{i doncs, ker(yq)
és principal generat per un polinomi irreductible; definim, dones, Irr(a, F)(z) com el generador
monic de ker(y,), que és clar que satisfa les propietats de ’enunciat. O

Definicié 1.35. Si « és algebraic sobre F', definim el seu grau sobre F' com el grau del polinomi
Irr(a, F) ().

Observaci6 1.36. Si « és algebraic sobre F', aleshores per la Proposicié tenim que
Flz]/(Irr(a, F)(2)) ~ F(«).
En particular, deg(«) = [F(a): F].

Exemple 1.37. Considerem l'extensié Q(+/3)/Q. Tenim que Irr(+/3,Q)(z) = 2% — 3, ja que
aquest és un polinomi monic irreductible que té /3 com a arrel. El grau de /3 sobre Q és 8.
Fixem-nos que (v/3)* = v/3, amb la qual cosa v/3 € Q(v/3). Tenim, doncs, inclusions de cossos
Q C Q(v/3) € Q(¥/3). Sovint es posa en forma de diagrama:

Q(V3)

?

s| Q(v3)

2

Q

on els nombres indiquen el grau de I'extensié. Acabem de veure que [Q(+/3): Q] = 8 i és facil
veure que [Q(v/3): Q] = 2. El grau [Q(V/3): Q(v/3)] és < 4, ja que /3 és arrel del polinomi
x* — /3 € Q(v/3)[x]. El grau és 4 si i només si aquest polinomi és irreductible, cosa que es podria
demostrar directament pero no és del tot evident. Pero aixo ho deduirem del resultat segiient, que
és molt util a la practica i ens estalvia de fer calculs com aquest.
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Proposicié 1.38 (Multiplicativitat dels graus). Siguin FF C K C L cossos. Aleshores
[L: F]=[L: K][K: F],
on la igualtat val també en el cas en que algun dels termes és infinit.

Demostracio. Farem la demostracid en el cas en que tots els graus involucrats siguin finits; deixem
el cas en que algun d’ells és infinit com a exercici.

Posem, doncs, [L: K] =m i [K: F| =n. Sigui {a;}i=1,...m una K-base de L i {8;};=1,.., una
F-base de K. Aleshores, afirmem que

{aifj:1<i<m, 1<j<n}

és una F-base de L. Si veiem aix0, ja hem acabat perque, aleshores, [L: F] = mn = [L: K|[K: F].
Per a veure que sén un sistema de generadors, prenem « € L. Aleshores, & = ) a;a; per a
certs a; € K. Ara cada a; el podem escriure com a; = ) b;;8; per a certs b;; € F. Per tant,

a = Zi,j bijc B;.
Per a veure que sén linealment independents, suposem que existeixi alguna combinacié lineal

Z bijaib’j =0, amb bij e F.

4,J
Reagrupant la suma, tenim que Y2 (377, bijB;)a; = 0, on cada terme (3_7_, bi;3;) pertany a
K. Com que els a; son K-linealment independents, tenim que (Z?Zl b;j3;) = 0 per a tot i. Com
que els B; sén F-linealment independents tenim que b;; = 0 per a tot i, j. (]

Exemple 1.39. Amb aquesta férmula veiem que [Q(+/3): Q(v/3)] = 41, en particular, que z* — /3
és irreductible a Q(v/3)[x].

Corol-lari 1.40. Si F C K C L, aleshores [L: K| | [L: F]i[K: F]|[L: F].

Sovint convé utilitzar la multiplicativitat dels graus en torres d’extensions, que s’obté aplicant
repetidament el cas d’una tnica subextensié de la Proposicié [I.3§]

Corol-lari 1.41. En una torre d’extensions
FoCHCF,C---CF, 1 CF,
tenim que [Fy,: Fo] = [Fy: Fa][Fro1: Froo] ... [F1: Fo.
Recordem que K/F és finitament generada si K = F(ay,...,q,) per a certs o; € K.
Lema 1.42. F(«, () = F(a)(B).

Demostracié. Com que «, 8 € F(a)(8), tenim que F(a,8) C F(a)(B). D’altra banda, F(«a) C
F(a,B) 1B € F(a, B); per tant, F(a)(8) C F(a, B). O

Observacié 1.43. Aixo prova que tota extensié finitament generada F(ayq, ..., ay,) s’obté com una
torre d’extensions

FCF(a)CF(ag,as) C--- CF(ag,...,a),
en que cada cos és una extensié simple de 'anterior.

Proposicié 1.44. K/F és finita si, i només si, és algebraica i finitament generada.
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Demostracid. Suposem que K/F és finita. Per la Proposicié és algebraica. Si aq,...,q, és
una F-base de K, aleshores K = F(a1,...,q,) aix{ que també és finitament generada.

Suposem ara que K/F és algebraica i finitament generada i veiem que és finita. Per les observa-
cions i[[.43] tenim una torre d’extensions

F=FKhCchCchkhc --CF, 1CF,=K

en qué cada cos és una extensié simple de 'anterior. Si F;y1 = F;(o;), com que «; és algebraic
sobre F;, per ’Observacié tenim que [Fy11: F;] = deg(o;). Pel Corol-lari tenim que

[KI F] = [Fn anl][anlz Fn72] . [Fll FQ] < 00.
]

Observaci6é 1.45. De fet, a la demostracié hem vist que si aq,...,q, sén algebraics sobre F,
aleshores F(aq,...,a,)/F és finita.

Proposicié 1.46. Si a i /3 sén algebraics sobre F, aleshores a+ 3, a — 3, af i o/ (si 8 # 0) sén
algebraics.

Demostracié. Tots aquests elements pertanyen a F(a, ), que és una extensié finita de F i, per
tant, algebraica. O

Corol-lari 1.47. Si K/F és una extensié i denotem per E el conjunt d’elements de K que sén
algebraics sobre F', aleshores F és un cos.

Exemple 1.48. Podem considerar el conjunt de nombres complexos que sén algebraics sobre Q,
que es denota habitualment per Q. Hem vist, doncs, que tenim inclusions de cossos Q C Q C C.

Proposicié 1.49. Si tenim una torre d’extensions L/K/F, aleshores L/F és algebraica si i només
si L/K i K/F ho sén.

Demostracié. Si L/F és algebraica és clar que L/K i K/F ho s6n. Vegem la implicacié contraria.
Sigui @ € L isigui f(z) = a9+ a1z + -+ apz™ € K[z] un polinomi tal que f(a) = 0. Considerem
el cos E = F(ag,...,a,). Aleshores, o és algebraic sobre FE (ja que f té coeficients a F) i, per
tant, E(a)/E és finita. Com que els a; sén algebraics sobre F' (ja que K/F és algebraica) tenim
que E/F és finita. Aix{ doncs, E(a)/F és finita i, en particular, algebraica; per tant, « és algebraic
sobre F'. (]

Proposicié 1.50. Si K/F és algebraica, tot F-morfisme o: K — K és un F-automorfisme.

Demostracid. Sabem que o és injectiva. Si K/F és finita amb [K: F| = n, aleshores o és una
aplicacié lineal injectiva entre dos F-espais vectorials de dimensié n i, per tant, és també exhaustiva.
Si K/F és infinita, donat « € K, posem o = oy, aa, ..., q, les arrels a K de f = Irr(a, F). Fixem-
nos que o envia arrels de f a arrels de f, ja que

flo(ai)) = o(f(ei)) = o(0) = 0.
Per tant, si posem K’ = F (a1, ...,q,), tenim que o (K') C K'. Ara, K'/F és algebraica i finitament
generada; per tant, és finita, i 0| : K’ — K’ és exhaustiva pel cas d’extensions finites. Aix{ doncs,
a = o pertany a la imatge de o i veiem que o és exhaustiva. O
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1.8. Composicié de cossos.

Definicié 1.51. Sigui K un cos i siguin L;/K i Ly/K extensions de K contingudes en un cos K.
La composicié de Ly i Ly, denotada Lq Lo, és el subcos de K més petit que conté L1 i Lo.

Proposicié 1.52. L; L, és la interseccié de tots els cossos L tals que L C K i Ly C L, Ly C L.

Demostracio. Es directa, utilitzant el fet que la interseccié de dos cossos que contenen Ly i Lo és
un cos que conté Ly i Lo. O

Exemple 1.53. Q(v2)Q(v3) = Q(v/2,v/3). La prova és senzilla: per una banda, v/2,v/3 €
Q(v2)Q(v/3) i, per tant, Q(v/2,v/3) C Q(v2)Q(v/3); per l'altra, Q(v/2,v/3) és un cos que conté
Q(v2) i Q(v/3) i, per tant, conté Q(v/2)Q(V/3).

Proposicié 1.54. Si [Ly: K] < 0o0i [Lg: K] < oo, aleshores [L1Ls: K] < [Ly: K][La: K].
Demostracié. Es un exercici de la llista. O

1.9. Cossos de descomposicié. Hem vist que per a f € F[x] no constant existeix una extensié
K de F que conté una arrel de f. Ara veurem que, de fet, existeix una extensié que conté totes les
arrels de f.

Definicié 1.55. Una extensié K de F' es diu que és un cos de descomposicié d’un polinomi f € Fx]
no constant si f descompon completament (com a producte de factors de grau 1) a K, i no ho fa
en cap subextensié de K. De manera analoga, es defineix un cos de descomposicié d’un conjunt de
polinomis.

Proposicié 1.56. Sigui F un cos i f € F[z] no constant. Existeix una extensié K de F on f
descompon completament.

Demostracid. Farem induccié sobre n = deg(f). Si n = 1 és evident, suposem l’enunciat cert per
a n i vegem-ho per a n + 1. Sigui K;/F un cos on f té una arrel o (que sabem que existeix per
la Proposicié [[.15)). Aleshores, f(z) = (z — a)g(z) amb g € K;[z] i deg(g) = n. Per hipotesi d’in-
duccid, existeix una extensié K/K; on g descompon completament, i per tant f també descompon
completament a K. O

Proposicié 1.57. Donat f € F[z] no constant, existeix un cos de descomposicié de f.

Demostracid. Sigui K/F una extensié on f descompon completament. Un cos de descomposicié
de f és la intersecci6 de tots els cossos F amb F C E C K tals que f descompon completament
a E. Alternativament, si aq,...,a, son les arrels de f a K, aleshores F(«,...,ay,) és un cos de
descomposici6 de f. O

Observaci6 1.58. Fixem-nos que de la demostracié de les dues proposicions anteriors es dedueix
que si K és un cos de descomposicié de f sobre F, aleshores [K: F] < n! on n = deg(f).

Exemple 1.59. f(z) = 2* — 2 € Q[z]. Les arrels de f a C sén v/2, —v/2,iv/2, —i+v/2. Per tant un
cos de descomposicié de f és Q(v/2,iv/2). Aquest cos també es pot escriure com a Q(+v/2,1).

Exemple 1.60. f(z) = 2" —1 € Q[z]. Si posem ¢, = en
Per tant un cos de descomposicié és Q((p).

, les arrels sén Cff amb 0 < k <n-—1.
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Exemple 1.61. f(z) =a? —2 € Q[z], on p és primer; les arrels s6n WC}’; amb0<k<p-—1. Un
cos de descomposici6 és, doncs, K = Q((p, {/5) Sabem alguns subcossos de K:

Q(Cp, W)

Els graus es justifiquen de la manera segiient: [Q((p): Q] =p—1, ja queﬂ
Irr(¢p, Q) = 2P P+ 2P 2+ o+ 1,

[Q(¥/2): Q] = p ja que Irr({/2,Q) = 2P — 2. Per tant, [K: Q] és divisible per p i p — 1, i com que
sén coprimers, de fet, és divisible per p(p — 1). Ara bé, K = Q(¥/2)Q(¢{,) i, per tant,

K Q] < [Q(V2): QQ(G): Q) =p(p - 1)
Aixo prova que [K: Q] = p(p — 1) i els graus que falten al diagrama surten, doncs, de la multi-
plicativitat dels graus en torres d’extensions. Fixem-nos que, en particular, aixd demostra que el
polinomi 2P — 2 és irreductible a Q((,), cosa que no és evident d’entrada.

Proposicié 1.62. Sigui ¢: F — F’ un isomorfisme de cossos i sigui f € Flz] i f/ € F'[z] el
polinomi obtingut aplicant ¢ a f. Sigui K un cos de descomposicié de f i K’ un de f’. Aleshores,
existeix un isomorfisme ¢: K — K’ tal que ¢|p = ¢.

Demostracid. Induccié sobre n = deg f. Sin =1, aleshores K = F' i K/ = F’ i ’enunciat és trivial.
Suposem l’enunciat cert per a polinomis de grau n — 1 i provem-lo per a un f de grau n. Si tots
els factors irreductibles de f tenen grau 1, aleshores K = F'i K’ = F’ i ’enunciat és cert; podem
suposar, doncs, que f té algun factor irreductible g de grau > 2, i denotem per ¢’ = ¢(g). Sigui
a € K una arrel de g 1 o € K’ una arrel de ¢’ (que en particular és arrel també de f’). Per la
Proposici6 [1.28] sabem que existeix un isomorfisme

¢': Fla) = F'(a/) tal que p|p = ¢ i¢'(a) =a’.
Tenim, doncs, descomposicions

f@)=@-a)fi(z) f(z)=(x—a)fi(z),
amb f; € F(a)[z] i f] € F'(a/)[z] 1 on f{ = ¢'(f1). Podem aplicar, dones, la hipotesi d’induccié a
¢', els polinomis f; i f{ que sén de grau n—1 iles extensions K/F(a) i K'/F'(c’) (clarament K és
un cos de descomposicié de fi(x) sobre F(a) i K’ ho és de f{(z) sobre F'(a')). Per tant, existeix
un isomorfisme ¢: K — K’ tal que @|p(o) = ¢'. Aleshores, ¢|p = goTF = ¢, que és el darrer que
ens faltava comprovar. O

Corol-lari 1.63. Si K7 i K5 son dos cossos de descomposicié de f sobre F', aleshores K7 i Ko s6n
F-isomorfs.

Demostracid. Prenem K = Ky, K’ = K5 1 ¢ = id en la proposicié anterior. O
"En efecte, Cp és arrel de fp(z) = z:__ll =P~ 1 4 2P~2 4 ... 4 24+ 1. Aquest polinomi és irreductible perqué ho

és fp(z+1) =aP~1 + Zf;zl %)z~ + p, ja que és p-Eisenstein.
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1.10. Clausures algebraiques i cossos algebraicament tancats.

Definicié 1.64. Un cos F és una v clausura algebraica de [’ si F'/F és algebraica i tot polinomi de
F[z] descompon completament a F.

Definicié 1.65. Un cos K és algebraicament tancat si tot polinomi no constant de K[z] té alguna
arrel a K.

Observacié 1.66. Si K és algebraicament tancat, aleshores tot f € K[z] té totes les arrels a K.
En particular, no existeixen extensions algebraiques de K no trivials, i el propi K és una clausura
algebraica de K.

Proposicié 1.67. Sigui F un cos i F una clausura algebraica de F. Aleshores F és algebraicament
tancat.

Demostracid. Sigui f(x) € Flx] no constant i o una arrel de f (en un cos de descomposicié de f).
Aleshores F'(a)/F és algebraica. Com que F'/F és algebraica, per la Proposicié F(a)/F és
algebraica. Per tant, o és arrel d’un polinomi amb coeficients a F' i pertany a F'. O

Proposicié 1.68. Donat un cos F, existeix un cos algebraicament tancat que conté F.

Demostracid. Associem a cada polinomi f € F[z] no constant una indeterminada z¢ i considerem

l'anell de polinomis FJ...,zy,...] amb variables indexades per aquests polinomis. Sigui I I'ideal
generat pels polinomis de la forma f(zy) amb f € Flz] \ F. Afirmem que I C F[...,zy,...]. En
efecte, si es tingués la igualtat existirien polinomis g; € F[...,xy,...] 1 f; € I tals que

(1.1) glfl(xf1)+~”gnfn(xfn):1'

Sigui K/F una extensié que contingui arrels «; dels f;. Posant xy, = «; i fent 0 les altres variables
que apareguin als g; a , obtenim 0 = 1, que és absurd.

Per tant, I esta contingut en un ideal maximal M (aqui s’utilitza 'axioma de 1’eleccid). Aleshores
Ky =F[...,xz5,...]/M és un cos que conté F, i per construccid, tot f € F[z] no constant té una
arrel en K, (la classe de zy).

Ara repetim la construccié amb Kj en lloc de F', i obtenim una extensié K>/K; tal que tot
polinomi no constant a Ki[z] té una arrel a K5. Continuant aix{, tenim una torre d’extensions

F=KiCKi1CKyC---CK,CKp11C---

amb la propietat que tot f € K;[z] no constant té una arrel en K, 1[z].

Posem K = U; K;, que és un coa}ﬂ Veiem que K és algebraicament tancat. Sigui f € K[z]. Com
que f té un nombre finit de coeficients, existeix un index n tal que f € K, [x]. Aleshores, f té una
arrel en K, i, per tant, té una arrel en K. O

Proposicié 1.69. Sigui K un cos algebraicament tancat que conté F. El cos F format pels elements
de K que sén algebraics sobre F' és una clausura algebraica de F.

Demostracié. F/F és algebraica per definicié. Sigui f € F[x]. Aleshores, f descompon completa-
ment a K. Siguin ay, ..., a, les arrels de f a K. Com que els a; sén algebraics sobre F', sén de F,
de manera que f descompon completament a F. O

8La unié de cossos no és un cos en general —per aixo cal considerar la composicié— perd si que ho és en el cas
d’una torre d’extensions.
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Exemple 1.70. El Teorema Fonamental de I’Algebra afirma que C és algebraicament tancadﬂ Per
tant, el cos Q format pels nombres complexos que sén algebraics sobre QQ és una clausura algebraica

de Q.

Proposicié 1.71 (Extensié de morfismes a un cos algebraicament tancat). Sigui o: F — K un
morfisme amb K algebraicament tancat. Si E/F és algebraica aleshores existeix una extensié
6: F— Kdeo.

Demostracid. Fem primer el cas en qué E = F(«) és simple. Posem f = Irr(a, F); aleshores
o(f) € K[z] descompon completament a K i, en particular, té alguna arrel 8 € K. L’aplicacié
Fla) — K
g(a) — a(g)(B)

és un morfisme que estén o (cf. Proposicié [1.28)).
El cas general és una aplicacié estandard del Lema de Zorn. Considerem

A={(L,or): FCLCE1ioyp estén o}.

En aquest conjunt hi posem un ordre parcial definint que (L1,0p,) < (Le,0r,) si L1 C Ly i op,
estén or,. Ara, si {(L;,0r,)}ier és una cadena, definim L' = UL; i o’': L' — L' per ¢'(z) = o, (x)
si x € L;. Aleshores, (L',0’) és una fita superior de la cadena, i pel Lema de Zorn existeix un
element maximal (M,or) de A. Aleshores M = E, ja que altrament prenent o € E'\ M pel cas
simple podriem estendre oy a M () contradient el fet que (M, o) és maximal. Aleshores 6 = o
és 'extensié buscada. O
Corol-lari 1.72. Si Fi F sén dues clausures algebraiques de F', aleshores sén F-isomorfes.

. . ., = . - = = . . . =/ .
Demostracio. La inclusié o: F© — F s’estén a 6: FF — F, i la inclusié 7: F — F s’estén a
L == L R . -
7: F — F . Per la Proposicio m la composicié ge7: F — F és un F-automorfisme i, per tant, &
és exhaustiva i és, doncs, un F-isomorfisme. O

Si F' és un cos, denotarem per F' una clausura algebraica de F'. En general, no sera tnica, pero
pel resultat anterior és unica llevat de F-isomorfisme.

9 Veurem més endavant una demostracié d’aquest teorema.



APUNTS D’EQUACIONS ALGEBRAIQUES 20

2. EXTENSIONS ALGEBRAIQUES DE COSSOS: NORMALITAT I SEPARABILITAT

Sigui K/F una extensié algebraica i per a simplificar suposem-la simple, diguem K = F(«).
Sigui f = Irr(, F) 1 d = deg f, de manera que [K: F| = d. Sigui {a1,as,...,a,} el conjunt
d’arrels de f a K, on podem suposar que a; = a.

Ja hem vist (Observaci6 que si 0 € Aut(K/F), aleshores

flo(a)) =a(f(a)) =0,

de manera que o(a) € {a,...,a,}. Daltra banda, també hem vist que per a tot i = 1,...,n
existeix o; € Aut(K/F) tal que o;(a) = o;. Com que un F-automorfisme de K queda unfvocament
determinat per la imatge de «, veiem que Aut(K/F) = {o1,...,0,} i, en particular, # Aut(K/F) =
n. Com que n < d, tenim doncs que # Aut(K/F) < [K: F], i la desigualtat pot ser estricta per
dos motius:

(1) El polinomi f = Irr(a, F') no descompon completament a K;

(2) El polinomi f = Irr(a, F) té arrels repetides (és a dir, amb multiplicitat > 1).
En el primer cas, direm que K/F no és normal, i en el segon, que K/F no és separable. Les
extensions per a les quals la teoria de Galois és satisfactoria sén aquelles que no tenen aquests
inconvenients; és a dir, que sén normals i separables. En aquest capitol introduim i estudiem
amb detall aquestes dues propietats de les extensions algebraiques. Ho farem per a extensions
algebraiques arbitraries (no necessariament simples), tot i que acabarem veient que tota extensié
finita separable és simple; aixi doncs, en el cas que ens interessa en la teoria de Galois, sempre
treballarem amb extensions que podrem suposar simples.

2.1. Extensions normals.

Definicié 2.1. Una extensi6 algebraica K/F és normal si per a tot a € K el polinomi Irr(a, F')
descompon completament a K. També es diu que K és normal sobre F'.

Exemple 2.2. Per d € Q* \ (QX)2 extensié quadratica Q(v/d)/Q és normal. En efecte, donat
a = a+ bv/d € Q(+/d) tenim que « és arrel del polinomi

folz) = (x — (a+bVd)(z — (a — bVd)) = 22 — 2az + o® — b*d € Q[z].

Per tant, Irr(a, Q) | fo i, com que f, descompon completament a Q(v/d), veiem que Irr(a, Q)
també. En particular, Irr(\/g, Q) té les dues arrels a Q(\/(j)7 que sén Vd i —V/d.

Fixem-nos que per l’Observaci(’)hi ha un o € Aut(Q(v/2/Q)) tal que o(v/2) = —v/2. De fet,
aquest és 1"inic automorfisme no trivial i, per tant, Aut(Q(v/d)/Q) = {1,0}.

Exemple 2.3. Més en general, si F' és un cos qualsevol i a € F, aleshores F'(1/a) és normal sobre
F.

Exemple 2.4. Q(4/2)/Q no és normal, ja que Irr(v/2,Q) = 2% — 2 i les altres dues arrels d’aquest
polinomi no viuen a Q(+/2) (ja que no sén reals i Q(+/2) C R). De nou, per I’Observacié veiem
que Aut(Q(V2))/Q = {1}.

En aquests dos exemples veiem la relacié entre la propietat de normalitat i els automorfismes de

I’extensié. De manera una mica imprecisa, i que ja anirem precisant, una extensié que no és normal
té pocs automorfismes.

Proposicié 2.5. Sigui K/F una extensié algebraica i K una clausura algebraica de K. Les
propietats segiients sén equivalents:
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(1) K/F és normal.
(2) K és el cos de descomposicié d’un conjunt de polinomis S de Flx].
(3) Per a tot F-morfisme 0: K — K es té que o(K) = K.

Demostracié. (1) = (2): Com que per a tot € K les arrels de Irr(a, F) pertanyen a K, K és el
cos de descomposicié de {Irr(a, F)}ack-

(2) = (3): Denotem per A el conjunt de totes les arrels dels polinomis de S. Aleshores K =
F(A). Siguia € Aio: K — K. Aleshores o(a) € A, ja que si a és arrel de f tenim que
flo(a)) = o(f(a)) = 0. Per tant, o: K — K és un F-morfisme i, com que K/F és algebraic, sera
un automorfisme.

(3) = (1): Sigui @ € K i B una arrel de Irr(, F') a K. Volem veure que 3 € K. L’aplicaci6

o: F(a) — K

fla) — [f(B)
és un F-morfisme amb imatge F(3). Com que K és algebraicament tancat i K/F algebraica, per la
Proposicié|l.71]o s’estén a o: K — K. Per (3) sabem que o(K) = K i, per tant, 8 € o(K) = K. O

La caracteritzacié (2) és molt util. Per exemple, ens permet provar el resultat segiient de manera
facil.
Proposicié 2.6. Si K = F(A) i per a tot « € A el polinomi Irr(c, F') descompon completament a
K, aleshores K/F és normal.
Demostracié. K és el cos de descomposicié del conjunt de polinomis {Irr(a, F)}aca- 0

Proposicié 2.7. Sigui L/K/F. Si L/F és normal, aleshores també ho és L/K.

Demostracid. Si L és el cos de descomposicié d'un conjunt S C F[z], també és cos de descomposicié
dels mateixos polinomis pensats com a polinomis de K{z]. O

Definicié 2.8. Donada K/F algebraica, una clausura normal és una extensié N/K tal que N/F és
normal i és minimal amb aquesta propietat (és a dir, si K C N’ C N amb N’/F normal, aleshores
N’ = N).

Proposicié 2.9. N/K és una clausura normal de K/F si, i només si, N és un cos de descomposicié
de {Irr(a, F) }ack-

Demostracié. Exercici. O

Proposicié 2.10. Si K/F és finita amb K = F(«,...,qy,), aleshores una clausura normal de K
és el cos de descomposicié del polinomi [T}, Irr(«;, ). En particular, la clausura normal de K/F
és tnica llevat de F-isomorfisme.

Demostracio. Exercici. O

Exemple 2.11. Q(é/ﬁ)/@ no és normal, ja que les arrels de Irr({‘@, Q) = 2*-2s6n V2, —v/2,iv2, —iv/2.
Per tant, la clausura normal és Q(\“@, i). Fixem-nos que tenim una torre d’inclusions

QCQ(V2) CQ(V2) CQ(V2,4),
on Q(v2)/Q i Q(¥/2)/Q(v/2) sém normals, perd Q(¥/2)/Q no és normal. Es a dir, una extensié

normal d’una extensié normal pot no ser normal.
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Proposicié 2.12 (Extensié de morfismes en cossos normals). Sigui K/F una extensi6 algebraica
normal i E/F una subextensié (és a dir, F C E C K). Tot F-morfisme o0: E — K s’estén a un
F-morfisme 5: K — K (en particular 6 € Aut(K/F).

Demostracid. Posem K una clausura algebraica de K. Aleshores 0: E — K C K s’estén, per la
Proposicié [1.71, a 6: K — K. Com que K és normal, 6(K) = K i, per tant, tenim 6: K — K.
Com que K/F és algebraica, & és un automorfisme. O

2.2. Extensions separables.

Definicié 2.13. Un polinomi f(x) € F[x] es diu separable si totes les seves arrels en un cos de
descomposicié sén simples (és a dir, de multiplicitat 1). Es diu inseparable en cas contrari.

Observaci6 2.14. Aquesta nocié no depen del cos de descomposicié escollit, ja que tots ells sén
isomorfs.

Definicié 2.15. Sigui K/F algebraica. Diem que a € K és separable sobre F si Irr(a, F) és
separable. Diem que K/F és separable si tot o € K és separable sobre F' i que K/F és inseparable
en cas contrari.

Proposicié 2.16. Si L/K/F i a € L és separable sobre F', aleshores també ho és sobre K.
Demostracid. Aixo és perque Irr(w, K) | Irr(a, F). O
Exemple 2.17. (1) 22 + 1 € Q[x] és separable.
(2) 2% +1 € Fy[z] és inseparable, ja que 2° +1 = (z + 1)%. Més en general, si a € F,,, 2P + a és
inseparable a F,, ja que 2P + a = (z + a)P.
(3) Sigui F =T,(t) i f(x) = 2P —t € Flz]. Aquest polinomi és irreductible (és t-Eisenstein).
Sigui o una arrel de f en un cos de descomposicio; aleshores of = ¢. Per tant:
2 —t=aP —af = (x — )P

d’on veiem que f té una unica arrel amb multiplicitat p i és inseparable. Fixem-nos que
si posem K = F(a), aleshores Aut(K/F) = {1}, ja que tot 0 € Aut(K/F) envia o a una
arrel de f, perd I'inica arrel de f és a. El fet que K I’hem obtingut adjuntant « i Irr(a, F')
no és separable té com a conseqiliencia que K/F no té automorfismes no trivials. Aix0 és
un fet general, que anirem precisant: les extensions que no sén separables, tenen “pocs
automorfismes”.

Definicié 2.18. Donat f(z) = apa™ + - + a1 + ap € F[z] definim el seu derivat com a
f(x) =napz™ '+ (n— Dap_12" 2+ -+ ay.
Les propietats segiients es comproven facilment a partir de la definicié:
(f+9)=1+4d.

o (f9)' =['g+fg
e (af) =af' sia€eF.

Lema 2.19. Sigui K/F una extensié i f,g € F[x]. Aleshores ged(f,g) = 1 a F[x] si i només si
ged(f,9) =1 a Klz].

Demostracidé. Es una conseqiiéncia de I'algoritme d’Euclides, que calcula ged(f, g) fent les operaci-
ons a F, fins i tot si pensem f i g com a polinomis de K|[z]. O

Proposicié 2.20. Un polinomi f és separable si i només si ged(f, f/) = 1.
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Demostracié. Si f no és separable, aleshores f(z) = (z — a)?g(x) per a cert a € K i g(x) € K[z].
Aleshores f'(x) = 2(x — a)g(x) + (v — a)?g'(x) i, per tant, (x — a) | ged(f, f').

D’altra banda, si (v — «) | ged(f, '), aleshores posant f(x) = (z — a)g(x) tenim que f'(z) =
g(x) + (x — a)g’(z); com que f'(a) = 0, veilem que g(a) = 0 i, aleshores, (z — «) | g amb la qual
cosa (x —a)? | f. O

Proposicié 2.21. Si char(F') = 0, aleshores tot f € F[z] irreductible és separable.
Demostracid. Si char(F) = 0, tenim que deg(f’) < deg(f) i f' # 0. Per tant, ged(f’, f) = 1. O

Corol-lari 2.22. Tota extensié algebraica d’un cos de caracteristica 0 és separable.

Proposicié 2.23. Sigui F de caracteristica p > 0. Un polinomi irreductible f € F[z] és inseparable
si, 1 només si, f(x) = g(zP) per a algun g € Fx].

Demostracid. Com que f és irreductible ged(f/, f) només pot ser 1 o f (llevat d’unitats a Flx]).
Si f # 0, com que deg(f’") < deg(f), aleshores és 1. Per tant, si f és inseparable necessariament
f'=0. Si posem
f(il’) :anfﬂn-l-'-‘—%-alx—}-ao,

veiem que els Unics coeficients no nuls sén, doncs, aquells en que 'exponent és miltiple de p; per
tant, f(x) = g(aP) per a algun g.

D’altra banda, és directe veure que si f(x) = g(zP), aleshores f' = 0 i, per tant, ged(f’, f)
I

El resultat segiient fa precis el comentari informal de 'Exemple (3).

o

Proposicié 2.24. Sigui K/F finita de grau n i N/K una extensié tal que N/F és normal. El
nombre de F-morfismes o: K — N és menor o igual que n, amb igualtat si i només si K/F és
separable.

Demostracié. Farem la prova per induccié sobre n. Si n = 1, el resultat és evident; suposem-lo
cert per a extensions de grau < n i provem-lo per a una extensié K/F de grau n. Sabem que
per a € K \ F el polinomi Irr(a, F') descompon completament a N, ja que N/F és normal; posem
a = aj,...,q, les seves arrels. Fixem-nos que r < [F(a): F] amb igualtat si, i només si, « és
separable sobre F'. Per a cada i =1,...,r tenim un F-morfisme:

7. Fla) — N
fla) — fla).

Com que N/F és normal i N/F () algebraica, per la Proposicié s’estenen a 7;: N — N amb
Ti (a) = Q4.

Ara considerem N/F(«). Com que N/F(a) és normal i s = [K: F(a)] < n, per hipotesi
d’induccié existeixen t < s F(a)-morfismes K — N amb igualtat si i només si K/F(«a) és separable.
Anomenem-los o1,...,0¢ Perai=1,...,r1j=1,...,s tenim un F-morfisme 7;00;: K — N.
D’aquests n’hi ha rt < [K: F(o)|[K: F(a)] = [K: F].

Veiem ara que tot F-morfisme o0: K — N és de la forma 7;00; pera algun 4 i per a algun j.
Sabem que o(a) = «; per a algun ¢ i, per tant, Ti_1°0' fixa . Aixo vol dir que 7'[1
F(«)-morfisme i, per tant, 7';1 °g = 0, per a algun j. Tenim doncs que o = 7;°0;.

D’altra banda els 7;°0; sén tots ells diferents: 7;°0,(a) = o ja que o; és un F'(a)-morfisme; si
Ti°0j = Ty o0y, aleshores 7; = 7 i, com que els 7’s sén automorfismes, o; = ;.

°og és un
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Finalment, si K/F és separable, aleshores val la igualtat, ja que llavors r = [F(a): F|it = s. Isi
K/F no és separable, aleshores no val la igualtat, ja que llavors podem prendre o € K inseparable
sobre K i tenim que r < [F'(a): F] amb la qual cosa rt < [K: F]. O

Proposicié 2.25. Una extensié algebraica simple F'(«)/F és separable si, i només si, « és separable.

Demostracié. Denotem per m el nombre de F-morfismes de F'(«) en una clausura normal N de
F. Sabem que m és el nombre d’arrels de Irr(«, F) en N. Per tant, o és separable si i només
si m = deg(a), és a dir, si i només si m = [F(«): F]. D’altra banda, per la proposicié anterior
F(«a)/F és separable si i només si m = [F(a): F]. O

Proposicié 2.26. Sigui K/E/F una torre d’extensions algebraiques. Aleshores K/F' és separable
si, i només si, K/E i E/F sén separables.

Demostracid. Exercici (pista: feu primer el cas en que K/F és finita, i vegeu que el cas general es
redueix a aquest). O

2.3. Extensions simples.
Teorema 2.27 (Teorema de l’element primitiu). Tota extensié K/F finita i separable és simple.

Demostracio. Si F' és un cos finit ho veurem més endavant. Suposem ara que F' té un nombre
infinit d’elements. Donats «, 8 € K, trobarem un v € K tal que F(a, ) = F(v). Si veiem aix0
ja ho tindrem, perqué K/F és finita i, per tant, K = F(d1,02,...,0,) i obtenim el resultat per
induccié.

Posem f = Irr(a, F) i g = Irr(5, F). Posem també o = aq, ...,y les arrels de f i 8 =
B1, B2, ..., Bm les arrels de g en un cos de descomposicid, que son totes elles diferents per la hipotesi
de separabilitat. Com que F' és infinit, existeix A € F' tal que
(2.1) )\;éu per a tot ¢ iperatot j# 1.

B — B
Posem v = o + AS. Clarament F(y) C F(a, ). Per a veure la inclusié contraria, n’hi ha prou de
veure que § € F(7v) (ja que llavors a = v — AS € F(v)). Posem h = Irr(5, F(7y)). Aleshores h | g
i, per tant, les seves arrels només poden estar entre els 3;. També tenim que h | f(y — Ax), ja que
f(y = AB) = f(a) = 0. Per tant, les arrels de h també sén arrels de f(y — Az). Si algun 3; amb
J > 1és arrel de f(y — Ax), aleshores v — \f; seria arrel de f i, per tant, v — A3; = «; per a algun
1, pero aixo és una contradiccié amb . La conclusid, doncs, és que 'tinica arrel de h és 3 = (.
Com que h és separable i no té arrels amb multiplicitat > 1, veiem que h té grau 1 i, per tant,
h =x — 8; com que h té coeficients a F(7), aixd implica que § pertany a F'(7). O
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3. TEORIA DE GALOIS

Recordem que Aut(K/F) denota el grup dels F-automorfismes de K. Fixem-nos que si K/F és
normal, aleshores

Aut(K/F) = {F-morfismes K — K}.
Observacié 3.1. Si F C E C K, aleshores Aut(K/FE) és un subgrup de Aut(K/F).
Definicié 3.2. Sigui G un subgrup de Aut(K/F'). El cos fix de G és
¢ —{reK:o(z)=uxperatot o € G}.
Es facil veure que K% és un subcos de K que conté F. Tenim, doncs, aplicacions F i G:

{subcossos E amb FC EC K} <+— {subgrups H < Aut(K/F)}
g

(3.1) E AN Aut(K/E)
KH < H

Proposicié 3.3. Les aplicacions F i G satisfan les propietats segiients:

(1) Si Ey C E,, aleshores Aut(K/Eg) < Aut(K/Ey).
(2) Si H; < Hj, aleshores KH2 C KH1,

(3) EC F(G(E)), ésadir, EC KA“t(K/E).

(4) H < G(F(H)), és a dir, H < Aut(K/K).

Demostracio. Sén directes a partir de les definicions. O

El Teorema Fonamental de la teoria de Galois ens dira que si K/F és finita, normal i separable,
aleshores FoG =id i que G F =id

3.1. Extensions de Galois.
Definicié 3.4. Una extensié ﬁnitﬂ K/F és de Galois si és normal i separable.

Proposicié 3.5. Una extensié finita K/F és de Galois si i només si K és el cos de descomposicié
d’un polinomi separable f € F|x].

Demostracié. Es conseqiiencia directa de la caracteritzacié de normalitat de la Proposicié (2) 1
de la caracteritzacié de separabilitat de la Proposicié [2.25 O

Definicié 3.6. Si K/F és de Galois, aleshores el grup Aut(K/F) s’anomena grup de Galois de
lextensié i es denota Gal(K/F).

Proposicié 3.7. Si K/F és Galois i E/F és una subextensid, aleshores K/E és Galois.
Demostracid. Es conseqiiéncia de la Proposicié i la Proposicio O

Proposicié 3.8. Si K/F és de Galois, aleshores F' = K Sa(K/F),

10 També hi ha una teoria de Galois per a extensions infinites, perd nosaltres només farem el cas d’extensions
finites i, per tant, ja incorporem la condicié de finitud en la definicié d’extensié de Galois.
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Demostracid. Ja sabem que F C KG(K/F) GQigui ara o € KK/ F): yeurem que, de fet, Fla) =
F' i aix0 ja ens diu que o € F'. Sigui

o: Fla) — K
un F-morfisme; com que K/F és normal, o estén a ¢ € Gal(K/F) per la Proposicié Ara
o =idid(a) = a (jaque a € KGaK/F)) - Aix{ doncs 0|F(a) = id i, per tant, o = id. Tenim
doncs que només hi ha un tnic F-morfisme F(a) — K i com que K/F és normal i F(«) separable,
aixo vol dir que [F(): F] =1 per la Proposicié [2.24] O

Proposicié 3.9. Si K/F és de Galois, aleshores FoG = id.

Demostracié. Si K/F és Galois, aleshores K/FE és Galois per a tota subextensié E/F per la Pro-
posicié Aplicant el resultat anterior a K/E tenim que E = EGal(K/E), O

Proposicié 3.10. Sigui K/F finita. Aleshores, | Aut(K/F)| < [K: F], amb igualtat si i només si
K/F és Galois.

Demostracié. Aplicant la Proposicié amb N = K, sabem que el nombre de F-morfismes
o: K — K és < [K: F], amb igualtat si i només si K/F és separable. Com que tot o € Aut(K/F)
és un F-morfisme K — K, aix0 ja ens mostra que | Aut(K/F)| < [K: F).

Veiem ara la segona afirmacié de 'enunciat. En primer lloc, si K/F és Galois, tot F-morfisme
o0: K — K pertany a 0 € Gal(K/F), per ser K/F normal; i n’hi ha exactament [K: F], per ser
K /F separable. Per tant, si K/F és Galois, aleshores | Gal(K/F)| = [K: F].

D’altra banda, si K/F no és Galois, aleshores no és normal o no és separable. si K/F no és
separable, d’aquests F-morfismes de K en K n’hi ha menys que [K: F]. Si K/F no és normal,
existeix un F-morfisme o: K — K tal que o(K) # K, i per tant, 0 ¢ Aut(K/F). En tots dos
casos, | Aut(K/F)| < [K: F]. O

Teorema 3.11 (Teorema d’Artin). Sigui K/F una extensié finita i G < Aut(K/F). Posem
E = K. Aleshores, K/E és de Galois i Gal(K/E) = G.

Demostracié. Com que K/F és finita, K/E també ho és i, en particular, és algebraica. Veiem ara
que K/E és normal i separable. Posem G = {o1,...,0,}, prenem « € K i considerem el conjunt
A = {o1(®),...,0on(a)}. Fixem-nos que o € A, ja que G conté la identitat. En aquest conjunt
poden haver-hi elements repetits; és a dir, si posem r = |A|, pot ser que r < n. Denotem per
a1, ..., q els elements de A (un d’ells és «, podem suposar que a3 = «). Fixem-nos que, com que
G és un grup, per a tot o € G tenim que

(3.2) {o(a1),...,0(a)} ={oo1(),...,00,(a)} = {a1,..., .}
Definim el polinomi
pla)=(@—a1) - (z—a)=2"+a_12" '+ + a1z +ao € K[z].

La igualtat de conjunts implica que o(p) = p per a tot o € G i, per tant, que els a; pertanyen a
E. Veiem, doncs, que « és arrel d’un polinomi separable p(z) € E[z] que descompon completament
i, per tant, K/E és normal i separable.

Provem ara que Gal(K/E) = G. Tenim que G < Gal(K/E) i, com que K/FE és Galois,
|Gal(K/E)| = [K: E]. Si velem que que |G| = [K: E], tindrem que |G| = |Gal(K/E)| i hau-
rem acabat. Com que G C Gal(K/FE), tenim que |G| < |Gal(K/E)| = [K: E]. Per a laltra
desigualtat, sigui o € K. Aleshores, [E(a): E] < |G|, ja que hem vist abans que « és arrel d'un
polinomi amb coeficients a E de grau < |G|. Prenem « € K de grau maxim sobre E. Afirmem que
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K = E(a). En efecte, si § € K, aleshores pel Teorema de 'Element Primitiu E(a, 8) = E(7), perd
[E(7): E] = [E(a): E] per la maximalitat del grau; com que E(a) C E(y), veiem que E(a) = E()
i 8 € E(a). Aixi doncs, [K: E] = [E(a): E] <|G]. O

Observaci6 3.12. El Teorema d’Artin, de fet, és cert en una versié una mica més general, que diu
que si K és un cos, G és un subgrup finit dels automorfismes de K i £ = K¢, aleshores K/FE és
Galois i Gal(K/F) = G. Lnic que ens ha faltat provar d’aquest resultat més general és que K/FE
és finita.

Corol-lari 3.13. Si K/F és de Galois, aleshores GoF = id.

Demostracié. Si H < Gal(K/F) i posem E = K tenim que K/E és finita i pel Teorema d’Artin
Gal(K/E)=H. O

Lema 3.14. Sigui K/F de Galois i F un cos intermedi. Per a tot o € Gal(K/F) tenim que o(F)
és un altre cos intermedi i Gal(K/o(E)) = o Gal(K/E)o~ 1.

Demostracié. Es clar quesi F C E C K, aleshores F C o(E) C K. Vegem la igualtat Gal(K /o (E)) =
o Gal(K/E)o~ 1.
e [D]Siz € EirT € Gal(K/E), aleshores (o707 1) (o(x)) = o(x) o sigui que oro~ ! €
Gal(K/o(E)).
e [C]SiT € Gal(K/o(E)), aleshores per un argument semblant veiem que o~ 7o € Gal(K/E);
per tant, 7 € 0 Gal(K/E)o ™.

O

Proposicié 3.15. Si K/F és Galois i F/F és una subextensid, aleshores E/F és Galois si i només
si Gal(K/E) < Gal(K/F).

Demostracid. E/F és separable (cf. Corol-lari i, per tant, E/F és Galois si i només si E/F
és normal. Com que K/F és Galois, tot F-morfisme o¢: E — K s’aixeca a 0 € Gal(K/F). Per
tant, E/F és normal si i només si 0(E) = E per a tot o € Gal(K/F). Per la injectivitat de G,
aix0 és si i només si Gal(K/E) = Gal(K/a(E)) per a tot o € Gal(K/F). Pel Lema [3.14] aix és si
i només si Gal(K/E) = 0 Gal(K/E)o~! per a tot 0 € Gal(K/F), és a dir, si i només si Gal(K/E)
és normal. g

Proposicié 3.16. Si K/F és Galois i E és un cos intermedi amb E/F Galois, aleshores
(3.3) Gal(E/F) ~ Gal(K/F)/ Gal(K/E).

Demostracio. Si o € Gal(K/F) podem considerar o|g, la seva restriccié a E. Com que E/F és
normal, o(E) = E i, per tant, o|p pertany a Gal(E/F). L’aplicaci6

Gal(K/F) —s Gal(E/F)
(o — OE

és un morfisme de grups exhaustiu (cf. Proposicié [2.12]) amb nucli Gal(K/FE). L’isomorfisme de
I’enunciat surt doncs del primer teorema d’isomorfisme per a grups. O
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3.2. Teorema Fonamental.

Teorema 3.17 (Teorema Fonamental de la Teoria de Galois). Si K/F és de Galois finita, aleshores
les aplicacions F i G de (3.1)) sén bijeccions i inverses una de laltra. A més, aquestes aplicacions
satisfan les propietats segiients:

(1) Si els subcossos Ey i Es es corresponen amb els subgrups Hy, H, aleshores £y C Fj si i
només si Hy < Hy.

(2) Si H es correspon amb E, aleshores [K: E] = |H| 1 [E: F] = [Gal(K/F): H].

(3) Si H es correspon amb E, aleshores K/F és de Galois amb Gal(K/FE) = H.

(4) E és de Galois sobre F' si i només si Gal(K/FE) < Gal(K/F) i, aleshores,

Gal(E/F) ~ Gal(K/F)/ Gal(K/E).

(5) Si els subcossos Eq i Ey es corresponen amb els subgrups Hi, Ho, aleshores H; N Hs es
correspon amb FEj Fy (la composicié de Fy i Fs), i E; N Fy es correspon amb Hy Hy (el
subgrup generat per Hy i Ha).

Demostracio. La primera afirmacié és la Proposicié i el Teorema d’Artin. Les propietats (1),
(3) i (4) també les hem demostrat. Queden només les propietats (2) i (5), que sén senzilles i deixem
com a exercici. O

Observacié 3.18. Del fet que F i G siguin inverses una de l'altra, juntament amb les propietats (1)
i (5), es dedueix que el reticle de subcossos de K/F' i el reticle de subgrups de Gal(K/F') s6n duals
(un diagrama és igual que Daltre girat cap per avall, ja que la correspondéncia gira les inclusions).

Exemple 3.19. Considerem K = Q(v/2,v/3). Es el cos de descomposicié de (22 — 2)(z2 — 3) sobre
Q i, per tant, K/Q és Galois. Tenim que [K: Q] = 4. Per a veure-ho, fixem-nos que

clarament [Q(v/2): Q] = 21i [K: Q(v/2)] < 2 (ja que K = Q(v/2)(v/3) i v/3 satisfa el polinomi 2 — 3
que té coeficients a Q(v/2)). Si [K: Q(v/2)] fos 1, tindriem que K = Q(v/2) i, en particular, que
V3 € Q(v/2) cosa que rapidament es veu que no pot ser. Per tant, [K: Q(v/2)] =2i [K: Q] = 4.

D’aqui veiem que | Gal(K/Q)| = 4. Tot s € Gal(K/Q) satisfa que s(v/2) = +v/2i s(+/3) = £V/3;
aix0 doéna 4 possibles automorfismes:

id: vV2 — V2 V2 = =2 70 V2 = V2 p: V2 -
VERNE V] V3 = V3 V3 = =3 V3 —

B

Com que | Gal(K/Q)| = 4, de fet totes aquestes aplicacions sabem que sén automorfismes de K
(altrament caldria comprovar-ho). Fixem-nos que o7 = p, per tant,

Gal(K/Q) = {1,0,7,07},
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és a dir, que Gal(K/Q) ~ Z/27 x 7,/2Z. El reticle de subgrups de Gal(K/Q) és
Gal(Q(v2,V3)/Q)

Pel teorema fonamental, aix0o ens déna el diagrama de subcossos de K:

Q(v2,v3)

K o) K {oT) K{™)
\ /
2
Q

Aqui per a raonar que K7 = Q(+/3), fixem-nos que clarament Q(v/3) C K(?; ara, pel teorema
fonamental [K(7): Q] = [Gal(K/Q): (0)] = 2 i obtenim la igualtat. La resta de cossos s’obtenen
igual.

Exemple 3.20. Sigui K el cos de descomposicié de f = 2® — 2 € Q[z]. Les arrels de f sén /2,
pV/2 1 p?V/2,0n p= %(71 + v/ —3) és una arrel tercera primitiva de la unitat. Veiem doncs que

K =Q(V2,pV2,p*V2) = Q(V2,p) = Q(V2,V-3).

Com que K és la composicié de Q(+v/2) i Q(v/=3), de graus 3 i 2 respectivament, tenim que
[K: Q] =6. Tot s € Gal(K/Q) satisfa que

\3/5

3 -3
s(V2) =< pd2 s(v—3 :{
D=t v

Com que tot s € Gal(K/Q) esta completament determinat per on envia v/2 i /=3, aixo déna
6 possibles automorfismes. Com que, de fet, | Gal(K/Q)| = 6, veilem que totes les opcions sén
automorfismes (altrament, s’hauria de comprovar). Definim dos automorfismes concrets:

o V2 = p¥2 VS R 2
V=3 = -3 V=3 = —v-3
Fixem-nos que o(p) = p i 7(p) = 3(—1 —/=3) = p>. Amb aix0 podem calcular o2 i o%:
2 V2 e Y3 0% 2 o pPYE=1R
V=3 = -3 V=3 = Vv =3.
d’on veiem que 02 = 1. De manera semblant, podem calcular que 02 = 11 que o7 = 702. Per tant,

Gal(K/Q) = (0,7 | 6® =1,7%> = 1,07 = 702) ~ Dg ~ Ss.
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El diagrama de subgrups és:

Per a provar que els cossos fixos sén aquests, podem procedir com a l’exemple anterior. Per
exemple, és clar que Q(v/—3) C K{?), i pel teorema fonamental sabem que [K{7): Q] = 2; com que
[Q(vV—3: Q)] =2, veiem la igualtat. Els altres subcossos es fan de manera semblant.
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4. ALGUNES APLICACIONS DE LA TEORIA DE GALOIS

4.1. Cossos finits. Com a exemple d’aplicacié de la teoria d’extensions de cossos i la teoria de
Galois veurem el cas dels cossos finits. Els cossos finits tenen molta importancia, tant interna a les
matematiques (teoria de nombres, teoria de grups i representacions, combinatoria...) com a ’engi-
nyeria (criptografia, teoria de codis correctors d’errors, generacié de nombres pseudoaleatoris...).

Definicié 4.1. Un cos finit és un cos que té un nombre finit d’elements.

Ja coneixem alguns exemples de cossos finits: si p és un nombre primer, aleshores 1'anell Z/pZ
dels enters modul p és un cos finit que té p elements, i que es denota habitualment per IFp,.

Proposicié 4.2. Si K és un cos finit, aleshores |K| = p” per a algun primer p i algun r € Z>;.

Demostracid. K té caracteristica p per a algun primer p (altrament, contindria Q, que no pot ser
perque K és finit) i, per tant, conté F,. Com que K és finit, la dimensié de K sobre F,, és finita,
diguem-li 7, i posem a4, ..., a, una F,-base de K. Aleshores,

K ={aa1+ - +aa,:a; €F,}
i, per tant, |[K| =p". O
A partir d’ara en aquesta seccié p sempre denotara un primer, r un enter > 11i ¢ = p".
Proposicié 4.3. Existeix un cos de cardinal ¢q. Tots els cossos de cardinal ¢ sén isomorfs.

Demostracié. Considerem f = 29—z € Fp[z]. Com que f' = gz?~!—1 = —1, tenim que ged(f, f') =
11 f és separable i té q arrels diferents en un cos de descomposicié. Sigui K un cos de descomposicid
de f. Aleshores, K conté les ¢ arrels de f, i de fet, el conjunt d’aquestes arrels és un cos. Per a
veure-ho, hem de provar que si «, 8 sén arrels de f, aleshores a8, /8 amb 8 # 0, a+8ia—f
també ho sén. Clarament, si a? = a i 7 = 3, tenim que (af)? = af, i de manera semblant es veu
que o/ també n’és arrel. Per a a4+ 3, com que K és de caracteristica p, per 'Exemple (2)
tenim que

(a+ﬂ)P =aoP +ﬂp
Aplicant aquesta propietat repetidament, obtenim que
(a+B) =al+ 1 =a+p

i, per tant, a + § també és arrel de f; de manera similar es veu o — 5. Aixi doncs, K és el conjunt
d’arrels de f i, per tant, |[K| = q.

D’altra banda, si K’ és un altre cos de cardinal g, el grup multiplicatiu de K’ té cardinal q — 1
itot a € K’ \ {0} satisfa que 97! = 1 i, per tant, que a? = a. Es a dir, o és arrel de f. Com
que 0 també és arrel de f, tenim que tots els elements de K’ sén arrels de f i K’ és, doncs, un
cos de descomposicié de f. Per tant, K’ ~ K ja que tots els cossos de descomposicié de f sén
isomorfs. O

Es habitual fer un abiis de notacié i denotar per F, un cos de cardinal g. Com que tots els cossos
de cardinal ¢ s6n isomorfs, aquesta notacié no és excessivament ambigua (tot i que ja veurem que
I'isomorfisme no és tnic quan r > 1).

Proposicié 4.4. F,/F, és de Galois.

Demostracio. Ho hem vist a la demostracié de la proposicié anterior, ja que F,; és el cos de des-
composicié de 29 — z € Fp[x] que és separable. O
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Proposicié 4.5. Tot subgrup finit G' del grup multiplicatiu F* d’un cos F' és ciclic.
Demostracio. Com que G és abelia, pel teorema de classificacié de grups abelians finits tenim que
G~=Z/mZ x - XZ/niZ

ambn; >1ing |ng|---|ng Tot element de G té, doncs, ordre dividint ny, i, per tant, és arrel del
polinomi ™ — 1. Aix{ doncs, el polinomi 2™ — 1 té almenys ny - - -ny, arrels a F'; si k > 1, aquest
nombre és més gran que el grau ng, cosa que no pot ser. Per tant, kK =11 G és ciclic. O

Corol-lari 4.6. IB‘; és ciclic.

Corol-lari 4.7. F, és simple. En particular, existeix un polinomi irreductible de grau r amb
coeficients a IF,,.

Demostracio. Pel resultat anterior IF,IX és ciclic. Esa dir, existeix o € F, tal que IFqX ={l,a,...,a972}.
Aleshores tenim que F, =F,(«), i Irr(e, F,,) és irreductible de grau r. O
L’automorfisme de Frobenius (cf. [1.21))

Fr,: F, — T,
a +— oP.

és un element de Gal(F,/F,). Recordem que en la notacié d’aquesta seccié ¢ = p".

Proposicié 4.8. Gal(F,/F,) és ciclic d’ordre r generat per Fr,.

Demostracid. Com que [Fy: F,] = r sabem que |Gal(F,/F,)| = r. Clarament Fr;(oz) = o per
a tot i > 1; en particular, Fry(a) = a?” = o i, per tant, Fr; = id. Cap altra potencia Frz, amb
1 < i < r és la identitat, perque aixo voldria dir que of = a per a tot o € Fy, la qual cosa
implicaria que el polinomi 2P — 3 té p" arrels a F,. U

Corol-lari 4.9. F, conté F,« si i només si d | r.

Demostracio. Pel teorema fonamental de la teoria de Galois els subcossos de F; es corresponen amb
els subgrups de Gal(F,/F,) ~ Z/rZ, i la dimensié del subcos sobre F,, coincideix amb P'index del
subgrup. Ara, hi ha un subgrup de Z/rZ d’index d si i només si d | r, i en aquest cas només n’hi
ha un. (]

Proposicié 4.10. El polinomi z? — = és el producte de tots els polinomis monics irreductibles a
F,[z] de grau divisor de r.

Demostracid. Sigui f un factor irreductible de 27 — z € F,[z]. Com que F, és un cos de descom-
posicié de 9 — z, conté una arrel o de f. Aleshores, F,(c) és un subcos de F, de grau d i pel
Corol-lari tenim que d | r. Per tant, tot factor irreductible de 29 — x té grau dividint r.

D’altra banda, sigui f € Fp[z] un polinomi irreductible de grau r, i sigui o una arrel de f en
una extensié. Com que [Fp(a): F,] =7, Fy(a) és el cos de descomposicié de 27 — z i, per tant, «
és arrel de 7 — x, amb la qual cosa veiem que f | 9 — x. Utilitzant que si d | el polinomi P
dividei x? —z, veilem que si f és un polinomi irreductible de grau d | r, aleshores divideix o —
i per tant també z?7 — x.

Finalment, com que x? — x és separable, no té cap factor repetit i és, doncs, el producte de tots
els polinomis monics irreductibles a F,[z] de grau dividint r. (]

1 Aixd ho deixem com a exercici.
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Hem vist que F,a C F,r si i només si d | r. En particular, donats dos cossos finits Fpn i Fpm,
existeix un altre cos finit que els conté: Fpnm. Per tant, la unié U,>1F,» és un cos que conté totes
les extensions finites de [F),.

Proposicié 4.11. Fp = Up>1Fpn.

4.2. Cossos Ciclotomics. El subcos dels nombres complexos generat sobre Q per ¢, = et s’ano-
mena cos ciclotomic n-éssim. L'extensié Q((,)/Q és de Galois (ja que és el cos de descomposicié de
2™ —1). En aquest capitol estudiarem aquest tipus de cossos i veurem que Gal(Q((,)/Q) ~ (Z/nZ)*.

Denotem per p,, el conjunt d’arrels n-éssimes de la unitat; és a dir, les arrels de 2™ — 1. Sabem
que

,unZ{Cg:OSCLSTL—l},
i en particular Q(¢,) = Q(pr). El conjunt p, és un grup amb el producte i tenim un isomorfisme

Z/nl —  un
a — (.
Si d | n, aleshores p1g C py, 1, per tant, Q(¢q) C Q(¢,). També tenim que (¢ és una arrel n-essima
de la unitat, i que és primitiva si i només si (a,n) = 1.

Definicié 4.12. El polinomi ciclotomic n-éssim és el polinomi que té per arrels les arrels n-éssimes
primitives de la unitat:

O, (z)= [ (=—¢o.
(21

Com que les arrels de ™ — 1 sén les arrels n-essimes de la unitat i tota arrel n-éssima és primitiva
d’ordre d per a algun d | n tenim que

(4.1) a" =1 =[] ®a(2).
d|n
Comparant graus, aixo ens déna la identitat
n= Z o(d).
d|n
La férmula (4.1) ens permet calcular alguns polinomis ciclotomics de manera recurrent. També,
per n = p primer obtenim que
P —1

P, = =P 4P a4 L
r—1

Ja hem vist que ®, pertany a Z[z] i és irreductible; ara veurem que el mateix és cert per a ®,, amb
n No necessariament primer.

Proposici6 4.13. ®,,(z) és monic, té coeficients enters i grau o(n).

Demostracio. Clarament és monic i té grau ¢(n). Per a veure que té coeficients enters, fem induccié
sobre n. El cas n =1 és clar. Suposem-ho cert, doncs, per a ®,, amb m < n. Per (4.1 tenim que

" —1=0y(x)- flz),
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on f(x) és un polinomi monic amb coeficients enters. Per tant,

" =1
D, (x) =
! f(@)
i per l'algoritme de divisié veiem que ®,,(x) també és monic i té coeficients enters. O

Proposici6 4.14. @, (x) és irreductible a Q[z]. En particular, [Q({,): Q] = ¢(n).

Demostracid. Pel Lema de Gauss n’hi ha prou veient que és irreductible a Z[z]. Si no ho fos, hi
hauria una factoritzaci6

B(x) = f(x)g(x) amb f(z),g(r) € Zla] monics,

i on podem suposar que f(x) és irreductible a Z[x] (i, per tant, a Q[z]). Sigui ¢ una arrel n-éssima
primitiva que sigui arrel de f, i sigui p un primer que no divideix n. Aleshores (P també és una arrel
n-essima primitiva i, per tant, és arrel de f(z) o de g(x). Veiem que no pot ser arrel de g(x). Si
ho fos, ¢ seria arrel de g(z?) i, per tant, f(x), que és el polinomi irreductible de ¢, dividiria g(z?).
Tindriem, doncs,

9(@") = f(z)h(z) a Z[z]
i reduint modul p:
g(a?) = f(x)h(z) a Fylz];

com que g(xP) = (g(z))? veiem que necessariament f i g tenen un factor en comi. Per tant,
®,,(z) = f(x)g(x) té una arrel miltiple a F, i, com que és un factor de ™ — 1, tenim que 2™ — 1
també té una arrel miltiple. Perd si p tn, 2™ — 1 és separable (ja que ged(nz" 1,2 —1) = 1) i
hem arribat, doncs, a una contradiccio.

Per tant, (P és una arrel de f(x). Com que aix0 val per a tota arrel ¢ de f, repetint el procés
amb (P per a altres primers veiem que ¢ és arrel de f(z) per a tot a coprimer amb n. Es a dir,

f(z) = @, (). O

Sabem que |Gal(Q(¢,)/Q)| = ¢(n). Tot o € Gal(Q(¢,)/Q) envia ¢, a una altra arrel n-éssima
primitiva de la unitat; és a dir, 0(¢,) = (2 amb 1 < a < n i (a,n) = 1. Com que hi ha ¢(n)
possibilitats per a a, totes aquestes aplicacions sén automorfismes de Q({,/Q) i, de fet, sén tots.
Podem dir encara més, i és que podem concretar quina és l'estructura d’aquest grup de Galois.

Proposicié 4.15. L’aplicacié

(Z/nZ)*  — Gal(Q(¢n)/Q)

a (modn) +— Ca,
on o, és automorfisme tal que 0,(¢,) = ¢%, és un isomorfisme de grups.

Demostracio. L’aplicacié és clarament injectiva i, com que la sortida i ’arribada tenen el mateix
cardinal. és també exhaustiva. Per a veure que és un morfisme de grups, cal comprovar que

Tabh = 040%, cosa que és immediata, ja que 0,04((n) = 04(C2) = ¢ O

Observacié 4.16. Una extensié de Galois K/F es diu abeliana si Gal(K/F) és un grup abelia.
Amb aquesta terminologia, Q({,)/Q és, doncs, una extensié abeliana.
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Hem vist que tot grup de la forma (Z/nZ)* és el grup de Galois d’una extensié K/Q. El mateix
és cert per a tot grup finit abelia: si G és un grup finit abelia, aleshores existeix una extensié de
Galois K/Q tal que Gal(K/Q) ~ GH No se sap si el resultat és cert per a un grup finit qualsevol.
Aquest és un problema obert i molt important, que s’anomena el Problema Invers de la teoria de
Galois[™]

Relacionat amb el resultat que el grup de Galois d’una extensi6 ciclotomica és abelia, també es
coneix el resultat segiient que déna una mena de reciproc.

Teorema 4.17 (Teorema de Kronecker—-Weber). Si K/Q és una extensié abeliana, aleshores K
esta contingut en un cos ciclotomic.

La demostracié d’aquest teorema s’escapa dels objectius del curs, pero el resultat és molt rellevant
ja que ddéna una descripcié completa de les extensions abelianes de Q; de fet, aquest resultat és el
punt de partida del que s’anomena Teoria de Cossos de Classes, que estudia extensions abelianes
de cossos F' amb [F': Q] < occ.

4.3. Problemes classics de construccions amb regle i compas. El llenguatge algebraic d’ex-
tensions de cossos que hem desenvolupat es pot aplicar per a resoldre alguns problemes classics de
construccions amb regle i compas plantejats pels grecs. Per exemple:

e Triseccié d’angles: Es possible trisecar un angle qualsevol només amb regle i compés
e Quadratura del cercle: Donat un cercle, és possible construir un quadrat que tingui la
mateixa area emprant només regle i compas?

Amb 'ajuda de la teoria d’extensions algebraiques veurem que la resposta a aquestes preguntes és
negativa. Primer formalitzarem la nocié de “construir amb regle i compas”.

Treballarem al pla R?. Habitualment partirem d’alguns objectes geomeétrics ja construits (per
exemple, dos punts), i a partir d’aqui en construirem de nous amb les construccions segiients, que
son les que es poden fer amb regle i compas:

a) Si dos punts estan construits, podem tragar la recta que els uneix. Aquesta recta la considerarem
construida.

b) Si dos punts estan construits, podem tragar el cercle amb centre un dels punts i que passa per
I’altre. Aquest cercle el considerarem construit.

¢) Els punts d’intersecci6 de rectes i cercles construits també els considerarem construits.

A partir d’aquestes construccions basiques, en podem fer d’altres:

1) Si P és un punt construit i L una recta construida, aleshores podem construir la recta que passa
per P i és perpendicular a L.
La construccié és diferent segons si el punt pertany a la recta o no. Si P & L, el procés és el
de la Figura[l} si P € L, és el de la Figura[2]
2) Si P és un punt construit i L una recta construida, aleshores podem construir la recta que passa
per P i és paral-lela a L. Aix0 és aplicar dos cops la construccié anterior.

12 5] motiu és que tot grup finit abelid és isomorf a un quocient d’un grup de la forma (Z/nZ)* per algun n; la
prova no és complicada, pero utilitza que per a tot n existeixen infinits primers p =1 (mod n), un cas particular del
Teorema de la Progressié Aritmeética de Dirichlet.

3nttps://en.wikipedia.org/wiki/Inverse_Galois_problem

14 Recordem que si que es poden bisecar angles amb regle i compas, amb un meétode senzill que aprenem a ’escola;
sembla una pregunta natural doncs si també es poden trisecar.
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F1cUurA 1. Recta perpendicular a L que passa per P quan P ¢ L. FEls nombres
indiquen l'odre amb que cal construir cada element.

BN
S0

Ficura 2. Recta perpendicular a L que passa per p quan P € L.

3) Donat P € L i dos punts A i B construits, podem construir un punt @ € L tal que d(P, Q)
d(A, B). Fem la paral-lela a L que passa per A, traslladem amb el compas la distancia d(A, B)
a aquesta paral-lela, i fent paral-leles la traslladem a L. Vegeu la Figura

Suposem a partir d’ara que comencem amb els punts (0,0) i (1,0). Es a dir, aquests sén els
punts que considerem inicialment construits. La nocié clau que ens permetra aplicar la teoria de
cossos a aquests problemes és la de nombre construible.
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FicuraA 3. Donat P € L i dos punts A i B construits, construccié de @ € L tal
que d(P,Q) = d(A, B).

Definici6 4.18. Un nombre real a diem que és construible si podem construir dos punts a distancia
lal.

Proposicié 4.19. Un punt P = (a,b) és construible si i només si ho sén les seves coordenades a i
b.

Demostracié. Unint (0,0) i (1,0) podem construir I'eix de les x, i prenent la perpendicular a aquest
eix que passa per (0,0) construim ’eix de les y. Ara prenem les paral-leles a cadascun dels eixos
que passen per P i aixo ens construira les projeccions de P als eixos, amb la qual cosa veiem que a
i b sén construibles. Si partim de dos punts a distancia a, per la construccié 3) podem construir el
punt (a,0), i partint de dos punts a distancia b podem construir (0,b). Prenent paral-leles als eixos
que passin per aquests punts i intersecant obtenim (a, b). O

La connexié amb la teoria de cossos ens la déna la proposicié segiient.
Proposicié 4.20. El conjunt de nombres reals construibles és un sucos de R.

Demostracid. Cal veure que si a i b sén construibles, aleshores també ho sén a+b, a—b, abia/b (si
b #0). La suma i la resta es construeixen facilment amb la construccié 3). Pel que fa la producte
1 quocient, es pot fer amb triangles semblants, com a les figures [4]1[5] O

Proposicié 4.21. Si a € R+q és construible, aleshores \/a també.

Demostracié. Construim un segment de longitud 1 4 a, i construim una circumferéncia que tingui
aquest segment per diametre. Dibuixem, aleshores, un triangle inscrit a la circumferencia com a la
Figura Sabem que I'angle que veu el diametre és un angle recte EL Si tracem la perpendicular
al diametre que passa per l’angle recte, dividim el triangle en dos triangles que sén semblants (cf.

Figura els dos triangles petits tenen un angle recte i un angle e). Per semblanca, § = % i veiem,
doncs, que h = \/a. O

15 Aixd és un teorema de geometria basica, una demostracié la veiem a la F' igura@ Com que el triangle esta inscrit
a la circumferéncia, els dos triangles sén isosceles (cadascun d’ells té dos costats iguals al radi de la circumferéncia).
Del fet que 2e 4+ 2h = 180, obtenim que e + h = 90.
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F1GURA 4. Per semblanca tenim que x = ab

FIGURA 5. Per semblanca tenim que x = a/b

FiGUra 6

Proposicié 4.22. Siguin aq,as,...,a, nombres construibles i sigui K = Q(a1,aq,...,a,). Ales-
hores K/Q és finita i [K: Q] és poténcia de 2. De manera més precisa, existeix una cadena de
subcossos
(42) Q:KogKlQ-nQKT:Ktalque[Ki+1:Ki]:2.
Reciprocament, donada una cadena de subcossos com (4.2]), tenim que tots els elements de K sén
construibles.
Demostracié. Els punts que construim els obtenim només de tres maneres possibles:

(1) Intersecant dues rectes on cadascuna d’elles passa per dos punts construits.
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h
e
a 1 a 1

FI1GURA 7. Construccié de /a

(2) Intersecant una recta que passa per dos punts construits amb una circumferéncia que té
centre un punt construit i passa per un punt construit.

(3) Intersecant dues circumferencies, on cadascuna d’elles té centre un punt construit i passa
per un punt construit.

Per a demostrar ’existencia d’una cadena com n’hi ha prou veient que en qualsevol d’aquests
tres procediments, si F' és un cos que conté els punts construits inicials, aleshores els nous punts
construits viuen en una extensié quadratica de F. Siguin, doncs, (x;,y;) amb j = 0,1,2,3 punts
construits amb x;,y; € F per a tot j.

(1) La recta per (zg,yo) i (z1,y1) té equacié
L: (z1 = 20)(y — yo) — (Y1 — yo)(z — o) = 0.
De manera analoga, la recta per (z2,y2) i (z3,y3) té equacié
L' (3 — x2)(y — y2) — (Y3 — y2)(x — z2) = 0.
Clarament el punt d’interseccié de L i L’ té coordenades a F' en aquest cas.
(2) La circumferéncia amb centre (x3,ys) i que passa per (z2,ys) té equacid
Ci(x—w3)’ + (y—y3)? = (w2 —23)” + (12 — y3)*.
Per a calcular L N C, aillem una de les variables en I'equacié de la recta i substituim a
I'equacié de la circumferencia. Aixo ddéna una equacié quadratica, que té solucions en
una extensié quadratica de F', 'obtinguda adjuntant I'arrel quadrada del discriminant de
I'equacié (si el discriminant és negatiu la recta i la circumferéncia no es tallen a R? i, per
tant, no obtenim punts).
(3) La circumferéncia amb centre (x1,¥1) i que passa per (xg,yo) té equacid

C': (x— 1) + (y—y1)* = (o — 1) + (yo — 11)*
Per a calcular C N C’, restem les dues equacions i obtenim:

— 23 — 2yys + o3 + Y3 + 2xwy + 2yy1 — 7 — YF

= (22— 23)” + (y2 — ¥3)° — (w0 — 21)* — (Yo — 11)°,
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que és una equacié lineal. Igual que en el cas anterior, aillant una de les variables i subs-
tituint a l'equacié de C, obtenim una equacié quadratica que té solucié en una extensio
quadratica de F.

Que en una cadena com (4.2) tots els elements de K sén construibles surt de la Proposicié i
la Proposicié [4.20 O

Ja tenim les eines necessaries per a resoldre els problemes que plantejavem a l’inici de la seccié.
Suposem que tenim dues rectes construides i que formen un angle 6. Es possible construir dues
rectes amb un angle #/37 La resposta és que, en general, no. Per comengar, fixem-nos que si un
angle 0 és construible, aleshores marcant els punts a distancia 1 del vertex i projectant sobre un
dels costats i sobre la recta perpendicular podem construir també cos6. I al revés, si cosf i sin6
sén construibles, aleshores 6 és construible.

Resulta que si prenem 6 = 60, aleshores 6 és construible (ja que cos = 1/2 i sinf = \/5/2),
perd cos /3 no és construible i, per tant, §/3 tampoc. Per a veure aix0, partim de la identitat
trigonomatrica Y|

cos 3o = 4 cos® a — 3 cos a,

i fent o = 6/3 = 20 veiem que

1

5= 4cos® a —3cosa.
Es a dir, que cos(6/3) és arrel del polinomi

1
3
4z° — 3z 5"
El polinomi 823 — 62 — 1 és primitiu i irreductible a Z[x] (no té cap arrel entera) i, per tant, és
irreductible a Q[z]. Aix{ doncs, [Q(cos(8/3)): Q] = 3, i per la Proposicié veiem que cos(6/3)
no és construible.

Pel que fa a 'altre problema, donat un cercle de radi 1, construir un quadrat amb la mateixa
area és equivalent a construir 7. Pero [Q(7): Q] = oo, ja que 7 és transcendent sobre Q i novament
per la Proposicié veiem que 7 no és construible.

Fixem-nos que per a la resolucié d’aquests problemes classics no hem utilitzat la teoria de Galois;
només propietats basiques d’extensions de cossos (essencialment la multiplicativitat dels graus en
torres d’extensions). Hi ha un altre problema relacionat que és: per a quins valors de n podem
construir un poligon regular de n-costats amb regle i compas? Aixo és equivalent a la construccié
de angle %’T, és a dir, equivalent a la construccié de ¢, = en Ara, construir ¢, és equivalent a
construir el doble de la seva part real, que és ¢, + (, = ¢, + (. Com que (, satisfa el polinomi

2 =2+ +1€ Q¢+ Y]

veiem que [Q(¢n): Q(¢n+¢; 1)) < 2. Aixi dones, si ¢, és construible necessariament [Q(,,): Q] = 2*
per a algun k > 0. Reciprocament, si [Q({,): Q] = 2¥ per a algun k > 0, com que Gal(Q(¢,)/Q)
és abelia, existeix una cadena de subgrups

1=Gy <Gy < <G, = Gal(Q(¢n)/Q)

16 Que surt del fet que cos3a + isin 3ac = eB3 = (¢i*)3 = (cos a + i sin &) 3.
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tals que [G;: Gi41] = 2. Pel Teorema Fonamental de la teoria de Galois, la cadena de subcossos de
Gal(Q(¢,)/Q) fixos pels subgrups G; és de la forma (4.2). Tenim, doncs, el resultat segiient, que
fou demostrat per primer cop per Gauss.

Proposicié 4.23. El poligon regular de n costats és construible amb regle i compas si i només si
¢(n) és poténcia de 2. Es a dir, si i només si n = 2"p1ps...ps per alguns r,s > 0, on el p; sén
primers senars diferents i tals que p; — 1 és potencia de 2.

Els primers senars tals que p — 1 és potencia de 2 s’anomenen primers de Fermat. Els tinics que
es coneixen soén 3,5,17,257 i 65537. No se sap si n’hi ha més.

4.4. El teorema fonamental de 1’algebra. Tot i que hi ha moltes demostracions diferents del
Teorema Fonamental de I’Algebra, no se’n coneix cap que utilitzi inicament arguments algebraics
sind que es necessita algun resultat de caire analitic o topologic. La demostracié que presentem,
basada en 'existéncia de cossos de descomposicié de polimomis i en el Teorema Fonamental de la
teoria de Galois, és d’Emil Artin i utilitza els resultats segiients de caire analitic.

Lema 4.24. R no té extensions algebraiques de grau senar no trivials.

Demostracid. Aixo és perque tot polinomi f € R[x] de grau senar té alguna arrel real (pel Teorema
de Bolzano aplicat a la funci6 continua donada per f). O

Lema 4.25. C no té extensions quadratiques.

Demostracid. Aixo és perque tot z € C té arrel quadrada a C. En efecte, si pensem z en polars,
z = re'?, aleshores \/?e“’/ 2 és una arrel quadrada. O

També utilitzarem la propietat segiient dels grups finits. La seva demostracié s’ha vist a Estruc-
tures Algebraiques, com a part dels teoremes de Sylow.

Proposicié 4.26. Si G és un grup finit i p un primer amb p* | |G|, aleshores existeix un sugrup
H < G de cardinal p°.

Teorema 4.27 (Fonamental de I’Algebra). C és algebraicament tancat.

Demostracié. Cal veure que tot polinomi f € C[z] descompon completament a C. Denotem per f
el polinomi obtingut a partir de f conjugant els coeficients. Fixem-nos que g := f - f té coeficients
que s6n fixos per la conjugacié complexa i, per tant, g € R[z]. Si a és arrel de g, aleshores a 0 &
és arrel de f. N’hi ha prou, dones, amb demostrar que tot polinomi g € R[z] no constant té alguna
arrel a C.

Sigui, doncs, g € R[x] de grau n > 1 i sigui K un cos de descomposicié de g sobre R. Aleshores,
K (i) és una extensié de Galois de R. Posem G = Gal(K(7)/R) i escrivim el cardinal de G com
|G| = 2" - m amb m senar. Fixem-nos que r > 1, ja que R C C C K (i) i, per tant, [C: R] | |G].

Sigui G5 un 2-Sylow de G (és a dir, un subgrup de G amb |Gs| = 27). Sigui Ko = K(i)%?, de
manera que Gal(K(i)/K3) ~ G5. Com que [Ky: R] = m és senar, tenim que Ky = R pel primer
lema. Aix{ doncs veiem que Gal(K(i)/R)| = 2" i, per tant, | Gal(K(i)/C)| = 2"t Sir > 1,
aleshores tindrfem que 2772 | |G| i, per tant, existiria un subgrup H < G amb |H| = 2"72; el cos
fix K (i) tindria grau 2 sobre C, cosa que hem vist que no pot passar. Per tant, 7 = 1, d’on veiem
que K (i) = C i, en particular, K C C. Aix0 prova que totes les arrels de g viuen a C, com voliem
veure. (]
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5. RESOLUBILITAT PER RADICALS DE LES EQUACIONS ALGEBRAIQUES

En tot aquest capitol assumirem, per simplicitat, que tots els cossos involucrats sén de carac-
teristica 0. En particular, totes les extensions sén separables.

5.1. Polinomis resolubles, extensions radicals i Teorema de Galois. L’objectiu és donar
una caracteritzacié dels polinomis f(z) € F|x] per als quals les arrels es poden expressar en termes
dels coeficients mitjancant les operacions de cos i 'operacié d’extreure arrels. Primer cal formalitzar
aquesta nocié en el llenguatge de cossos.

Definicié 5.1. Una extensié K/F és radical si existeix una cadena de subsossos
F=KyCK,C---CK,_1CK, =K
amﬂ K1 = K;(v/a;) per a certs a; € K; i certs n; > 1.

Definicié 5.2. Un element « algebraic sobre F' es pot expressar per radicals si pertany a alguna
extensi6 radical K de F.

Aquesta definicié formalitza el concepte que un nombre es pugui escriure a partir d’elements del
cos base, fent operacions aritmetiques (suma, resta, producte i divisid) i extraccié d’arrels. Per

exemple, @ = /2 + /3 4+ /=5 es pot expressar per radicals en el sentit de la definicid, ja que viu
al cos K amb una cadena de subcossos segiient:

@c@(e/T5>=K1CK1(¢§):KQCK2<52+¢§>:K.

Definicié 5.3. Diem que un polinomi f € F[x] és resoluble per radicals si totes les seves arrels es
poden expressar per radicals.

Per tant, un polinomi f € F[z] és resoluble per radicals si i només si cadascuna de les seves
arrels pertany a alguna extensié radical.

Remarca 5.4. Aqui cal anar amb compte, perque es podria pensar que f és resoluble per radicals
si i nomsés si el cos F(a) generat per cadascuna de les seves arrels és radical sobre F. Pero aix0o no
és cert: pot passar que F'(«) no sigui radical i que estigui contingut en un cos L que si que sigui
radical. Per exemple, el polinomi f(z) = z3 — 32 + 1 és irreductible; si denotem per a una arrel
de f tenim que [Q(«): Q] = 3, i resulta que Q(«) és el cos de descomposicié de f ja que es pot
comporovar que

2 —3r+1=(r—a)(r—(a®—2))(z—(2—a—a?)).

Com que Q(«) no té cap subcos no trivial, inica manera que podria ser radical és que Q(«) =
Q({/a) per a algun n > 2 i algun a € Q. Pero si aixd fos cert, tindriem que Q(¢,) € Q(«) i mirant
graus aixo només és possible per a n = 2, cosa que no pot ser perqué Q(«)/Q no és quadratica. En
canvi, f és resoluble per radicals (sabem que tot polinomi de grau 3 ho és) i, per tant, Q(«) esta
contingut en una extensié radical.

La caracteritzacié de quan un polinomi és resoluble per radicals sera en termes del grup de Galois
d’un cos de descomposicié del polinomi. A aquest grup de Galois se 'anomena el grup de Galois
del polinomi.

17 Recordem que K1 = K;( ™/a;) és una notacié per denotar que K;+1 = K;(a) amb a una arrel del polinomi
™ — a;.



APUNTS D’EQUACIONS ALGEBRAIQUES 43

Definicié 5.5. Sigui f € F[z] i sigui K un cos de descomposicié de f. El grup de Galois de f és
el grup de Galois de extensié K/F.

Observacié 5.6. Fixem-nos que K/F és una extensié de Galois: és normal per ser el cos de
descomposicié d’un polinomi, i és separable perque estem assumint que F és perfecte.

Teorema 5.7 (Teorema de Galois). El polinomi f(z) és resoluble per radicals si i només si el seu
grup de Galois és resoluble.

Recordem que un grup G és resoluble si existeix una cadena se subgrups, cadascun normal en
I’anterior

(5.1) 194Gy 4G149---14G,1 4G, =G

tal que G,;11/G; és abelia. Si G és finit, una definicié equivalent de resoluble és que existeixi una
cadena tal que cada quocient G;1/G; sigui cicliﬂ Per aix0, i de cara a fer la demostracio
del Teorema (que farem a la Seccié , primer haurem d’estudiar a la Seccid les extensions
amb grup de Galois ciclic.

Abans, pero, veurem algunes aplicacions del Teorema Recordem alguns exemples de grups
resolubles i grups no resolubles:

e Tot grup abelia és resoluble.
e El grup diedral Do, és resoluble.
e S3 iS4 sén resolubles, mentre que S,, i A,, per n > 5 no sén resolubles.

En particular, si un polinomi té grup de Galois isomorf a S,, amb n > 5, aleshores no és resoluble.
Tot seguit, veurem que el grup de Galois d’un polinomi de grau n és un subgrup de S,,.

5.2. Grup de Galois com a subgrups del grup simeétric. Si K/F és una extensié de Galois
finita, aleshores K = F(aq,...,ay), on els a; soén les arrels d’un polinomi separable f € F|x].
Fixem-nos que tot o € Gal(K/F) envia arrels de f a arrels de f. Es a dir, cada o € Gal(K/F)
doéna lloc a una permutacié dels «;, i o esta completament determinat per la seva accié en els «;.
Aix0 déna un morfisme injectiu de grups

Gal(K/F) < S,

que ens permet identificar Gal(K/F) com un subgrup del grup simétric S,. Aquesta identificacié
depen dels «; escollits i de la seva ordenacio.

Un subgrup G de S,, es diu transitiu si per a tot i # j en {1,2,...,n} existeix un element de G
que envia ¢ a j. Si el polinomi f és irreductible, sempre existeix o € Gal(K/F') tal que o(o;) = o
i, per tant, Gal(K/F) vist com a subgrup de S,, és transitiu.

5.3. El polinomi general de grau n. Siguin z1,xs,...,z, indeterminades, i considerem el cos
de funcions racionals F(z1,...,Zy).

Definicié 5.8. El polinomi general de grau n és el polinomi
(x—z)(z—a9) - (x — ) € F(x1,...,2,)[2]

Es a dir, és el polinomi monic que té per arrels zy,...,T,.

18 Aixd és perque tot grup abelia finit és isomorf a un producte de grups ciclics i, per tant, podem refinar la
cadena amb quocients abelians a una cadena amb quocients ciclics.
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Sabem que aquest polinomi és igual a
(5.2) 2" — 512" spx™ T2 4 (1),
on els s; sén els polinomis simetrics elementals:
S; = E Ljy oo Ly, e
1< < <ji<n

Fixem-nos que tenim una inclusié de cossos F'(s1,...,S,) C F(x1,...,Z,), i que de fet 'extensié
F(z1,...,2)/F(s1,...,8,) és de Galois, ja que F(x1,...,2,) és el cos de descomposicié del po-
linomi (5.2). Tot ¢ € S,, déna lloc a un automorfisme de F(z1,...,z,) (Paccié és permutant les
variables), i F'(s1,...,$,) és fix per aquesta accié. Tenim, doncs, un morfisme injectiu

Sp = Gal(F(z1,...,2,)/F(s1,...,8,)).
D’aqui veiem que, en particular,

[F(x1,...,20): F(s1,...,80)] > nl.

D’altra banda, per I’Observacié [1.58] sabem que

[F(:Cla"'vxn): F(Sla'“»snﬂ <TL!,

d’on veiem que el grau de fet és n! i, per tant,
Gal(F(z1,...,2n)/F(s1,...,5n)) =~ Sp.

En particular, d’aqui deduim que F(z1,...,2,)5" = F(s1,...,5,). Es a dir, tota funcié racional
simetrica és una funcié racional en els simetrics elementals. De fet, a la classe de problemes hem
vist una propietat més forta: tot polinomi simetric és un polinomi en els simetrics elementals. No
només aixo, sindé que també hem vist que els polinomis simetrics sén algebraicament independents,
és a dir, no hi ha cap combinacié polinomica en els s; que s’anul-li. Es a dir, el cos F(s1,...,5n)
és isomorf al cos de funcions racionals en n variables. Per tant, podem partir d’indeterminades
S1,...,8p 1 considerar el polinomi general

2 — sz b s (=1)"sp.

Si anomenem x1,...,x, les arrels d’aquest polinomi (en un cos de descomposicié), sabem que
) ) )

justament els s; sén els polinomis simetrics elementals en els x;, amb la qual cosa hem demostrat

el resultat segiient.

Proposicié 5.9. Siguin s1,...,s, indeterminades. FEl polinomi general de grau n sobre el cos
F(Sl,...,sn)

" — 512" s T2 4 4 (= 1) s,
té grup de Galois isomorf a S,,.

Les férmules per a les solucions generals de les equacions de graus 2, 3 i 4 sén expressions per
radicals de les arrels dels polinomis generals en termes dels coeficients. Com a corol-lari de la
Proposicié del Teorema [5.7]i del fet que S, no és resoluble per n > 5, obtenim que tal férmula
no existeix per a graus > 5.

Proposicié 5.10. Si n > 5, ’equacié general de grau n no és resoluble per radicals.
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5.4. Polinomis no resolubles per radicals. Que I’equaci6 general de grau n > 5 no sigui resolu-
ble per radicals no vol dir que no existeixin polinomis f € F[z] de grau > 5 tals que les seves arrels
es puguin expressar per radicals. Per exemple, les arrels de 2" — a clarament es poden expressar
per radicals. El Teorema [5.7] ens déna un criteri per decidir quan aixd és possible i quan no. El
resultat segiient ens mostra que hi ha polinomis amb grup de Galois no resoluble, i aquests no sén
resolubles per radicals.

Proposicié 5.11. Sigui f(x) € Q[z] un polinomi irreductible amb tres arrels reals i dues arrels
complexes no reals. El grup de Galois de f és Ss.

Demostracio. Posem K = Q(ay, ag, oz, aq,as5) C C el cos de descomposicié de f, amb aq, ag, a3 €
Riay,a5 € C\R. Sabem que Gal(K/Q) és un subgrup de S5 de cardinal divisible per 5. En
particular, existeix algun element de Gal(K/Q) d’ordre 5 que, de fet, és un cicle de longitud 5. Sigui
7 € Aut(C/Q) la conjugacié complexa. La restriccié 75 de 7 a K és un element de Gal(K/Q) que
fixa aq, a9, a3 1 intercanvia ay i as. Per tant, és una transposicié. El subgrup generat per un cicle
de longitud 5 i una transposici6 és tot Sk O

Proposicié 5.12. El polinomi f(z) = x° — 162 + 2 té grup de Galois Ss.

Demostracio. El polinomi és irreductible perque és 2-Eisenstein. Té almenys una arrel positiva
(f(0) =21 f(1) = —13). Per la regla dels signes de Descartes té, doncs, dues arrels positives i una
de negativa.

Alternativament, f’ només té dues arrels reals: %, i f(2725) >01 f(%) <0. O

5.5. Extensions cicliques.
Definicié 5.13. Una extensié K/F és ciclica si és de Galois i el seu grup de Galois és ciclic.

En aquesta seccié n denota un nombre natural tal que char(F) t n (en particular, n pot ser
qualsevol si F' és de caracteristica 0). Denotem per p,, el conjunt de les arrels n-éssimes de la unitat
(és a dir, les arrels de 2™ — 1) en una clausura algebraica F' de F. Com que p, és un subgrup

. =X - L , .
finit de F'", és ciclic; als seus generadors els anomenem arrels n-éssimes primitives de la unitat. Si
a € F*, denotem per {/a una arrel qualsevol del polinomi z™ — a.

Proposicié 5.14. Si F conté les arrels n-éssimes de la unitat, aleshores F'({/a)/F és ciclica de
grau dividint n.

Demostracio. Com que n és coprimer amb la caracteristica de F', el polinomi 2™ —1 és separable i hi
ha n-arrels de la unitat. Sigui (,, una arrel n-éssima primitiva de la unitat. Aleshores, els elements
C,’j Yaamb k =0,1,...,n—1s6én n arrels diferents de 2™ — a i, per tant, sén totes. Aixd prova que
F(/a) conté totes les arrels de 2™ — a i, per tant, és de Galois sobre F.

Si o € Gal(F(3/a)/F), aleshores o({/a) = (¥ {/a per a algun k, € Z, ben determinat modul n.

Tenim, doncs, una aplicacié

Gal(F({/a)/F) — Z/nZ

o — k.
19gy efecte, reetiquetant podem suposar que o = (1 2 3 4 5). Tornant a reetiquetar si cal, també podem
suposar que 7 = (1 4). Canviant ¢ per o?~! i reetiquetant, podem suposar que 7 = (1 2). Ara o7~ ! = (2 3),

0?1072 = (3 4), 031073 = (4 5). Es facil veure que ara podem construir totes les transposicions que falten, per

exemple: (2 3)(1 2)(2 3) = (1 3), i de manera semblant amb la resta. Com que les transposicions generen el grup
simetric, aixd ens déna el resultat.
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Com que

o7(¥/a) = o(Cy V/a) = (iro(Va) = G ¢y Va = (o ¥a,
laplicaci6é o — k, és un morfisme de grups; com que clarament és injectiu, realitza Gal(F(¥/a)/F)
com un subgrup de Z/nZ. O

Veurem que el reciproc d’aquesta proposicié també és cert. Per a fer-ho, necessitem provar abans
un parell de resultats que sén importants també en si mateixos (per exemple, el resultat segiient té
un paper important en algunes demostracions de la correspondéncia de Galois diferents de la que
hem vist aquf).

Teorema 5.15 (Independéncia lineal de caracters). Sigui G un grup i siguin x1,...,xXn: G — F*
morfismes de grupﬂ Si els x; sén diferents entre ells, aleshores sén F-linealment independents.
Demostracio. Volem veure que si ag,...,a, € F sén tals que

(5.3) a1xi(g) + -+ anXxn(9) =0 peratot g € G,

aleshores a; = 0 per a tot ¢. Farem induccié sobre n. El cas n = 1 és evident; suposem-ho cert per
a tot conjunt de n — 1 caracters i suposem que tenim ([5.3)). Com que x1 # X, existeix ¢’ € G tal
que x1(9") # xn(g'). Escrivint (5.3) per gg’ i utilitzant que x;(g99") = xi(9)xi(g’) tenim

(5.4) a1x1(9)x1(g") + -+ anxn(g)xn(g) =0 peratot g€ G.
Ara multipliquem (5.3)) per x,(¢'):
(5.5) a1x1(9)xn(g") + -+ + anxn(g)xn(g’) =0 per atot g € G.

Restant (5.4) i (5.5) tenim que
(5.6) ai(x1(g9") = xn(g))x1(9) + -+ an—1(xn-1(9") = Xn(g'))Xn-1(9) =0 per a tot g € G.

Aix0 és una relacié de dependéncia lineal de x1,...,Xxn—1 1, per induccid, tots els coeficients han
de ser 0. En particular, a1(x1(¢") — xn(¢’)) = 0 i, com que x1(¢') # xn(¢’), tenim que a; = 0. La
relacio amb «; = 0 és una relacié de dependencia lineal que involucra n — 1 caracters i, per
tant, ap = -+ = a,, = 0. O

Definicié 5.16. Si K/F és una extensié de Galois, definim la norma d’un element o € K com a

Nk, r(a) = H o(a).

o€Gal(K/F)
Proposici6 5.17. Nk, r(a) pertany a I i I'aplicacié Ng/p: K* — F* és un morfisme de grups.

Demostracid. La primera afirmacié és perqué o (Ng/r(a)) = Ng/p(a) per a tot o € Gal(K/F), la
segona surt directa de la definicié de norma. O

Teorema 5.18 (Teorema 90 de Hilbert). Sigui K/F una extensié ciclica amb Gal(K/F) = (o).
Un element o € K* té norma 1 si, i només si, existeix § € K* tal que a = /o (f).

Demostracid. BEs facil veure que si o = 8/0(3), aleshores Ng/p(a) = 1. Sigui ara a € K de norma
1, és a dir, tal que

(5.7) a-o(a)-d*(a)---0" Ha) =1,

20 Els morfismes d’un grup en el grup multiplicatiu d’un cos s’anomenen cardacters del grup.
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on n és l'ordre de o. Pensem els o' com a caracters K* — K*; com que sén diferents, sén
linealment independents sobre K. Per tant, la combinacié lineal

x=id+a-c+a-o(@)-c*+---F+a-ola) o*(a) --c"*(a) o"!
és una aplicacié x: K — K no nul-la. Sigui v € K tal que § = x(vy) # 0. Tenim, doncs, que
B=q+a-o(y)+a- o) o)+ +a-o(a) o*(a) 0" () d" (7).
Utilitzant es comprova que « - o(f) = 3, de manera que « = §/c(8) com voliem provar. [
Corol-lari 5.19. Si K/F és ciclica de grau n i p, C F aleshores K = F({/a) per a algun a € F.

Demostracié. Sigui o un generador del grup de Galois, i sigui (,, € F' una arrel n-éssima primitiva
de la unitat. Com que ¢, té norma 1, pel Teorema 90 tenim que existeix f € K amb (, = §/0(8).
Com que

n n
o(pr)  o(B)"
veiem que " € K{%) = F. Posem a = " € F, de manera que {/a = 8. Com que o(8) = 8¢, io
fixa (,, veiem que

ACOERTow
Per tant, {/a no pertany al cos fix per cap subgrup del Gal(K/F) aixi que no pertany a cap
subextensié propia de K/F, amb la qual cosa K = F({/a). O

5.6. Extensions radicals.
Lema 5.20. La composicié d’extensions radicals és radical.
Demostracid. Suposem que K/F i K'/F sén radicals. Si
F=KyCK1C--CK, 1CK, =K
és una torre d’extensions radicals simples per K
K =KKyCK'K,C---CK'K,_ 1CK'K,=KK

és una torre d’extensions radicals simples per K'K/K’. Ajuntant-la amb una torre d’extensions
radicals simples per K'/K obtenim el resultat. O

5.7. Demostracié del Teorema Posem K el cos de descomposici6 de f. Siguin ag,...,a,
les arrels de f en K, de manera que K = F(ay,...,ay).

Suposem, en primer lloc, que f(z) és resoluble per radicals. Com que K és la composicié dels
cossos F'(a;) i cada F(al) esta contingut en una extensio radical, pel Lemma [5.20) - tenim que K
estd contingut en un cos L tal que L/ F és radical. Sigui L la clausura normal de L sobre F, de
manera que L/F és Galois. Tenim que L és la composicié dels cossos o(L L) amb o € Gal(L/F), i és
facil veure que si L/ F és radical, aleshores o(L)/F també és radical (si L;11 = L;( /a;), aleshores
o(Liv1) = o(L;)(%/o(a;))). Com que la composicié d’extensions radicals és radical, veiem que
L/F és radical. Es a dir, que existeix

(5.8) F=LCL C---CL_CL =L
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amb L; 11 = L;( ”\i/aﬁ) per a certs a; € L; i certs n; > 1. Posem m = ng - nq---n,_1 i considerem
L(¢m)/F(Cm), que també és de Galois. Fixem-nos que adjuntant ¢, als subcossos de (5.8]) obtenim:
F(Cm) = LO(Cm) C Ll(Cm) c...C erl(Cm) C Lr(Cm) = L(Cm)
Per la Proposicié cada extensié Li11(Gn)/Li(Cm) és ciclica de grau dividint n;. Posem G; =
Gal(L(¢n)/Li(¢m)), de manera que tenim
{1} =G, <Gy <+ < G2 £ G1 < Go = Gal(L(Gn) /F(Gm))
Fixem-nos que tenim una aplicacié exhaustiva
Gi = Gal(L(¢m)/Li(Gm))  — Gal(Liy1(Gm)/Li(Cm))

g — UlLi+1(Cm)
amb nucli G;41. Aixidoncs, G;/Giy1 ~ Gal(L;+1(¢m)/Li(¢m)), que és ciclic i, per tant, Gal(L(¢)/F (Cn))
és resoluble. La restriccié d’automorfismes déna lloc a un morfisme de grups exhaustiu

Gal(L(¢m)/F) — Gal(F(¢n)/F)

amb nucli Gal(L((,,)/F((m)). Acabem de veure que Gal(L((p,)/F(¢m)) és resoluble, i Gal(F((y,)/F)
és abelia (hi ha un morfisme de grups injectiu Gal(F(¢,)/F) — (Z/mZ)* donat per o — oy, on
k és tal que o(Cn) = ¢¥), i, per tant, també resoluble. Sabem de teoria de grups que si N < G,
aleshores G és resoluble si i només si N i G/N ho s6n, d’on deduim que Gal(L((,)/F) és resoluble.
Finalment, tenim un morfisme exhaustiu

Gal(L(¢m)/F) — Gal(K/F),

que mostra que Gal(K/F) és un quocient d’un grup resoluble. Novament, sabem de teoria de grups
que els quocients de grups resolubles sén resolubles, amb la qual cosa Gal(K/F') és resoluble.
Suposem ara que Go = Gal(K/F') és resoluble. Per tant, existeix una cadena de subgrups

{1} =G, <G_1 < <Gy <Gy <Gy =Gal(K/F)

amb G;/G; 1 ciclic. Posant K; = K Gi tenim una torre de subcossos
(5.9) F=K¢CK/ C---CK, 1CK, =K,
on K;/K; 1 és ciclica d’ordre n;. Sigui F’ el cos obtingut adjuntant totes les arrels de la unitat
d’ordre n;, i considerem
(5.10) FCF =FKyCFK, C---CFK, 1 CFK,=FK.
La restriccié dona lloc a un morfisme de grups

Gal(F'K;11/F'K;) — Gal(Ki1/K;)
que és injectiu (si o és del nucli aleshores fixa F' i K;;1; per tant fixa F'K;11). Aix{ doncs,
Gal(F'K;+1/F'K;) és ciclic d’ordre dividint n; i pel Corol-lari és radical simple. Com que

F'/F també és radical tenim que F'K/F és radical. Com que totes les arrels de f viuen a F'K, f
és resoluble per radicals.
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APENDIX A. REPAS DE LA TEORIA D’ANELLS

Tot seguit recordem breument algunes definicions i resultats que s’utilitzen al llarg del text. Tot
aixo es veu a Estructures Algebraiques, o sigui que aqui ens limitem a presentar els resultats de
manera molt concisa i ometem les demostracions.

Definicié A.1. Un anell és un conjunt R amb dues operacions + i - (suma i producte) tals que:

e (R,+) és un grup commutatiu (en particular, té un element neutre Og),
e El producte - és associatiu, commutatiu i té element neutre 1y,
e Es compleix la propietat distributiva: a-(b+c¢) =a-b+a-c per a tot a,b,c € R.

Observacié A.2. Hi ha textos on a la definicié d’anell no es demana que el producte sigui com-
mutatiu ni que sigui unitari (és a dir, que tingui neutre pel producte). Com que els anells que
ens trobem en aquest curs sempre sén commutatius i unitaris, adoptem la terminologia que inclou
aquests axiomes en la definicié. Un abts de notacié habitual és ometre el producte; aixi doncs,
escrivim ab en comptes de a-b. També escriurem 1 i 0 per denotar els elements neutres pel producte
i la suma quan l'anell a qué pertanyen sigui clar pel context.

Un element r € R és una unitat (o un invertible) si té invers pel producte. El conjunt R* de les
unitats de R és un grup amb el producte. Un cos és un anell on tot element no nul és invertible i

1#0.
Dos exemples importants d’anells a tenir presents sén 1’anell dels nombres enters Z i anell F[x]
de polinomis en una variable i coeficients en un cos F' (per exemple, Q[z]).

Definicié A.3. Un morfisme (o homomorfisme) d’anells és una aplicacié ¢: R — S tal que

o ¢(a+b) = ¢(a)+ ¢(b) per a tot a,b € R,

e &(ab) = ¢(a)¢p(b) per a tot a,b € R,

o p(1)=1.

El nucli de ¢ és
ker(¢) := {r € R: ¢(r) = 0},
ila imatge de ¢ és
im(¢) := {¢(r): r € R}.

El morfisme ¢ és injectiu si i només si ker(¢p) = 0. Si ¢ és bijectiu, aleshores 'aplicacié inversa
¢~ 1: 8 — R és també un morfisme d’anells; en aquest cas diem que ¢ és un isomorfisme. Dos anells

R 1S es diu que son isomorfs, denotat R ~ S, si existeix algun isomorfisme entre ells.
Un ideal de R és un subconjunt I C R tal que:

e [ és un grup amb la suma.
e Siielir e R, aleshores ri € I.

En particular, {0} i R sempre s6n ideals de R, i I = R si i només si I conté alguna unitat. El nucli
d’un morfisme d’anells és un ideal (de ’anell de sortida). La imatge d’un morfisme d’anells és un
subanell (de 'anell d’arribada).

Si r € R, denotem per r + I la classe

r+I:={r+i:iel},
i denotem per R/I el conjunt de classes:

R/I:={r+1:r€R}.
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Al conjunt R/I se Panomena el conjunt quocient de R per I. Dues classes r + I i 1’ 4+ I sén iguals
siinomés si r —r’ € I. El conjunt quocient es pot dotar d’estructura d’anell amb les operacions
de classes

r+D)+ @' +1):=r+7"+1,
(r+ D" +1):=rr"+1.

Es facil comprovar que aquestes operacions no depenen dels representants r i ' i que R/I satisfa
els axiomes d’anell amb aquestes operacions. Per tant, parlem de I’anell quocient R/I. Una notacié
alternativa per a la classe r + I és 7, quan I ja se sobreentén pel context. L’aplicacié

m: R— R/I
que a cada element r li fa correspondre la seva classe 7 és un morfisme d’anells exhaustiu amb nucli
1.

Si ¢: R — S és un morfismes d’anells i J és un ideal de S, aleshores ¢~1(J) ('antiimatge de J
per ¢) és un ideal de R. En particular, ker(¢) és un ideal de R, ja que ker(¢) = ¢~({0}). També
com a cas particular, si I és un ideal de R i considerem el morfisme de pas al quocient 7: R — R/I,
per a tot ideal J de R/I tenim que 7~ *(J) és un ideal de R que conté I. Aixd estableix una bijecci6
entre els ideals de R/I i els ideals de R que contenen I.

Tot morfisme d’anells ¢: R — S indueix un morfisme d’anells

¢: R/ker¢p — S

donat per ¢(7) = ¢(r), que és un isomorfisme amb la imatge. Tenim, doncs, que
R/ ker ¢ ~ im(¢).

Un ideal I # R és primer si té la propietat que sempre que ab € I, aleshoresa € T o b€ I. Un
ideal I és maximal si I # R i I no esta contingut en cap altre ideal propi de R (és a dir, si J és un
ideal i I C J, aleshores J =1 o J = R). Per a tot ideal propi I de R, existeix algun ideal maximal
M de R tal que I C M. La demostracié d’aquesta darrera propietat utilitza el Lema de Zorrﬂ
que és equivalent a I’Axioma de I'Eleccié.

Si a € R, 'ideal principal generat per a és

(a) :=aR = {ar:r € R}.
Més en general, I'ideal generat per una col-leccié d’elements ay,...,a, € R és
(at,...,apn) :={ria1 + - +rpan: ri,...,7 € R}.

Un element p € R és primer si I'ideal principal (p) és primer i diferent de (0). Equivalentment, p
és primer si no és 0 ni una unitat, i satisfa que sempre que p divideix un producte ab, aleshores
necessariament divideix a o b.

Un anell R és un domini d’integritat (o simplement domini) si és no nul i no té divisors de zero
no nuls, és a dir, si sempre que ab =0 es té que a = 0 0 b = 0. Exemples de dominis sén Z, F[z] o
qualsevol cos. Un ideal I de R és primer si i només si R/I és un domini, i és maximal si i només si
R/I és un cos. En particular, tot ideal maximal és primer (pero el reciproc no és cert en general).

211 ema de Zorn: Sigui S un conjunt parcialment ordenat tal que tota cadena (és a dir, tot subconjunt totalment
ordenat) C' de S té una fita superior en S (és a dir, un element f € S tal que ¢ < f per a tot ¢ € C). Aleshores S
conté almenys un element maximal m (és a dir, m té la propietat que no existeix cap element s € S amb s # m i
m < s).
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Un domini R és un domini d’ideals principals (DIP) si tot ideal de R és principal. En un DIP
tot ideal primer no nul és maximal.

En un domini d’integritat, diem que un element no nul r € R és irreductible si no és una unitat
i sempre que es pugui escriure com a producte de dos elements r = st, aleshores s o t son unitats
de R. Tot element primer és irreductible (perd el reciproc no és cert en general).

Sir = utiwu és una unitat, diem que r i ¢t s6n associats. Diem que un domini R és un domini de
factoritzaci6 inica (DFU) si tot element no nul de R es pot escriure com a producte d’irreductibles
i aquesta expressié és unica llevat de I'ordre i d’associats. En un DFU, tot element irreductible és
primer. Si R és un DFU, aleshores R[x], ’anell de polinomis en una variable i coeficients en R,
també és un DFU. Inductivament, R[z1,...,z,] també és un DFU.

Un domini R és Fuclidia si existeix una funcié norma N: R — N tal que per a tots a,b € R amb
b # 0 existeixen ¢,r € Rtalsque a =bg+rir =00 N(r) < N(b). Tot domini Euclidi és un DIP,
i tot DIP és un DFU.

Tenim que Z és un domini Euclidia (la norma és el valor absolut) i F[x] amb F un cos també és
un domini Euclidia (la norma és el grau). El cas que en interessa més és el cas de F[z]. Tot ideal
de F'[z] és principal. Els ideals primers de F[z] sén el (0) i els ideals de la forma (f) amb f un
polinomi irreductible. Els ideals maximals sén els de la forma (f) amb f un polinomi irreductible.
Aix{ dones, si f és irreductible, el quocient F[z]/(f) és un cos.
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