Algebra lineal Exercicis Curs 2024-2025

1. Espais vectorials

Exercici 1. Determineu quins dels conjunts segiients sén subespais vectorials de R™.
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=R"\{(2,...,2)},n > 1.
I:{(il}l,...,.fl'n)ERn: x1++xn20}7n21

=R\ {(z1,...,2,) €ER*: 21 4+---+2, =0}, n> 1.

={(x1,...,zp) €ER": &y + - +2, =1}, n>1
={(x1,...,2,) €R": 21+ 3z, =0},n > 1L
={(z1,...,2,) ER": - 29 =1}, n > 2.
={(z1,...,2,) ER": my -2y # 1}, n > 2.
={(z1,...,2,) ER™: 20y + 29 = \V22,}, n > 2.

{
{

={(z1,...,2,) ER": 29 + 23 =121}, n > 3.
{

={(z1,...,2,) ER": zy + 23+ 23 =0}, n > 3.

Exercici 2. Determineu quins dels conjunts segiients sén subespais vectorials de R[z].

(a) Fu
(b) F

= {p(r) € R[z]; p(3) = 0}.

= {p(z) € R[z]; p'(3) = 0}, on p/(z) indica el polinomi derivat del polinomi p(x).

= {p(z) € R[z]; /01 p(x)dz < 100}.

= {p(z) € R[z]; gr(p(z)) és parell}.
p(z) € Rlz]; gr(p(z)) > 4}.
) € Rlz]; gr(p(z)) < 23}

= {p(z?); p(z) € Rlz]}.

Exercici 3. Per a m, n > 1, determineu quins dels conjunts segilients sén subespais
vectorials de E' := M(m,n,R) amb lestructura usual d’aquest conjunt de matrius (m

files, n
(a) F,
(b) Fy
(c) I,

columnes i coeficients en R) com a R-espai vectorial.
= {A = [aiyj] SO ay = 0}
={A=Jaij] € E: a1+ a1 =0}

={A=a;j] € E: tr(A) = 0}, on tr(A) denota la suma dels elements situats a

les posicions (i,j) amb i = j. (Noteu que si n = m, aixo és la traga de la matriu A.)

(d) Fa

= {A = [am-] ckb: ;5 = 2m, VZ,]}
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(e) F..={Ae E: A= A"}, on A" indica la matriu transposada de la matriu A.

(f) Fr:={AeE: A=—-A"}.

Exercici 4. Denotem per F(X,R) el conjunt de totes les aplicacions de X en R (de
vegades també se’l denota com RX). Per a f, g € F(X,R) i\ € R, es defineixen la suma
de fig, f+g,iel producte de A per f, \- f per les férmules

(f+9)(@) = f(x) +g(x), (A lx):=A-(f(z)),

per a tot x € X. Proveu que F(X,R) és un espai vectorial amb aquesta suma i aquest
producte per escalars.

Exercici 5. Determineu quins dels conjunts segiients sén subespais vectorials de 1’espai
vectorial de les funcions F = F(R, R).

(a) Fo:={f€E:VreR, f(—z) = f(r)}.

(b) F,:={f € E: Ve eR, f(—z) = —f(z)}.
(c) For={f € E:VreR, f(2?) = (f())*}.
d) Fy:={feE:VzeR, f(5—z)= f(z)}.

)

)

)

)

) Fo:={f € E: f(x)=0}.

) Fr={f € E: f(r)=n)}.

() Fy:={f € E: f(0) = f(1)}.

(h) Fh:=A{f € E: Ve e R\{0}, f(x) =0, 1 f(0) # 0}.

) F;:={f € E: Vx € R, llevat d’'una quantitat finita, f(z) = 0}.
) Fjr={fcFE:VzeR 0<|f(z) <1}

Exercici 6. Sigui F := F(R,R). Expresseu, si és possible, els elements f; seglients de F
com a combinacié lineal de la familia F; corresponent, i de totes les maneres possibles.

fo = sinx; F,={1,z,2% ...}

(a)

(b) fo=1, Fy={x+1,2%— 1,23+ 1}.

(¢) fe=a*4+x—-1; F.={l,z —1,(z — 1)}
)

(d) fa=0; Fy={(z+1)? x,2% +2,V3}.

Exercici 7. Determineu quins dels conjunts segiients de matrius sén linealment depen-
dents en 'espai de matrius M(m, n,R) corresponent.

ws= {000 0N
ws={(0)(2)0 )00
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Exercici 8. Determineu quins dels subconjunts segiients de F(R,R) sén linealment in-
dependents.

(a) S, := {sinz,cosx,1}.
(b) Sy = {e”, "},

(c) Se:={e", e ", 1}.
(d) Sg:={e"*:1<i<n}, onay,...,a, €R.

Exercici 9. Sigui F := R[z]. Determineu quins dels subconjunts segiients de E sén
linealment independents i trobeu bases dels subespais, (S5;), que generen.

(a) Sy :={1,z,2% ... }.

(b) Sy:={r—1,22—-1,2—2}.
(c) Se:={l,z—1,2> = 2,...,2" —n}.
(

d) Sg:={1+z+221+x+2%1+z}

(e) Se:={1,(z—1),(z—1)2, ..., (z— 1"}
(f) Sp:={2®—1,2% 2% — 1,2* — 23 + 2°}.

Exercici 10. Sigui E := R|x]<s, el conjunt dels polinomis de grau menor o igual que 3 i
coeficients reals. Proveu que el subconjunt F' de E dels polinomis p(x) tals que

[ e =p0)

és un subespai vectorial de E. Trobeu una base de F'i un sistema d’equacions que defineixi
F en la base (1, 7,22 2°%) de E.

Exercici 11. Siguin n € N, E,, := Rz]<,, l'espai vectorial dels polinomis de grau menor o
igual que n, i @ € R. Proveu que el conjunt ordenat de polinomis B,, := (po(x), ..., pn(x)),

1 . .
on p;(x) := F(x —a)’, 0 < i< mn, és una base de E,. Comproveu que, si D'(p,a) denota

el valor en = = a del polinomi derivat i-esim del polinomi p(z) € E,, aleshores

Z Dl p7 :C - Cl)
és a dir, les coordenades de p(z) € E, en la base B,, sén

(D°(p,a), D'(p,a), D*(p,a),. .., D"(p,a)) .

Exercici 12. Sigui F := F(N,R) l'espai vectorial de les successions de nombres reals. Per
a una successié a € E, és habitual escriure a,, := a(n) i indicar a per {a,}, o, simplement,
per {a,}. Sigui F:={a € E:VYn >0, ap1o = any1 + an}.

(a) Proveu que F' és un subespai vectorial de E. Calculeu la dimensié de F' i determineu-
ne una base.
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(b) Una successié a = {a,} s’anomena progressié geométrica de rad r € R si, per a tot
n >0, a,+1 = r-a,. Trobeu la raé de les progressions geometriques contingudes a F'.

(c) Comproveu que existeix una base de F' formada per progressions geometriques i doneu-
ne una.

(d) Expresseu la successié de Fibonacci f € F determinada per fo = 0, fi = 1 en la
base obtinguda en ’apartat anterior. Expresseu el terme general f,, de f de forma no
recurrent, és a dir, com a funcié només de n, fy i fi.

Exercici 13. Considerem la base B = (1,2, 2%, 2%) de I'espai vectorial E := R[z]<3 dels
polinomis de grau menor o igual que 3.

(a) Calculeu la dimensid, una base i equacions en la base B del subespai

Fi={(zx+1,2—22%+2%22°+22° 4z + 3).

(b) Determineu per a quins valors de « el conjunt G := {p(z) € E : p'(0) = a} és un
subespai vectorial de E. Per aquests valors calculeu la dimensié, una base i equacions
de G.

(c) En els casos en que G és subespai vectorial, calculeu la dimensié, una base i equacions
de FNGide F+ G. Es directa la suma F + G?

Exercici 14. Demostreu que el conjunts segiients sén subespais de £ = M(2,2,R).

Fe{(% ) epiori=o} ¢={( V) eriv=—sna=t,

Determineu una base de FFNG i amplieu-la a una base de F'i a una base de G. Determineu
una base de F'+ G. Comproveu la férmula de Grassmann en aquest cas particular.

Exercici 15. Proveu que l'espai vectorial de les matrius quadrades M(n,n,R) és suma
directa del subespai de les matrius simetriques i el subespai de les matrius antisimetriques.

Exercici 16. En M(2,3,R), es consideren els subespais

5 —4 1 10 1 11 a b c
i I G D TS € (A PO

(a) Determineu equacions per a F.
(b) Determineu una base de G.

(¢) Demostreu que M(2,3,R) = F & G.

(d) Doneu la matriu (1 3

15 6) com a suma d’una matriu de F i una de G.

Exercici 17. Considereu els subconjunts JFq, de les funcions parelles, i F7, de les funcions
senars, de I'espai vectorial de les funcions F(R, R):

Fo={f € FR,R): f(z)= f(-a)Vz}, Fi:={f e FRR): f(x)=—f(-z)Va}.

Demostreu que Fy i F; sén subespais vectorials i proveu que F(R,R) = Fy & F;.
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Exercici 18. Sigui, F := R[z|<,, a € R, i V, el conjunt dels polinomis de E que tenen a
com a arrel.

(a) Proveu que V, és un subespai vectorial de E i determineu-ne una base.
(b) Proveu que si a # b, aleshores V, +V, = E.
(¢) Doneu una base de V, N V.

Exercici 19. Siguin F', G i H subespais d’'un espai vectorial . Determineu si sén certes
les afirmacions segiients.

(a) FNG=FNHiF+G=F+H=G=H.

(b) FN(H+G)=(FNH)+ (FNGQG).

(c) FN(H+(FNG))=(FNH)+(FNG).

Exercici 20. Siguin F' i G subespais vectorials d'un espai vectorial E de dimensi6 finita n.
(a) Proveu que si dim F' + dim G > n, aleshores F' N G # {0}.

(b) Proveu que si dim F'+ dim G < n, aleshores F + G # E.

(c) Estudieu si sén certes les implicacions reciproques.

Exercici 21. Siguin F' i GG subespais d’un espai vectorial F. Proveu que
FUG és subespai & FFC G obé G CF.

Exercici 22. Siguin F' i G subespais d’un espai vectorial F tals que E = F' + G, i sigui
H un suplementari de F NG en F; és a dir, FF = (FNG)® H. Proveu que H és un
suplementari de G en F; és a dir, que E =G & H.

Exercici 23. Siguin E un espai vectorial i F' un subespai vectorial de E. Proveu que,
peravy,...,v; € E, les classes vi + F, ..., v+ F € E/F sén linealment independents si,
i només si,

dim(vy, ..., vp) =k i (v1,...,v) N EF = {0}.
Exercici 24. Sigui (v;,v7,v3) una base de R? i suposem donats vectors

wy € (vg,v3), wy € (v1,v3), w3 € (v, V).

Esbrineu si existeix un vector w € R? tal que la seva classe en R?/(v;) coincideix amb la
classe de w; en els dos casos j = 1,2. I en els tres casos j = 1,2,37

Exercici 25. Sigui F := R*,
F:={(0,1,0,0),(1,0,0,2)) c E, i G:={(x,y,z,t)eE:x—y+2=0,2—y=0}

(a) Calculeu les dimensions de F', G, FNG i F + G i doneu bases de cadascun dels
subespais.

(b) Determineu una base de cadascun dels espais quocient F'//(FNG), G/(FNG), E/F,
E/G,E/(FNG)i E/(F+ Q).
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Exercici 26. Sigui £ := R|x]<3, i considerem els subespais
Fi=<zz(x—1),z(z—1)(x —2) >, G :={p(z) € E: p(—1) = 0}.
(a) Calculeu les dimensions de F NG i F'+ G i doneu-ne bases i equacions.

(b) Doneu una base de cada un dels espais E/F, E/G, E/(FNG) i E/(F+G). Considereu
en cadascun la classe del polinomi constant 1 i determineu les seves coordenades en
la base que hagueu triat.

(c¢) Doneu una base dels espais quocient F//(FNG), G/(FNG)i(F+G)/(FNG).

Exercici 27. Sigui /' C E = M(2, 2, R) el subespai generat per les matrius <(1) D ) ((1] é) ) G (1))»

Y

i G C FE el subespai format per les matrius y

) tals que z +t = 0.

(a) Doneu una base de cadascun dels subespais F', G, FNG i F + G.
(b) Doneu bases dels espais E/F, E/G, G/(FNG) 1 F/(FNG).

(c) Doneu les coordenades de la classe de la matriu identitat en E/F per a la base que
heu donat en 'apartat anterior.

Exercici 28. Siguin F'i G els subespais de £ := M(n, n, R) formats per les matrius diag-
onals i per les matrius triangulars inferiors, respectivament. Doneu bases dels espais quo-
cient E/F i E/G. Determineu les coordenades de la classe d'una matriu A = (a;;)1<ij<n
en cadascun d’aquests espais quocient, en les bases que hagueu triat.



