Algebra lineal Exercicis Curs 2024-2025

3. Dualitat

Exercici 1. Sigui (uy,us, us, us) una base d'un espai vectorial E, i considerem la seva
base dual, (u},u}, u$,u}). Determina la base (vq,v2,v3,v4) de E, si existeix, de la qual la
base (wy,ws,ws,ws) donada per les formes lineals seglients n’és la dual:

W1 1= U — Uy, Wo 1= U] — Uz, W3 1= Uy + Ug, Wy 1= Uy + Uy.
Si no existeix, justifica-ho.

Exercici 2. Siguin E un espai vectorial de dimensié finita n > 1, i wy, we € E*. Prova
que I'enunciat “ker w; # ker wy <= wy, ws sén linealment independents” és fals.

Exercici 3. Sigui (wy, wy, ws3) la base dual de la base ((—1,0,1), (1,1,0), (0,1,0)) de R3.
(a) Troba les matrius de les formes w; en les bases usuals de R?® i R.

(b) Determina les coordenades de la forma p definida per p(z,y, z) := £+ 2 - z en la base
('LUl, Way, 'LU3) .
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1 a
en la base canonica. Determina a, si existeix, amb la condicié que la imatge de la forma
de matriu w = (1, —1) per Paplicacié dual, f : L(R* R) — L(R?* R), verifica f}(w) =
(—1,0). Si no existeix, demostra-ho (tot és expressat en la base canonica de R? i la seva
dual en L(R? R)).

Exercici 4. Siguin a € Ri f, : R?> — R? un endomorfisme de matriu associada

Exercici 5. Considerem els subespais segiients de R*:

((1,1,1,2),(=1,2,-3,1), (2, -3, -3,2), (2,0, —5,5)),
((1,2,4,3),(6,—2,—1,4), (4, -6, -9, —2)).

Calcula F°, G°, F°NG°, F°+ G°, (F + G)° i (FNG)°. Comprova que

F
G

FPNG = (F+G)°, ique F°+G°=(FNG).

Exercici 6. (a) Troba unes equacions i una base del subespai F' C R* tal que F° =
(Wi, wa), on wy(z,y,2,t) = —y+2-t, wa(x,y,2,t) ==y —2z+t.

(b) Sigui G :={(x,y,2,t) € R*: x—2+3-t =0; y—2 = 0}; troba equacions de (FNG)°.
Exercici 7. Sigui £ := R[z]<4.

(a) Demostra que les aplicacions w; : B — R, i = 1,2, 3, definides per

wi(p(x)) ::/_ px)dr, wy(p(z)) :=p'(=1) +p"(—=1) +p"(-1), ws(p(z)) := p(0)

1

son formes lineals linealment independents.
(b) Troba equacions per al subespai °(wy, ws, ws).

(c) Troba equacions per al subespai (wy,ws,ws).
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(d) Sigui

Do, P1,P2,P3, P4 € R,
Po —p3 +ps =0,
Po—2-p3+2-py=0,
p3s+ps=0

F = p0+p1'$+p2'$2+p3-x3+p4-x4EE:

Determina F° N (wy, wa,w3) 1 F° + (wy, wa, ws).
Exercici 8. Siguin ay, ..., a, nombres reals diferents dos a dos.
(a) Prova que les aplicacions
Wa, : R[z]<n — R, Wa, (p(z)) :=p(a;), 1=0,1,....,n

(3

formen una base de 'espai dual de R[z]|<y,.

(b) Prova que els polinomis definits per

- Tr — a; .
p](x):: H ]:0717"‘Jn7

a; — a;’
i=0"
i
sén tals que (wey, - - -, W, ) €s la base dual de (po(x),...,pu(x)).

(c) Considerem la forma lineal p de R[z]<,, definida per

p iRl — R, p(p(z)) = / pla)d.

Prova que existeixen by, b1, ...,b, € R tals que
1 n
Vp(z) € Rlz]|<p, / p(x)dx = Z b; - p(a;).
0 i=0

(d) Determina by, by, bs en el casn=21iay9=0,a; =1/21ay = 1.

Exercici 9. Siguin wy, wa, wy € (R[x]<2)* definides per

w1 (p(z)) :/0 p(z)dz, ws(p(x)) :/0 p(z)dz, ws(p(x)) :/ p(z) dx.

(a) Prova que {w;,ws, w3} és una base de (R[z]<s)".

(b) Calcula les coordenades de {wy,wq, w3} en la base dual de {1, z,z}.

Exercici 10. Siguin F := M (2,2,R) lespai vectorial de les matrius 2 per 2 amb coefi-
cients reals, f: F — E itr: E — R les aplicacions lineals definides com a

1 1 1 1\ . a b . )
f(A) = (O 1> CA—A- (O 1), 1tr (c d) = a + d. Considerem els subespais

()G
a=facr|a () )= (3 ) 4}

2
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(a) Doéna equacions de F' + G.

(b) Calcula una base de E/G.

(c) Es cert que E/G és isomorf a F'? En el cas que sigui cert, estableix un isomorfisme.
(d) Calcula dim(F*° N G°).

(e) Calcula dim(Im f). Es cert que E = Im(f) & Ker(f)?

(f) Sigui f* I'aplicaci6 dual de f. Calcula f*(tr).



