Algebra lineal Exercicis Curs 2024-2025

6. Formes de Jordan

Exercici 1. Troba el polinomi minim, la matriu de Jordan i una base de Jordan per a
cadascuna de las matrius segiients (sobre el cos dels nombres complexos):

3 0 8 1 -1 —/2i (1 13
A= 3 -1 6 |, Ay = —1 1 V2 |, As =3 0o 2 2],
-2 0 -5 V2% V2 =2 -1 1 3
3 =10 0 1 1 0 0 -1 1 =1 0
1 1 0 0 -1 0 1 0 -1 -3 1 =2
Av=1y 1 9 4| A= 1 o _1 ol Ad=10 6 3 —_3
2 -2 1 0 0 0 0 0 2 0 1 1
3 -1 1 -7 0 -1 -3 1 2.0 0 21
9 -3 -7 —1 -3 0 -5 2 023 3 0
A7 = y Ag = s Ag = 0 0 1 -1 0
0 0 4 -8 2 1 5 -1
00 2 —4 -1 1 -2 3 00130
00 —2 —2 2

Exercici 2. Troba el polinomi minim, la matriu de Jordan i una base de Jordan per a
cadascuna de les matrius segiients, segons els valors dels parametres:

a 1—b 0 a—1 —1 -1 2 m 0
Bi=0 a 0], B = -1 1 -11, By=[1 2 —m]|,
b 0 b 3—a 1 3 01 2
1 a b a 2 =2 —4 2 a 0 0 0
02 ¢ 1 0 2 0 1 b a 0 0
Ba:= 00 1d|’ Bs := 0 b 2 2| Bg := 1 2 a 0}
000 1 0 0 0 2 2 -3 1 ¢
1 000 1 ab a 0100
0 a a 0 0211 0000
B7'_2020’ BS'_001C’ BQ'_oooo
a 0 0 2 0001 100 a

Exercici 3. Calcula les formes de Jordan de les matrius de la llista 5: Polinomi minim.
Components primaris.

-10 0 O
. o : 0 2 -1 0
Exercici 4. (a) Calcula les potencies A™ de la matriu A := 0 1 2 1/|Ppera tot
0 0 1 2
n € N.
(b) Calcula les potencies d'unes quantes matrius d’exercicis anteriors.
Exercici 5. Siguin A una matriu de polinomi caracteristic ¢(t) := —(t — 2)°, i n; :=

dimker(A — 2I)?, i > 0. Troba, si és possible, la forma de Jordan i el polinomi minim de
A en el cas en que (ny,ng,n3) = (2,4,5); si no és possible, justifiqueu-ho.
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Exercici 6. Siguin A una matriu de polinomi caracteristic ¢(t) := —(t — 2)°, i n; :=
dimker(A — 2I)%, i > 0. Trobeu, si és possible, la forma de Jordan i el polinomi minim
de A en el cas en que (ny,n9,n3,m4) = (7,3,7,5); si no és possible, justifiqueu-ho.

Exercici 7. Una matriu A és de polinomi caracteristic q(t) :== —(t —2)°(¢t+3)* i polinomi
minim m(t) := (¢t — 2)*(t + 3)®. Troba, si és possible, la forma de Jordan de A; si no és
possible, justifica-ho.

Exercici 8. Troba, si és possible, la forma de Jordan i el polinomi minim d’una matriu
A de la qual sabem que el seu polinomi caracteristic és q(t) := —(t — 2)5(t + 3)* i que, si
per a tot ¢ > 0 anomenem ny; := dimker(A — 2I)" i ny; := dimker(A + 31)", llavors és

(n1,17n1,2>n1,3) =(3,4,7), (712,1,”2,2) = (2,4).
Si no és possible, justifica per que.

Exercici 9. Sigui A € M(15,15,R) una matriu per a la qual se satisfan les condicions
segiients:

(a) El polinomi caracterfstic de A és —z°(z — 1)%(x + 1)°.

(b) El rang de A és 13 i dimker A% = 4.

(c) El rang de A — I és 12 i el polinomi minim de A és (z — 1)?p(x), amb p(1) # 0.
(d) El rang de (A + I)" és 10 si, i només si, i > 5.

Troba, si és possible, el polinomi minim i la forma de Jordan de A. Si no és possible,
justifica-ho.

Exercici 10. Sigui f : R* — R3 un endomorfisme amb només 1 i 2 com a valors propis i
tal que el polinomi minim i el polinomi caracteristic sén iguals (llevat del signe) i trf = 4.
Troba, si és possible, el polinomi minim de f. Si no és possible, justifica-ho.

Exercici 11. Sigui f : R?> — R? un endomorfisme amb només 1 i 2 com a valors propis
i tal que el polinomi minim i el polinomi caracteristic sén diferents (i no només pel signe)
i det f = 4. Troba, si és possible, el polinomi minim i el polinomi caracteristic de f. Si
no és possible, justifica-ho.

Exercici 12. Sigui A una matriu quadrada de polinomi carateristic p(z) := —7. Troba,
si és possible, la forma de Jordan de A i el seu polinomi minim si

rgA =4, rgA% =2, rgA® = 1.
Si no és possible, justifica-ho.

Exercici 13. Sigui ps(t) = —(t—2)*(t—3)? el polinomi caracteristic d'un endomorfisme f
d’un cert espai vectorial E. Troba la dimensio de F i totes les formes reduides compatibles
amb els polinomis minims segiients:

mp(t) = (=22t =3)%, my(t) = (t =2t =3)", my(t) = (¢t —2)*(t - 3).

Exercici 14. Sigui f un endomorfisme d’un espai vectorial real de dimensié n. Suposem
que existeix a € R tal que f2 = a - f. Determina el nombre de les possibles formes de
Jordan de f en funcié de a i de n (per al cas a = 0, cal discutir els casos segons la paritat
de n).
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Exercici 15. Sigui f un endomorfisme d'un espai vectorial real de dimensié 3 i tal que
3 = f2. Dona, si és possible, la forma de Jordan en el cas en que ker(f) Nim(f) # {0} i

rgf = 2. Si no és possible, justifica-ho.

Exercici 16. Sigui £ un C-espai vectorial de dimensié 5. Determina les possibles formes
de Jordan dels endomorfismes f de £ tals que

f(f+id)? =0, rgf >4, dimker(f+id)* < dimker(f + id)>.



