Topologia
Curs 2025-2026
Llista 1: Espais metrics

. Decidiu quines de les aplicacions d: R x R — R segiients sén distancies a R:
(a) d(z,y) = |e” —e’;

(b) d(z,y) = |z —yl/(z* + y*) si (z,y) # (0,0), 1 d(0,0) = 0;

(c) d(z,y) = (z —y)*

Per a les aplicacions d que siguin distancies, calculeu d(0, 1) i calculeu la bola B;(0)
de centre 0 i radi 1.

. Decidiu quines de les aplicacions d: R™ x R" — R segiients son distancies a R", on
denotem = = (x1,...,x,) iy = (Y1,---,Yn):

(a) d(z,y) = min |z; —yl;

1<i<n

(b) d(x,y) = max |z; — yi;

1<i<n

() dlz,y) = Y | —yil;

1<i<n

(@) da,y)= 3 foi+ uil

1<i<n

. Sigui X un conjunt no buit. Donats z,y € X, definim

/0 six =y,
d(w,y)—{ 1 sixz#y.

Demostreu que d defineix una distancia a X (aquesta distancia s’anomena discreta).

. Siguin (M, dy) i (Ms,dsy) espais metrics i sigui M = M; L My la unié disjunta.
Demostreu que existeix una distancia d: M x M — R que satisfa d(z,y) = di(x,y)
six,y € My id(z,y) =ds(x,y) six,y € M.

. Siguin (M, dy) i (Ms,dy) espais metrics i sigui M = M; x M, el producte cartesia.
Demostreu que l'aplicacié d: M x M — R segiient és una distancia a M:

d((w1,22), (y1,92)) = max{d (@1, y1), da(w2,y2) }.

. Per a cada nombre primer p, definim una funcié v,: Z — Z U {oco} de la manera
segiient: si a = 0 llavors v,(a) = 0o, i si a # 0 aleshores

vy(a) = max{k € Z | p* divideix a}.
Llavors definim d,,: ZxZ — R com d,(a,b) = p~v7(¢=8) amb el conveni que p~> = 0.
(a) Calculeu d5(32,7); ds(3,12); ds(1,501); d13(232,154); d2(5643, 1547).

(b) Demostreu que nh_g)lo d,(p",0) = 0 per a tot primer p.
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7. Una norma en un espai vectorial real V' és una aplicacié || - ||: V — R que satisfa:

(i) |lv]] > 0 per a tot v e V, i ||| =0 siinoméssiv=0;
(i) |[\v|| = |A]||v|| per atot v € Vi X € R;
(iil) ||u+v|| < ||u|| + ||v|| per a u,v € V arbitraris.

Demostreu que si || - ||: V' — R és una norma aleshores l'aplicacié d: V x V' — R
definida per d(u,v) = ||u — v]|| és una distancia.

8. Sigui (M, d) un espai metric. Siguin x,y € M ir € R amb r > d(z,y).

(a) Demostreu que B,_g(z4)(x) € By (y).

(b) Enuncieu un analeg del resultat anterior en el cas que r < d(z,y).

9. Sigui (M,d) un espai metric. Sigui o un punt de M i sigui S = (a,)nen una
successié de punts de M tots diferents i tals que d(ay,, xo) — 0 quan n — co.

(a) Demostreu que tota bola de centre xy conté algun punt de S diferent de x.

(b) Demostreu que xy és 1'inic punt amb aquesta propietat; és a dir, si © # zg
llavors existeix una bola de centre x que no conté cap punt de S diferent de .

10. Considerem les distancies a R? definides de la manera segiient:

dewe (71, 2), (Y1, 92)) = \/(xl —y1)? + (22 — )2,
dmaX((Ihlé)v (yl, y2)) = max{|x1 - y1|7 |ZE2 - y2|}7

i considerem a R la distancia d(z,y) = |z — y|.

(a) Demostreu que les funcions f,g: R? — R definides per f(z1,22) = 21 + 29 i
g(w1,225) = 139 561 continues respecte a la distancia dp., a R% (Indicacio:
Comproveu que, donats p = (p1,p2) € R? i € > 0, podem escollir § = %5 en el
cas de f i podem escollir § = min{1, /(1 + [p1| + |p2|)} en el cas de g.)

(b) Demostreu que f i g sén continues respecte a la distancia de,. a R2.
(c) Existeix alguna funcié h: R?> — R que sigui continua respecte a una de les

distancies deye, dmax & R? pero no ho sigui respecte a altra?

11. Sigui (M, d) un espai metric. Un subconjunt A C M es diu acotat si existeix k > 0
tal que d(z,y) < k per a tot z,y € A. Demostreu que un subconjunt A C M és
acotat si i només si A esta contingunt en una bola.



12.

13.

14.

15.

16.

Sigui (M, d) un espai metric. Definim el diametre d'un subconjunt A C M diferent
del buit com
diam(A) = sup d(z,vy).

z,yeA

(a) Quins son els subconjunts de M de diametre zero?

(b) Demostreu que si A C B aleshores diam(A) < diam(DB).

(¢) Doneu un exemple de subconjunts diferents A C B amb diam(A) = diam(DB).
Sigui (M, d) un espai metric. Definim la distancia d’un punt z € M a un subconjunt

A C M com
d(z, A) = inf d(z,y).

(a) Demostreu que 'aplicacié f: M — R definida per f(x) = d(z, A) és continua.

(b) Si # € M, demostreu que d(z,A) = 0 si i només si tot obert que conté z
conté almenys un punt de A. Deduiu d’aquest fet que si A és tancat aleshores
d(z,A) =0siinoméssiz e A

Sigui (M, d) un espai metric i siguin A i B dos subconjunts tancats i acotats de M.

Definim

acA beB

pa(A, B) = max {Sup d(a, B), sup d(b, A)} .

Demostreu que py és una distancia en el conjunt dels subconjunts de M tancats i
acotats.

Sigui M el conjunt dels poligons plans acotats. Sigui d: M x M — R la funcié
definida com
d(A,B) =a(A)+a(B)—2-a(ANB),

on a(P) denota l'area d’un poligon P. Demostreu que d és una distancia en M.

Sigui (M, d) un espai metric i siguin A, B C M dos subconjunts tancats i disjunts.
Definim una funcié f: M — R per
d(x, A
f) = A
d(z,A) +d(z, B)

Demostreu que f és continua i pren valors entre 0 i 1. Trobeu f~1(0) i f~!(1).



