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Llista 3: Homologia singular en graus baixos

1. (a) Demostreu que, si A és un retracte d’un espai topologic X, llavors H,(A) és un
sumand directe de H,(X) per a tot n.

(b) Demostreu que, si A és un retracte de deformacié de X, llavors existeix un complex
de cadenes aciclic C, tal que S.(X) = S,(A) & C..

2. Demostreu que, per a tot espai X, el grup Hy(X) és abelia lliure sobre el conjunt my(X)
de components arc-connexes de X.

3. (a) Demostreu que, per a tot espai X itot n > 0, el grup H,(X) és el nucli del morfisme
H,(X) — H,({+}) induit per I'inica aplicacié X — {x}.

(b) Demostreu que, si X no és buit, llavors Hy(X) = Hy(X) & Z.

4. (a) Sigui G un graf finit connex i sigui A C G un arbre maximal. Demostreu que H;(G)
és un grup abelia lliure sobre el conjunt d’arestes de G' . A.

(b) Demostreu que, si G és un graf finit connex amb n vertexs i m arestes, llavors H;(G)
és un grup abelia lliure de rang m — n + 1.

(c) Calculeu Hq(X) si X és el 1-esquelet de A™ per an > 2.

5. Demostreu que, si M és una superficie compacta connexa sense vora, llavors

729 si M és orientable de geénere g,
H (M) =
Z" @ Z/2 si M és una suma connexa de n plans projectius.

6. (a) Demostreu que, si f: ST x St — S! x S és un homeomorfisme, llavors f indueix un
automorfisme f, de Z & Z.

(b) Demostreu que f conserva 'orientacio si i només si det f, = 1.

7. Demostreu que, si X 1Y s6n arc-connexos i no buits, llavors Hy (X xY') = Hy(X)® H(Y).

Exercicis llargs

1. El dodecaedre de Poincaré D és una 3-varietat que s’obté identificant les cares oposades,
fent-hi un gir de 7/5, d’'un dodecaedre regular. Demostreu que el grup fonamental de D
no és trivial, pero que H;(D) = 0.

2. Demostreu que, si M és una superficie (sense vora) compacta, connexa i no orientable,
llavors existeix un homeomorfisme local f: M — M on M és una superficie orientable
tal que, per a cada punt p € M, el conjunt f~!(p) estd format per dos punts. Demostreu

que M és tnica llevat d’homeomorfisme i calculeu el morfisme f.: Hi(M) — Hi(M).
Indicacio: Considereu en primer lloc el cas en que M és ’ampolla de Klein i M és el tor.



